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Kurzfassung

In dieser Arbeit geht es um die Leistungsbewertung von parallelen und verteilten Re-
chensystemen mit Hilfe von Markovmodellen. Es werden Methoden zur Beschreibung
und Analyse von Markovmodellen mit gro3em Zustandsraum untersucht. Stochastische
Automaten, stochastische Prozel3algebren, stochastische Petrinetze und Warteschlangen-
modelle werden als gebrauchliche Methoden fur die Modellbeschreibung anhand eines
gemeinsamen Beispielproblems vorgestellt und anschlie3erithlbge einschihgiger
Kriterien verglichen. Fur ein effizientes Vorgehen bei der Modellierung grof3er Systeme
gibt es unterschiedliche Aatze, die in der Arbeit diskutiert und zum Teil erweitert
werden. Ein zentraler Inhalt der Arbeit ist die Entwicklung einer neuen Modellwelt,
die sich durch eine strukturierte Beschreibung des Gesamtmodells, aufgebaut aus in-
teragierenden Submodellen, auszeichnet. Diese Modellwelt ist besonders geeignet zur
Beschreibung von Systemen mit replizierten Komponenten. Sie beinhaltet einen effizi-
enten Reduktionsalgorithmus, mit dessen Hilfe der Zustandsraum eines Modells unter
Umstnden dramatisch reduziert werden kann. Diese Zustandsraumreduktion hat den
zusatzlichen Vorteil, dal’ sie in Verbindung mit einer strukturierten numerischen Analyse
eingesetzt werden kann. Dem Zustandsraumproblem wird also in der neuen Modellwelt
durch zwei sich gegenseitig erganzende Methoden Rechnung getragen.

Summary

This thesis addresses problems which arise during performance evaluation of parallel
and distributed computer systems using Markov models. Methods for the description
and analysis of Markov models with large state space are studied. Stochastic automata,
stochastic process algebras, stochastic Petri nets and queueing models are commonly
used model description methods. They are explained by means of a common example.
A comparison of these methods is then given, using a set of relevant criteria. Different
approaches to the efficient modelling of large systems are discussed and partially
extended. One major part of this work is the development of a new modelling
environment which is characterized by a structured description of the overall model,
consisting of communicating submodels. This environment is especially suited for
describing systems with replicated components. It contains a reduction algorithm which,
under certain circumstances, allows to reduce a model’s state space dramatically. This
kind of state space reduction can also be used in combination with structured numerical
analysis. Therefore, our modelling environment provides two methods for dealing with
the state space explosion problem.
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1 Einleitung

1.1 Leistungsbewertung mit Markovmodellen

In der Praxis der Systementwicklung stellt sich oft die Frage nach den Eigenschaften
von Systemen, die real noch gar nicht existieren. Da Beobachtung und Messung sol-
cher Systeme offensichtlich nicht moglich sind, wird oft von der Moglichkeit Gebrauch
gemacht, Modellstudien durchZiifren. Modelle bieten eine unverzichtbare Uniagrst

zung der Systementwicklung, indem sie in einer fruhen Phase des Systementwurfs Lei-
stungsvorhersagen edglichen. Eine zweite Motivationif den Einsatz von Modellen
findet man in Situationen, in denen man durch Modifikation eines existierenden Sy-
stems dessen Verhalten verbesselicite. Experimente am System selbst sind sehr
aufwendig und wegen Storung des laufenden Betriebs oft nicht akzeptabel. Umgekehrt
kann der laufende Betrieb ein Experiment so stark beeinflussen, daf’ égliotmist,
gesicherte Ruckschlusse aus dem Experiment zu ziehen. Deshalb greift man auch in
dieser Situation gern auf die Modellierung @ak. Sie erlaubt Studien zum Zweck der
Verbesserung, bis hin zur Optimierung einer Systemkonfiguration oder von variierbaren
Systemparametern. Modelle werden also immer dort eingesetzt, wo Experimente am
realen System nicht oder nur mit groRen Schwierigkeiten durdhgeiverden knnen.

In der Informatik, insbesondere bei der Leistungsbewertung von Rechensystemen, spie-
len Modelle seit Jahrzehnten eine wichtige Rolle. Einen naheliegenden und auch viel
verwendeten Ansatz bilden Modellierungsmethoden, bei denen versucht wird, die Zu-
sammenhange zwischen interessierenden Grof3en mit Hilfe von geschlossenen Formeln
auszudicken. Sobald es jedoch um die Beschreibung und Analyse des Ablaufgesche-
hens in einem Rechen- oder Kommunikationssystem geht, ist eine derartige summa-
rische Betrachtungsweise zur Beantwortung der anstehenden Fragen nicht mehr aus-
reichend. Ereignisorientierte Modelle haben sich dagegen fur diese Aufgabenstellung
als sehr geeignet erwiesen und werden daher auch vorwiegend benutzt. Solche Mo-
delle beschreiben das dynamische Verhalten des realen Systems duréghd2ushd
Zustandsuibergange (Ereignisse) im Modell. Sie geben dem Modellierer also eine ab-
lauforientierte Sicht auf das System und erlauben gleichzeitig durch die Be&cimg

auf die Betrachtung wichtiger Ereignisse eine Abstraktion der Realitat auf interessie-
rende Aspekte.

Bei Modellstudien in der industriellen Praxis herrscht die Verwendung von Simulati-
onsmodellen vor, mit denen ein realer Ablauf auf beliebig hohem Detaillierungsgrad
unter der Kontrolle einer Simulationsuhr nachgespielt wird. Solche diskrete-Ereignis-
Simulationen haben den Vorteil, sehr allgemein zu sein. Um mit ihnen relevante Ergeb-
nisse zu erzielen, d.h. gute Konfidenzintervalléissen aber zum TedluRerst lange Si-
mulationslaufe durchgefuhrt werden. Die zweite Moglichkeit zur Auswertung ereignis-
orientierter Modelle besteht darin, analytischi#zsungsverfahren einzusetzen, bei denen

die interessierenden Leistungsmalie mit Hilfe einésungsalgorithmus bestimmt wer-

den. Derartige Losungsverfahren sind allerdings nur fur Unterklassen von Modellen, in
denen gewisse Randbedingungen eingehalten werden, bekannt. Markovmodelle stellen
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eine spezielle Klasse analytisch auswertbarer Modelle dar. Die ihnen eigene Bmschr
kung bei den Verteilungsfunktionen der modellierten Laufzeiten resultiert zwar durchaus
in Nachteilen in bezug auf die Freiheitgrade des Modells, bringt aber aus mathematischer
Sicht eine gute Beherrschbarkeit mit sich. Um die stationaren Zustandswahrscheinlich-
keiten eines Markovmodells zu bestimmen, ist “nur” diésung eines linearen Glei-
chungssystems erforderlich. Dafur stehen zwar erprobte und leistungsfahige numerische
Losungsverfahren zur Vérjung, was aber nicht ausschlief3t, dal3 der Rechenaufwand
bei sehr grolen Modellen gewaltig sein kann. Insgesamt ist festzuhalten, dal} Mar-
kov’'sche Modelle in vielen Fallen eine zu bevorzugende Alternative zur Simulation
darstellen, weil ihre Analyséber einen viel elegantererbkungsweg tiglich ist.

Bereits im Jahr 1907 erschien die Originalpublikation von A.A. Markov, in welcher er
die Eigenschaften einer Klasse von stochastischen Prozessen definierte und untersuchte,
die uns heute als Markovprozesse bekannt sind [Markov, 1907]. Mit Markovmodellen
sind im kontinuierlichen Bereich zé@chst nur exponentiell verteilte Zeiten beschreib-
bar. Durch die Verwendung von Phasenverteilungen kann die Klasse der darstellbaren
Verteilungsfunktionen fast beliebig erweitert werden, jedoch ist damit ein zum Teil
enormer Aufwand verbunden. Einige reale Phanomene lassen sich mit exponentiell
verteilten Zeiten aéiquat beschreiben, z.B. die Zwischenankunftszeit von Agéin an

einer Warteschlange, die Dauer eines Telefongesprachs, oder die Zeit zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Ausllen einer Hardware-KomponenteiFfandere in der Readit
auftretende Zeitverteilungen ist die exponentielle Verteilung allerdings weniger geeignet,
man denke z.B. an Prozeduraiisfungszeiten oder Timeouts. Wir wollen die Theorie

der Markovprozesse in dieser Arbeit nicht wiederholen, haben jedoch die wichtigsten
Grundlagen in Anhang A zusammengefal3t.

Gemald dem Alter der Disziplin existiert schon ein riesiger Berg von Literatur zum
Thema Markovmodellierung. Warum bedarf es also weiterer Arbeiten wie der hier vor-
liegenden? Durch die Weiterentwicklung in der Computertechnik muf3 sich, ebenso wie
andere Teilbereiche der Informatik, auch das Gebiet der Leistungsmodellierung neuen
Herausforderungen stellen. Die heutigen Rechenanlagen und Kommunikationsnetze un-
terscheiden sich in vielen Punkten von ihren Vorgangern. Wir finden in zunehmendem
Malie grol3e, stark strukturierte Systeme vor, deren wachsende Korapkxischwer
macht, Einsicht in ihre dynamischen internen Ablaufe zu gewinnen. Dem steht gegen-
uber, dal3 gerade solche Systeme oft strengste Kriteridlghelz Leistungséhigkeit und
Zuverlassigkeit erfullen missen und daher unbedingt einer Leistungsbewertung zugang-
lich sein sollten. Angesichts dieses Zwiespalts besteht die Aufgabe der Leistungsbewer-
ter zunachst darin, zu untersuchen, inwiefern schon bekannte Modellierungstechniken
zur Analyse dieser modernen Systeme erfolgreich eingesetzt wetieek Daiiber-

hinaus mussen fur die Modellierung solcher Systeme neue, adaquate Techniken ent-
wickelt werden, die die speziellen Eigenschaften innovativer Systeniekschtigen

bzw. ausnutzen. Zum Beispiel ist es erforderlich, fur die Modellierung modularer oder
hierarchisch strukturierter Systeme Modelle mit entsprechender Struktur bereitzustellen
und dafir eine strukturierte Form der Analyse zu entwickeln.

Es existiert eine ganze Reihe von Modellbeschreibungsmethoden, die dem Menschen
die Spezifikation von Markovmodellen erleichtern. Sie erlauben eine problemorientierte
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Beschreibung des Modells auf eingitteren Ebene als der von Zastlen und Zustands-
ubergangen. Warteschlangenmodelle und stochastische Petrinetze sind wohl die am
weitesten verbreiteten Vertreter unter den klassischen Modellbeschreibungsmethoden.
Trotz der gemeinsamen Basis gibt es durchaus Unterschiede zwischen den einzelnen
Modellbeschreibungsmethoden, sowohl was ihréchigkeit betrifft als auch in bezug

auf die Modellauswertung. Insbesondere sind auf die jeweilige Methode hin zugeschnit-
tene und dadurch besonders effiziente Analyseverfahren bekannt. In Anbetracht der sich
bei der Modellierung moderner Systeme ergebenden neuartigen Problemstellungen sind
in jungster Zeit auch neue — bisher wenig erforschte — Beschreibungstechniken fir
Markovmodelle entwickelt worden, man denke z.B an die erst seit wenigen Jahren un-
tersuchten stochastischen Prozel3algebren. Eine weitere wichtige Aufgabe besteht nun
darin, Analysemethoden zu entwickeln, die auf solche Beschreibungstechniken abge-
stimmt sind.

Heute haben wir es oft mit Systemen zu tun, die eine Vielzahl gleichartiger Komponen-
ten beinhalten. Die Leistungsbewertung von Systemen mit dieser Eigenschaft spielt in
der Tat eine grof3e Rolle, man denke nur an die meisten Parallelrechner, die aus vielen
identischen Prozessor- und Speichermodulen bestehen, oder an Rechnernetze mit einer
grol3en Zahl angeschlossener Stationen. Ist die Anzahl einer gewissen Komponente
dabei variabel, so handelt es sich zudem um ein skalierbares System. Die Replika-
tion identischer oder zumindest sefiinlicher Komponenteruhrt einerseits z@auf3erst
komplexen Systemen, so dal3 eine Modellierung mit klassischen Methoden meist zum
Scheitern verurteilt ist. Andererseits weist die Struktur solcher Systeme aber eine ge-
wisse Regularit auf, die als Vorteil gewertet werden kann. In dieser Arbeit wird daher
die Frage gestellt, wie solche regularen Systeme “effizient” modelliert werden konnen,
wie man also die sich ergebenden Symmetrien im Modell ausnutzen kann.

Wenn man die heutige Situation der Leistungsbewertung mit Markovmodellen betrach-
tet, stellt man fest, daf3 sich das Gebiet mit zwei grundlegenden Problemen auseinander-
zusetzen hat. Erstens gilt es, das Problem der Modellbeschreibung neu zu tberdenken,
da die traditionellen Modellbeschreibungsmethod@andie Spezifikation moderner Sy-
steme zum Teil nicht mehr geeignet sind, und weil sich die klassischen Methoden nicht
gut in den Rahmen der modernen Systementwicklungigeri. Das zweite Problem ist

das der Modellauswertung in Gegenwart komplexer Modelle mit grol3en Zustandsrau-
men. Diese beiden Probleme werden iathsten Abschnittaher beleuchtet.

1.2 Probleme in der Praxis

1.2.1 Problem der Modellbeschreibung:
Akzeptanz bei den Systementwicklern

Ein grol3es Problem ergibt sich daraus, dal3 Leistungsbewertung mit Modellen bisher
meist aul3erhalb des System-Entwicklungszyklus steht. Oft spielt Leistungsbewertung
erst in einer sehr gpen Phase der Systementwicklung eine Rolle. Dann kann es pas-
sieren, dalR Entwickler feststellen, daf} die Realisierung eines Entwurfs zwar funktional
korrekt ist, jedoch die gestellten Leistungsanforderungen niciititerHardware- und
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Software-Entwickler sind bei Design-Entscheidungen in zunehmendem Malie auf Er-
gebnisse der Leistungsbewertung angewiesen und brauchen daher verstarkt Zugang zu
Modellierungsmethoden. Um eine Integration der Leistungsbewertung in den System-
Entwicklungszyklus zu erreichen und dadurch auch der Modellierung zu einer hohe-
ren Akzeptanz zu verhelfen,imsen Modellbeschreibungsmethodsiristr den bei der
System-Entwicklung gebrauchlichen Beschreibungsmethoden angepaldt werden. Dies
sind bei der Software-Entwicklung programmiersprachliche Beschreibungen und for-
male Spezifikationen. Software-Entwickler sind gewohnt, mit diesen Beschreibungs-
methoden umzugehen, und deshalb sollten diese Mittel auch fur die Beschreibung von
Leistungsmodellen verwendet werden.

Mit dem eben genannten Problerargt ein weiteres, nicht weniger wichtiges zusam-
men: Grol3e unstrukturierte Modelle sind fur den Menschen nur schwer zu Uberschauen.
Die Modellierung leidet ab einer gewissen Modeti3e und der dadurch verursach-

ten Unubersichtlichkeit unter starker Fehleranfalligkeit. Auf3erdem sind riesige mono-
lithische Modelle schwer zu modifizieren und daher sehr unhandlich. Deshalb sollten
Modellierungstechniken entwickelt werden, die ein strukturiertes, also modulares oder
hierarchisches Vorgehen bei der Modellierung égticthen. Diese Forderung wird von
vielen etablierten Modellierungsmethoden gar nicht oder nur zu einem geringen Grad
erfullt.

Ein moglicher Losungsweg ifr diese Probleme besteht darin, die bei der Systement-
wicklung eingesetzten formalen Spezifikationen so zu erweitern, dafd mit ihnen auch die
Beschreibung von Markovmodellenaglich ist. Da formale Spezifikationstechniken
starke Strukturierungsmoglichkeiten anbieten, kann auf diese Weise neben der man-
gelnden Akzeptanz auch das Problem der monolithischen Moidlelevunden werden.

Um die neuen Beschreibungstechniken und die strukturierten Modellierungstechniken
der Praxis zuganglich zu machen, missen sie natiurlich durch Werkzeuge unterstitzt
werden.

1.2.2 Auswerteproblem:
Kombinatorisches Anwachsen des Zustandsraums

Grof3e und die Komplexit eines realen Systems spiegeln sich in entsprechenden Eigen-
schaften des Modells wider. So resultiert die Beschreibung komplexer Zusammenhange
mit einem Markovmodell in der Regel in einem grofen Zustandsraum. Aus Sicht
der theoretischen Behandlung wirft dies zwar keine Probleme auf, fur die praktische
Durchfuhrung der Analyse kann sich die @&e des Zustandsraums jedoch fatal aus-
wirken. Da die bei der Analyse eingesetzten Rechner, ganz gleich wie leistungsfahig
sie auch sein fgen, immer nukiber einen begrenzten Speicher ugdn, kbnnen mit

ihnen nur Modelle bis zu einer bestimmten GrofRe gespeichert und analysiert werden.
Ab einer gewissen Modellgfie fihren zudem Swapping-Aktiéten zu unakzeptablen
Geschwindigkeitsverlusten bei der Modellauswertung. Abgesehen vom reinen Speicher-
aufwand ist bei sehr groRen Modelleniindith auch die Rechenzeit enorm. Besonders
skalierbare parallele Systeme haben oft die unangenehme Eigenschaft, daf? der Zustands-
raum mit zunehmendem Parallelitatsgrad exponentiell anwachst. Man spricht dann vom
Phanomen der sogenannten Zustandsraumexplosion.
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Schon anhand eines sehr einfachen Beispiels kann man das schnelle Anwachsen des
Zustandsraums eindrucksvoll demonstrieren: Im Vorgriff auf Kapitel 2 verwenden
wir dazu die Beschreibungsmethode der verallgemeinerten stochastischen Petrinetze
(GSPN). Das Petrinetz in Abb. 1.1 stel¥ Prozesse dar, die unter gegenseitigem
Ausschlul3 auf ein gemeinsames Betriebsmittel zugreifen. Das Modell ist skalierbar
in dem Sinn, dafld — wie in der Abbildung durch die Punkte angedeutet — die Anzahl
der Prozel3-Subnetze variiert werden kann.

Prozel3 1 Prozeld 2 Prozel3 N

—»? Arbeit_1 —»? Arbeit_2 —>? Arbeit_N

i} bereit_1 (f bereit_2 i} bereit N
Betriebsmitt %P”’T

% \& ?Zugriff_N
= —

—

Abbildung 1.1: Modellierung von gegenseitigem Ausschluf3 mit Hilfe eines Petrinetzes

Dieses Modell wurde mit Hilfe des Werkzeugs DSPNexpress [Lindemann, 1992] analy-
siert. In der nachfolgenden Tabelle 1.1 sind die Zustandszahlen und Berechnungszeiten
fur verschiedene Werte voi¥ angegeben.

# ProzessorenN | Zeit [min:s:ms] # Zustande S(N)

1 0:15:960

2 0:16:730

5 0:16:830 81

8 0:20:790 1025
10 0:41:780 5121
12 2:35:220 24577
13 >3h 53249

Tabelle 1.1 Zustandszahlerfdas Beispiel “Gegenseitiger Ausschlul3”

Fir eine Prozessorenzahl véh= 13 mulf3te die Analyse nach ca. 3 h wegen Speicher-
platzmangels abgebrochen werden!

Hier haben wir es mit einem sehr einfachen aber typischen Beispiel fur ein exponentielles
Wachstum des Zustandsraums bei skalierbaren Systemen zu tun.
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Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daf3 sichdie in Abb. 1.1 dargestellte
Familie von Netzen aufgrund einfacher kombinatorisdiieerlegungen leicht auch eine
geschlossene Formdlifdie Zustandszah# (V) in Abhangigkeit vonN angebendft.

Fur die Anzahl der stabilen Netzmarkierungen, die der Zustandszahl der zugehorigen
Markovkette entspricht, gilt@amlich die Beziehung

S(N) =1+ N2Vt

Der Term1 steht fir den Fall, dal3 kein Prozel3 auf das Betriebsmittel zugreift, was nur
in einer einzigen stabilen Netzmarkierung zutrifft. Der TeNa™~! entspricht dem
Fall, dalR ein Zugriff durch einen de¥ Prozesse vorliegt, wobei alle Ubrigéh — 1
Prozesse entweder arbeiten oder auf den Zugriff warten, also zwei Alternaiivém f
Verhalten haben.

Fur den Speicherbedarf eines Markovmodells ist die Anzahl deraddst nicht alleine
mafRgebend. Auch die Anzahl moglichéibergange zwischen den Zustanden stellt einen
ganz entscheidenden EinfluRfaktor dar. Die Speicherung deglichen Zustandgoer-
gange geschieht in Matrixform, wobei Modelle mit vielen mdglicHéibergangen in
starker besetzten Matrizen, d.h. Matrizen mit mehr von Null verschiedenen Elementen,
resultieren. Da wegen der im allgemeinen dinnen Belegung zur Speicherung sinn-
vollerweise Technikeniir dinnbesetzte Matrizen eingesetzt werden, bei denenimur f
von Null verschiedene Matrixelemente Speicher benotigt wird, hat die Anzahl der Zu-
standsiberginge direkten Einflu3 auf den Speicherbedarf.

Die Rechenzeitiir die Analyse einer Markovketteahgt aul3er von der Zustandszahl

und der Zahl moglicher Zustandsuibergange sehr stark von den numerischen Werten der
Parameter des Modells, im zeitkontinuierlichen Fall also von den verwendeten Raten
ab. Fur die Analyse komplexer Markovmodelle werden meist iterative Losungsverfah-
ren herangezogen, deren Konvergenzverhalten bei unterschiedlichen Pararaligern v
anders ausfallen kann. Sind in einem Modell z.B. Raten enthalten, die sich um mehrere
Dimensionen unterscheiden (stiffness), so wirkt sich das negativ auf die Konvergenz
des Losungsverfahrens aus.

1.3 Ziele und Inhalte dieser Arbeit

Trotz der prinzipiellen mathematischen Beherrschbarkeit von Markovmodellen ergeben
sich also Schwierigkeiten, wenn es um die praktische Durchfihrung von Modellstudien
geht. Diese Probleme haben ihre Ursache in dedl3&rund Komplexit der mit

Hilfe von Modellen zu untersuchenden realen Systeme. Ziel der Forschung mul3 es
also sein, in Gegenwart komplexer Systeme Modellierungstechniken zu entwickeln
und bereitzustellen, die die Durchfuhrung von Modellstudien mit moglichst geringem
Aufwand an Speicherplatz und Rechenzeit gestatten.urDabllen wir den Begriff
effiziente Modellierungpenutzen. Um ein effizientes Vorgehen bei der Modellierung zu
erreichen, wird gefordert, daf3 einerseits Struktur und Verhalten des realen Systems vom
Modell in achquater Weise repsentiert werden, dal3 jedoch auf der anderen Seite eine
moglichst starke Abstraktion von der Realitat stattfindet. Um unnotigen Aufwand zu
vermeiden, sollte das Modell nur diejenigen Aspekte des zu untersuchenden Systems
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beschreiben, die zur Beantwortung der anstehenden Fragéntigiemerden. Es ist

also wichtig, dal3 im Modell eine Beschrankung auf das Wesentliche vorgenommen
wird. Die im Rahmen der anstehenden Untersuchung unwesentlichen Details des
realen Systems sollten nicht Bestandteil des Modells sein. Unter Beachtung dieser
Leitlinien kann eine Verschwendung von Ressourcen vermieden werden. Zwei wichtige
Voraussetzungen fir ein effizientes Vorgehen bei der Modellierung sind die Wahl einer
geeigneten Methodelf die Beschreibung des Modells und die Vebarkeit eines
geeigneten Analyseverfahrens zur anschlieBenden Modellauswertung. Beide Aufgaben,
sowohl die Modellerstellung als auch die Analyse des Modells, sind selbstverstandlich
nur mit Untersiitzung durch Software-Werkzeuge praktisch duibhbar.

Mit dieser Arbeit werden die folgenden Ziele verfolgt:

«  Wir mochten durch ein&bersicht und Gegétberstellung existierender Modellbe-
schreibungsmethoden fur die Leistungsbewertung paralleler und verteilter Systeme
den heutigen Stand der Forschung darstellen.

* Im Rahmen einer Weiterentwicklung sollen bereits bekannte Techniken kombiniert
und in eine neue Methode integriert werden.

e Es geht uns vor allem darum, neue Wege aufzuzeigen, die sich aus der Berick-
sichtigung der speziellen Eigenschaften moderner paralleler und verteilter Systeme
ergeben. Dies sind Strukturiertheit, Regularitat und die daraus resultierenden Sym-
metrien auf der Ebene des Zustandsraums.

* Das Gesamtziel der Arbeit ist es, einen Beitrag dazu zu leisten, die traditionellen
Schwierigkeiten bei Modellen mit groRem Zustandsraum zumindest teilweise zu
tberwinden.

Diesen Zielen entsprechen auch die Inhalte der einzelnen Kapitel der Arbeit:

* Es erfolgt zudchst eine Sichtung und Klassifizierung existierender Methditedié
Leistungsbewertung mit Markovmodellen. Dabei wird insbesondereldimesicht
uber gangige aber auch neuartige Modelbeschreibungsmethoderdlaeifen Ebene
gegeben, und anschlieRend ein wertender Vergleich zwischen diesen vorgenommen.
(Kapitel 2)

« Die Arbeit entfalt eineUbersicht und Bewertung von vorgefundenen &msn, die
sich speziell mit detUberwindung der Schwierigkeiten bei Modellen mit groRem
Zustandsraum besiéftigen. In diesem Zusammenhang werden auch Weiterentwick-
lungen dargestellt und neue eigene Ansatze vorgeschlagen. (Kapitel 3)

* Wir stellen eine neue Modellwelt vor, die auf den Resultaten der Untersuchung
von Kapitel 3 basiert. Eine wesentliche Erweiterung gédgpen anderen Methoden
besteht in der Béicksichtigung von Modellen, die bestimmte Teile mehrfach,
d.h. repliziert beinhalten. Die Modellwelt sieht Konstrukte fur die Beschreibung
von Systemen mit Replikationen vor und beinhaltet effiziente Technikerdie
Analyse der sich ergebenden Modelle. (Kapitel 4)

e Schlie3lich befassen wir uns mit moglichen Verallgemeinerungen und Weiterent-
wicklungen der Modellwelt. (Kapitel 5)

Diese Arbeit umfaldt also sowohl Aspekte der Analyse als auch der Synthese von
Methoden @ir die effiziente Modellierung paralleler und verteilter Systeme. Die Analyse
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nimmt sich der Aufgabe an, die auf dem Gebiet der Markovmodellierurigngsiter Zeit
publizierten Beschreibungs- und Auswertemethoden zu sichten und zu klassifizieren.
Aus dieser analysierenden Arbeit émihst dann eine synthetisierende: Sie besteht in der
Entwicklung einer neuen Modellwelt und neuer, dafiir geeigneter Auswertemethoden.



2 Modellbeschreibung auf hoherer Ebene

Die Bedeutung von Markovmodellen als hbighwte Methode iir die Leistungsbewer-

tung ist unumstritten. Bevor ein eigentliches Markovmodell existiert, das ausgewertet
werden kann, stellt sich aber zohst die Frage nach seiner Beschreibung. Der Lei-
stungsbewerter geht aus von einer Problemstellung, die das zu analysierende System und
eine Reihe durch das Modell zu beantwortende Fragen beinhaltet. Auf den Entschlul3,
mit Markovmodellen zu arbeiten, hat als nachster Schritt die Auswahl einer geeigneten
Beschreibungsmethode zu folgen. An sie werden wichtige Anforderungen gestellt, de-
ren Erfulltsein ganz entscheidend zum Erfolg einer Leistungsbewertungsstudie beitragt.
So sollte die Modellbeschreibung einedgtichst realiitsnahe und problemorientierte
Darstellung der interessierenden Strukturen und Ablaufe ermoglichen und dabei far
den menschlichen Betrachter gut varsllich sein. Die Verwendung von Methoden
der Modellbeschreibung auf hoherer Ebene erspart es dem Modellierer, sich bei der
Erstellung eines Modells umamtliche Details wie Zuginde und Zustandbergange

zu kimmern. Das heilt, dal3 die Modellierung auf einem gewissen Abstraktionsgrad
stattfinden kann, der dem menschlichen Benutzer die Spezifizierung von Markovmo-
dellen und den Umgang damit erleichtert und ihm dadurch eine Konzentration auf das
eigentliche Bewertungsproblem gestattet.

In diesem Kapitel werden Methoden diskutiert, mit deren Hilfe sich Markovmodelle
auf einer lbheren Ebene als der der eigentlichen Markovkette spezifizieren lassen.
Durch die Darstellung der verschiedenen Modellbeschreibungsmethoden anhand eines
gemeinsamen Beispiels, das auch in Kapitel 4 wieder aufgegriffen wird, und die daran
anknuipfende Diskussion sollen einerseits Gemeinsamkeiten, andererseits Unterschiede
zwischen den einzelnen Methoden der Modellbeschreibung sichtbar werdeir. viraf

im Anschlul an die Vorstellung der einzelnen Methoden ein Vergleich gezogen.

Das wichtigste Anliegen dieses Kapitels ist es, die Eignung der verschiedenen Modellbe-
schreibungsmethoden fir eine effiziente Beschreibung grof3er Systeme zu untersuchen.

2.1 Methodenunabhangige Beschreibung eines Beispielproblems

Parallelrechner bilden ein wichtiges Anwendungsgebiet fur die Leistungsbewertung
mit Modellen [Ajmone Marsaret al, 1986], wobei in jingster Zeit eine kombinierte
Bewertung der Leistungsfahigkeit und der Zuverlassigkeit von Multiprozessorsystemen
stark an Interesse gewonnen hat (Schlagwort “Performability” [Meyer, 1980; Trivedi
und Malhotra, 1993]). In den folgenden Abschnitten wird deshalb als typisches Beispiel
das Modell eines Multiprozessorsystems mibghichen Prozessoraidlen betrachtet

und mit Hilfe der verschiedenen Methoden beschrieben. Das Beispiel soll jedoch nun
zurachst allgemein und informell éitert werden.

Es handelt sich um ein Multiprozessorsystem mitProzessoren, wobei die Anzahl

N zunachst unspezifiziert bleibt, siehe Abb. 2.1. Alle Prozessoren greifen auf den
(verteilten oder gemeinsamen) Speicher Uber einen gemeinsamen Bus zu. Der Bus
darf zu jedem Zeitpunkt vondchstens einem Prozessor benutzt werden und es wird
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P, Pyl « « Py Repairman

Gemeinsamer Bus

Speicher

Bus-
Arbitrator

Abbildung 2.1: Busgekoppeltes Multiprozessorsystem
mit Bus-Arbitrator und Repairman

angenommen, dal3 der Bus wahrend des gesamten Zugriffsvorgangs fur die anderen
Prozessoren gesperrt bleibt. Der exklusive Zugriff auf den Bus wird durch eine
Arbitrierungskomponente, den Bus-Arbitrator, sichergestellt.

Prozessoren konnen ausfallen. Der Einfachheit halber wird angenommen, dal3 ein Aus-
fall eines Prozessors nurakrend der normalen Arbeitsphase, nicht abahrend eines
Speicherzugriffs auftreten kann. Der Ausfall eines Prozessors aktiviert eine Reparatur-
komponente, den sogenannten Repairman. Dieser nimmt so schnelldgleeimeine
Rekonfigurierung des Multiprozessorsystems vor (downgrade), um den ausgefallenen
Prozessor auszukoppeln. Diar fdie Rekonfigurierung der Bus kgt wird, belegt

der Repairman mit hoher Prioritat den Bus, bzw. ist sogar berechtigt, den Bus einem
gerade zugreifenden Prozessor zu entziehen (preemption). Nach erfolgter Rekonfigurie-
rung wird der Bus wieder freigegeben und das System kann mit verminderter Prozessor-
zahl weiterarbeiten, wahrend der ausgefallene Prozessor vom Repairman repariert wird.
Zum anschlie3enden Wiederhinzuschalten (upgrade) des reparierten Prozesstogs ben
der Repairman wieder den Bus. Diesmal ist er wegen der geringeren Dringlichkeit des
Vorgangs aber nicht berechtigt, den Bus einem gerade auf den Speicher zugreifenden
Prozessor zu entziehen.

Ein zweiter, hinzukommender Prozessorausfall wahrend des Ausfalls eines ersten Pro-
zessors kann in diesem System erst nach erfolgter Reparatur und Wiederhinzuschalten
des ersten ausgefallenen Prozessors bearbeitet werden.

2.2 Methoden der Modellbeschreibung auf Bherer Ebene

Die Reihenfolge der folgenden Darstellungen verschiedener Modellbeschreibungsme-
thoden ist so gewahlt, dal3 mit zustandsnahen Methoden begonnen und dann nach und
nach zu abstrakteren Methodé@bergegangen wird.

2.2.1 Stochastische Automaten

Betrachtet man die historische Entwicklung stochastischer Automaten, so stellt man
fest, dal? sie als Erweiterung aus den endlichen Automaten (finite state automata, FSA,
oder finite state machines, FSM) hervorgegangen sind [Liu, 1989]. Wie wir auch bei
anderen Beschreibungsmethoden sehen werden, ist es eine typische Entwicklung, dal3
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man ausgehend von einem rein funktionalen Formalismus zu einer Beschreibungsme-
thode fur Markovmodelle gelangt. Bei endlichen Automaten spielt die Zeit nur insofern
eine Rolle, als Reihenfolgebeziehungen betrachtet werden, nicht aber quantifizierbare
Zeitdauern. Endliche Automaten werden vor allem beim Entwurf und bei der Verifika-
tion von Kommunikationsprotokollen eingesetzt [Brand und Zafiropulo, 1983]. Dabei
werden FSA-Modelle hinsichtlich qualitativer Aspekte wie Deadlockfreiheit und Kon-
formitat mit den funktionalen Anforderungen eines Protokolls analysiert. Ein endlicher
Automat besteht aus Zisiden undUbergangen zwischen Zushden (Transitionen).
Zustandsubergange konnen Eingaben erfordern (input signal, gekennzeichnet durch das
Symbol “+”) und Ausgaben erzeugen (output signal, Symbet): Daneben sind auch
interne Zustandsubergange ohne Ein- oder Ausgabe moglich.

Abb. 2.2 zeigt, wie sich das Beispielmodell mit endlichen Automaten darstél#n Es

sind nur einer der insgesamit gleichartigen Prozessoren, der Bus-Arbitrator und der
Repairman abgebildet. Zanhst sollen sichéantliche Prozessoren im Ausgangszustand
work befinden. Im Normalbetrieb signalisiert ein Prozessor dem Bus-Arbitrator einen
Buszugriffswunsch durch Ausgabe einmeguest bus Bignals (das steht fir “low” und

deutet an, dal3 es sich um einen Zugriff mit niedriger Prioritat handelt). Dann begibt
sich der Prozessor in einen Wartezustand. Sobald der Bus zimvad steht, wird er

dem anfragenden Prozessor dutdbermittlung des Signalgrant bus lzugeteilt. Der
Prozessor darf dann auf den Bus zugreifen und kehrt danach unter Aussendung eines
release busSignals in den Ausgangszustand zurick.

Wenn einer der Prozessoren @lkf wird die Fehlerbehandlung eingeleitet, bei welcher

der Repairman zum Einsatz kommt. Dieser Vorgang wird durch ldleergang eines
Prozessors vom Zustamebrk in den Zustandlownangestof3en. Der zentrale Repairman

wird dabei durch das Signareakdownaktiviert. Er fordert daraufhin durch das Signal
request bus tfhohe Prioritat) den Bus vom Bus-Arbitrator an. Unter Umstanden erfor-
dert die Zuteilung des Busses an den Repairman, dafl3 der Bus einem gerade zugreifenden
Prozessor mittels des Signgdseeemptexplizit entzogen wird. Sobald der Repairman im
Besitz des Busses ist, wird das Multiprozessorsystem rekonfigudievtngradg. Da-

nach wird der Bus vom Repairman wieder freigegeben. Das System kann dann mit ver-
minderter Leistung weiterarbeitenaiwrend die Repairman-Komponente die Reparatur
des ausgefallenen Prozessors durchfiihrt. Ist diese abgeschlossen, wird das Gesamtsy-
stem wieder zuirckkonfiguriert ipgradg, wozu der Repairman wiederum in den Besitz

des Busses gebracht werden muf3. Dies geschieht mit normaler, d.h. niedriger Prioritat.

Samtliche Signale in diesem Modellimsen aus Ginden der Eindeutigkeit mit einer
Angabe Uber die Identitat des sendenden Automaten versehen sein, was jedoch in der
Abbildung nicht beiicksichtigt ist. Nur so ist es @glich, dal’ beispielsweise dgsant

bus Signal als Antwort auf ein empfangenesquest busSignal vom Bus-Arbitrator

an den richtigen Prozessor gesendet wird. Die gestrichelten Pfeile in Abb. 2.2 stellen
die Kommunikationskanale zwischen den einzelnen Automaten fur den Austausch von
Signalen dar.

Um mit den Modellen auch eingberpiifung der zeitlichen Eigenschaften eines Proto-
kolls durchfuhren zu konnen, insbesondere um dessen Konformitat mit den zeitlichen
Anforderungen zu untersuchen, wurden aufbauend auf den endlichen Automaten zeit-
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Processori, i=1 Bus-Arbitrator
breakdo
-release b
+up

) +request bus +request bub
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Abbildung 2.2: Asynchrones FSA-Modell des Multiprozessors mit Breakdown und
Repair, dargestellt sind nur ein Prozessor, der Bus-Arbitrator und der Repairman

behaftete endliche Automaten entwickelt. Nachdemarust deterministische Zeiten
betrachtet wurden [Rudin, 1983], kam es bald auch zur Verwendung stochastisch ver-
teilter Zeiten [Kritzinger, 1985; Rudin, 1985]. Stochastisch verteilte Zeiten werden
benotigt, um Leistungsbewertung durchzufuhren. Bei interagierenden stochastischen
Automaten kommt es aber sehr schnell zum Problem des zu grofRen Zustandsraums, so
dal’ eine Markovanalyse praktisch nicht durchfuhrbar ist. Einige Autoren haben dieses
Problem durch die Konzentration auf einen Automaten in Isolation umgangen, wobei
der Einflu3 der anderen Automaten durch Parameter in die Berechnung eingeht. Auf
diese Weise gelangt man zu iterativen Analyseverfahren, die zu einer Approximation
der Losung fihren (siehe Zitate in [Plateau, 1985]).
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Beim Ubergang von endlichen Automaten zu stochastischen Automaten trifft man auf
folgende Problematik: Obwohl bei kombinierten endlichen Automaten urspiinglich
von einem synchronen Fortschreiten ausgegangen wurde (vgl. z.B. [BodeamadeH
1980]), gehen die meisten im Rahmen des Protokollentwurfs eingesetzten Automaten-
modelle von einelasynchronen Kommunikaticaws. So liegt auch dem FSA-Modell

in Abb. 2.2 die Vorstellung einer asynchronen Kommunikation zwischen den Automa-
ten zugrunde, d.h. Signale werden als Nachrichten zwischen den Automaten versandt.
Ankommende Signale werden in einem Eingangspuffer abgelegt und (zumeist) in der
Reihenfolge ihres Eintreffens bearbeitet. Im Gegensatz dazu wird bei dem in dieser
Arbeit verwendeten Typus von stochastischen Automaten zur Darstellung dangdbh
igkeiten und Koordinierung zwischen den einzelnen AutomaterReimdezvouzkonzept
verwendet. Die Synchronisation von zwei oder mehr Automaten geschieht mit Hilfe
von speziellen, synchronisierenden Ereignissen, deren Semantik so definiert ist, daf}
bei allen an der Synchronisation beteiligten Automaten gleichzeitig ein Zustiaeds

gang stattfindet. Solche stochastische Automaten werden wir als Stochastic Automata
Networks (SAN) bezeichnen. Das SAN-Konzept unterscheidet sich von dem asynchro-
nen, nachrichtenorientierten Konzept bei den endlichen Automaten. Die Auswirkungen
dieses Unterschieds werden weiter unten im Beispiel aus Abb. 2.5 verdeutlicht.

Zur Einfuhrung in die Modellbeschreibungsmethode der SANs werde jedoch zunachst
in Abb. 2.3 eine vereinfachte Version des Multiprozessormodells betrachtet. In dieser
Version werden Prozessorausfall und Reparatur auf3er acht gelassen, es geht also nur um
den vom Bus-Arbitrator koordinierten Zugriff der Prozessoren auf den Speicher. Wie
der Abbildung zu ersehen ist, gibt es in SANs zwei Arten von Zusiarmetgangen:

Die einen sind durch Pfeile gekennzeichnet, die als Beschriftung lediglich eine Rate
tragen, mit der der betreffende Zustailblsrgang stattfindet, &rend die anderen mit
Bezeichnern versehen sind, welche den Namen eines synchronisierenden Ereignisses
definieren. Erstere betreffen nur einen einzelnen stochastischen Automateand die
letzteren zur Darstellung der Synchronisation von zwei oder mehr Automaten verwendet
werden. Fr jedes synchronisierende Ereignis ist an genau einer Stelle seine Rate

Processori,i=1 ... N Bus-Arbitrator
release bus) release bus
A
A4 grant busi
( wait for bus)
grant bus bus used

\4

Abbildung 2.3: SAN-Modell des Multiprozessors, bestehend/dus1 interagierenden
stochastischen Automaten (vereinfachte Version ohne Breakdown und Repair)
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(work, wait, idle) «+— (work, work, idley— (wait, work, idle)

! |

(work, access, use (access, work, used)

! |

(wait, access, usedd—— (wait, wait, idle) — (access, wait, used)

Abbildung 2.4: Zustandsdiagramm fur das
SAN-Modell aus Abb. 2.3 mit zwei Prozessoren

angegeben. Im Beispiel haben der Einfachheit halber alle Raten den einheitlichen Wert
A, aber selbstverstandlich kann fur jedes Ereignis eine andere Rate angegeben werden.

Bei den stochastischen Automaten handelt es sich um eine zustandsorientierte Darstel-
lung, d.h. um eine Modellbschreibung auf relativ niedriger Ebene (“low-level”), welche
eine sehr groRAhnlichkeit mit der zugrundeliegenden Markovkette aufweist. Ein ein-
zelner stochastischer Automat kann als graphische Darstellung einer Markovkette ange-
sehen werden. SANs, die aus mehreren interagierenden Automaten bestehen, definieren
eine Markovkette, deren Zustandsraum eine Teilmenge des cartesischen Produkts der
Einzelzustandsraume der beteiligten Automaten ist. Im allgemeinen sind nicht alle Ele-
mente dieses cartesischen Produktgliche Zusénde der durch das SAN definierten
Markovkette, da bestimmte Zustandskombinationen aufgrund der Synchronisationsbe-
ziehungen nicht erreichbar sind. Als Beispiet flie einem SAN zugeordnete Markov-

kette ist in Abb. 2.4 das Zustandsdiagramm (der Erreichbarkeitsgraph) des Modells aus
Abb. 2.3 ir N = 2 Prozessoren abgebildet. Es gtberreichbare Zugéinde, d.h. von

den insgesamt x 3 x 2 = 18 Zustanden der Produktmenge sihinicht erreichbar.

Abb. 2.5 zeigt das dem FSA-Modell aus Abb. 2.2 entsprechende SAN-Modell, also ein
SAN-Modell das gegeniuber demjenigen aus Abb. 2.3 wieder um die Funktionen Break-
down und Repair erweitert ist. Obwohl zwischen den beiden Abbildungen eine sehr
groReAhnlichkeit festgestellt werden kann, zeigt sich, daR es nicht geniigt, das FSA-
Modell mit Angabeniiber Raten zu versehen, um ein entsprechendes SAN-Modell zu
erhalten. Unterschiede sind in erster Linie dadurch bedingt, dal3 beim FSA-Konzept die
Automateniiber Signale miteinander kommunizieren, die als Nachrichten verschickt
werden, wahrend bei SAN-Modellen der simultane Zustandsiibergang von zwei oder
mehr Automaten zur Synchronisation benutzt wird. Bei FSA-Modellen wie dem aus
Abb. 2.2 ist eine implizite Speicherkomponente in den in der Abbildung nicht dargestell-
ten Nachrichtenwarteschlangen vorhanden. Diese mul3 bei SAN-Modellen bei Bedarf
explizit durch zusatzliche Zustande hinzugefuigt werden. Ein gutes Beispiel hierfur
ist das Zustandspaatown und under repairim SAN-Modell von Abb. 2.5, welches
benotigt wird, um Information Uber den zeitlich Gberlappten Ausfall von zwei oder
mehr Prozessoren nicht zu verlieren. Diese Information wird beim FSA-Modell durch
breakdowrNachrichten in der Eingangswarteschlange des Bus-Arbitrators gespeichert.
Dabei ist zu beachten, dal3 die Reparaturwiinsche mehrerer ausgefallener Prozessoren
im FSA-Modell in der Reihenfole ihres Eintreffens (oder nach einer beliebigen anderen
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Abbildung 2.5: SAN-Modell des Multiprozessors mit Breakdown und
Repair, bestehend au$ + 2 interagierenden stochastischen Automaten

Strategie) bearbeitet werdefrinen, viahrend im SAN-Modell bei mehreren ausgefal-
lenen Prozessoren nicht mehr unterschieden werden kann, in welcher Reihenfolge diese
in den Zustanddown eintraten, weshalb hier die Bedienstrategie “Random” &jgtv
werden muf3. Weiterhin fallt auf, daf3 dielease budNachricht des FSA-Modells sich

in zwei synchronisierenden Ereignissen, namhelease bus lndrelease bus hvider-
spiegelt. Diese Trennung ist notwendig, um die an der Synchronisation teilnehmenden
Automaten eindeutig und korrekt zu bestimmen.

In [Plateau, 1985] und mehreren darauf aufbauendebfiéatlichungen [Plateau und
Fourneau, 1991; Plateau und Atif, 1991] findet man eine intensive Auseinandersetzung
mit stochastischen Automaten. Auch dort werden exponentiell verteilte Verweilzeiten
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in den einzelnen Zuahden angenommen, so daf3 Markov'sche Eigenschaften vorliegen.
Diese Modellwelt wird durch ein Werkzeug unterstitzt, welches den Namen PEPS tragt
[Plateatet al., 1988]. Das Prinzip der von Plateau beschriebenen speicherplatzsparenden
Methode fur die exakte Gleichgewichtsanalyse von gegenseitig voneinander abhangigen,
interagierenden stochastischen Automaten wird in Abschnitt 3.5a2itert.

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen den beim Softwareentwurf eingesetzten
formalen Spezifikationstechniken und endlichen Automaten. Estelle und SDL [Hogrefe,
1989; Linn, 1985; CCITT, 1992] basieren auf dem FSM Konzept (im Gegensatz dazu
liegt Lotos eine Prozef3algebra zugrunde). Diese Tats@ftestwarten, dafd in Zukunft

auch formale Spezifikationen als Modellbeschreibung fur Markovmodelle eingesetzt
werden. Ein erster Ansatz in dieser Richtung ist eine SDL-basierte, nichtexhaustive
Markovanalyse [Bause und Buchholz, 1993].

2.2.2 Stochastische ProzelRalgebren

ProzeRRalgebren stellen eine wichtige Klasse von formalsprachlichen Spezifikationstech-
niken zur Beschreibung nebénlfiger Systeme dar. Sie erlauben eine strukturierte
Beschreibung und Analyse solcher Systeme und heben sich gegenuber den meisten
konventionellen Modellierungstechniken dadurch ab, dal sie die erstrebenswerte Eigen-
schaft der Konstruktivét besitzen. Konstruktivitt umfafit in diesem Zusammenhang

drei Aspekte: Der erste Aspekt ist die Tatsache, dal3 komplexe Beschreibungen aus ein-
facheren zusammengesetzt werdénrien (Komposition), wobei aus den Eigenschaften
der zum Aufbau verwendeten Module auf die Eigenschaften des zusammengesetzten
Systems geschlossen werden kann. Die Erstellilmgysichtlicher zusammengesetzter
Modelle wird ferner durch den zweiten Aspekt der Konstruktivitat unterstutzt, namlich
die Moglichkeit, mittels Ausblendung von solchen Aktionen, diedie Betrachtung des
Gesamtsystems eine untergeordnete Rolle spielen (interne Aktionen), eine Abstraktion
auf das Wesentliche zu erzielen. Zu den Wesensmerkmalen einer Algebragttie3-

lich auch der dritte Aspekt der Konstruktivitat, namlich das Vorhandensein algebraischer
Gesetze (eines Kalliks), die das Umformen von Termen erlauben. In Prozelalgebren
kann dieAquivalenz von ProzeRausdriicken (ProzeRtermen) algebraisch charakterisiert,
d.h. durch algebraische Regeln festlegt werden. Bguivalenzbegriff kann z.B. auf

der Basis der moglichen Folgen von Aktionen zweier Prozel3terme definiert werden
(Spurenaquivalenz).

Die Syntax einer Prozel3algebra, d.h. die Menge der zulassigen Prozeldterme wird durch
eine Grammatik festgelegt. Die Semantik von ProzeR&we&dn wird im allgemeinen
definiert, indem deren sprachliche Beschreibung tUber semantische Regeln auf ein
beschriftetes Transitionssystem (labelled transition system, LTS) abgebildet wird.

Die wichtigsten und am weitesten verbreiteten klassischen Prozel3algebren sind wohl
CSP [Hoare, 1985] und CCS [Milner, 1989]. Sie wurden entwickelt, um Prozel3systeme
zu beschreiben und deren qualitative (funktionale) Eigenschaften zu analysieren. Dies
geschah insbesondere zum Zweck der Verifikation, d.h. man untersuchte, ob eine Im-
plementierung bestimmte Eigenschaften wie z.B. Deadlockfreiheit besitzt und ob das
Verhalten einer bestimmten Implementierung mit dem gewiinschten Verhalten tberein-
stimmt.
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Erst seit kurzer Zeit werden solche ProzelRRalgebren entwickelt, die neben der Untersu-
chung qualitativer Eigenschaften auch fur die Untersuchung von quantitativen Fragestel-
lungen geeignet sind, also audlr fdie Leistungsbewertung. Dazu war vor allem die
Einfuhrung eines quantifizierbaren Zeitbegriffs (im Gegensatz zur rein logischen Zeit,
die lediglich Reihenfolgebeziehungen kennt) notwendignlich wie bei den endlichen
Automaten wurde auch im Bereich der Prozef3algebren zunachst versucht, mit determi-
nistischen Zeiten zu operieren. Diaahste Stufe war dann die Betrachtung stochastisch
verteilter Zeiten, was zum Begriff der stochastischen ProzeRalgebra (8RPA¢.f

Eine solche stochastische ProzelRalgebra wurde an der Uravdesiangen-Nrnberg
entwickelt. Sie tragt den Namen TIPP (Timed Processes and Performability Evaluation)
und ist unter anderem in [Herzog, 1990; Rettelbach, 19%tz & al., 1993] audiihrlich
dokumentiert. Wir wollen hier kurz den Sprachumfang einer Markov’schen, also einer
auf exponentielle Zeitdauern eingesiahkten Version von TIPP wiedergeben. Die
Menge aller zudssigen Terme der Sprache wird durch die folgende Grammatik definiert:

P:=0|X|aP | P+P | P|sP | P\L | recX:P

Die Symbole) und X bezeichnen den gestoppten Prozel3 bzw. eine Prozeldvariable. Der
Prafixoperator * beschreibt mita. P das Vorschalten einer Aktion vor einen Prozel3,
wobei o von der Form(a, r) ist, also aus einem Aktionsnamen und zugehoriger Rate
besteht. Mit dem Auswahloperato" wird ein Prozel3 spezifiziert, der sich wahlweise

wie der eine oder der andere seiner beiden Operandenprozesse verhalten kann. Mit dem
Paralleloperator|{s” wird die parallele Ausfihrung zweier Prozesse beschrieben, wobei

die MengeS alle diejenigen Aktionen enthalt, die beide Partner synchron durchfiihren
missen. Durch die Anwendung des Ausblendeoperatpfs kann man erreichen,

dafd nicht alle Aktionen, die innerhalb eines Prozesses stattfinden, nach auf3en sichtbar
werden. Die in der Mengé enthaltenen Aktionen werdeiirfden externen Beobachter
ausgeblendet. Schlief3lich kann rekursives Verhalten mit Hilfe des Rekursionsoperators
rec spezifiziert werden.

Bisher existieren erst wenige Werkzeuge zur Unterstitzung des Modellierungsvorgangs
mit stochastischen Prozel3algebren. Neben dem TIPP-Tool [Studt, 1995], das als
Prototyp realisiert wurde, ist die ebenfalls prototypische PEPA-Workbench [Gilmore und
Hillston, 1994] 1ir die stochastische Prozel3algebra PEPA [Hillston, 1994] zaleren.

Im folgenden wird dargestellt, wie das in diesem Kapitel verwendete Multiprozessor-
beispiel mit Hilfe von TIPP beschrieben werden kann. &ahrst wird die vereinfachte
Version, d.h. eine Version ohne Breakdown und Repair, betrachtet, die durch die Pro-
zel3definition in Abb. 2.6 beschrieben wird.
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Processor := (work, X).(grant bus, —).(release_bus, N).Processor

Multiprocessor := Processor ||;yProcessor ||y ... ||y Processor
\ - >y

W
N mal

Bus Arbitrator := (grantbus, \).(release bus, —).Bus Arbitrator

System 1= Multiprocessor ||(grant busretease bust Bus Arbitrator

Abbildung 2.6: TIPP-Beschreibung des Multiprozessorsystems
(vereinfachte Version ohne Breakdown und Repair)

Man erkennt in Abb. 2.6 den modularen Aufbau des Gesamtmo8ghtemaus den
parallel geschalteten Komponent®tultiprocessorund Bus_Arbitrator wobei erstere
wiederum als parallele Komposition mehreReocessotKomponenten definiert ist. Bei

der Anwendung des Paralleloperatofi$ fur den Aufbau des Prozess®tultiprocessor

sind die Synchronisationsmengen leer, d.h. es besteht keine direkte Synchronisation
zwischen den einzelnen Prozessoren. Bei der Parallelschaltundviutiiprocessor

und Bus_Arbitratorwird dagegeniber die beiden Aktionegrant_busundrelease_bus
synchronisiert. Jede Aktion ist als Pdar ) von Aktionsname und Rate angegeben.

Im Falle vonr = — handelt es sich um eine passive Aktion, d.h. der Zeitpunkt, zu dem
diese Aktion eintritt, wird von der Partneraktion gleichen Namens bestimmt.

Das semantische Modell zu dem in Abb. 2.6 definierten Prozel3system ist in Abb. 2.8
dargestellt. Es handelt sich hierbei um ein beschriftetes Transitionssystem, das man
erbalt, wenn man auf das Prozel3system die operationalen semantischen Regeln von
TIPP anwendet. Die Knoten des Transitionssystems enthalten Prozel3terme, die den
Zustand des Prozel3systems beschreiben. Die Kanten sind mit den Aktionen beschriftet,
deren Eintreten das Fortschreiten des Prozel3systems von einem Zustand in einen anderen
bewirkt. Man beachte die (natirlich zu erwartende) struktukéiiereinstimmung dieses
Transitionssystems mit dem in Abb. 2.4 dargestellten Zustandsdiagramm.

Schliellich ist in Abb. 2.7 eine vollghdige TIPP-Beschreibung des Multiprozessors mit
Breakdown und Repair angegeben. Beim Studium dieser Beschreibung stellt man auch
hier — ebenso wie bei der vereinfachten Version — eine gektaezeinstimmung mit

dem entsprechenden SAN-Modell fest:i¥le man die zu den drei Prozes$ancessor
Bus_Arbitratorund Repairmanzugehorigen beschrifteten Transitionssysteme zeichnen,
so erhielte man die drei stochastischen Automaten der Abb. 2.5.
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Processor :=(work, \).(grant busl, —).Access
+ (fail, N).(start repair, —).(up, —).Processor
Access :=(releasebusl, X).Processor
+ (preempt, —).(grant busl, —).Access

Multiprocessor := Processor ||(yProcessor ||y ... ||y Processor
\ - o

T
N mal

Bus Arbitrator :=(grant busl, \).BusUsed + (grantbus h, ). Bus.Used
BusUsed :=(release busl, —). Bus_ Arbitrator
+ (release_bush, —).Bus_Arbitrator
+ (up, —).Bus Arbitrator
Repairman :=(start repair, \)
((grantbus.h, —).Downgrade + (preempt, \). Downgrade)
Downgrade :=(release_bus h, N).(repair, X).(grant bus h, —=).(up, \)
.Repairman

System := (M?/Jﬁzpff"ocessor ||{gm,,,,f_b,u,s_l",,.ﬁlmﬁe_b,,,ﬁ_l‘,u,p} Bus_AN)mator)

| I{g?’a nt bus h,release bus h,preempt,start repair,up} Repawma,n

Abbildung 2.7: TIPP-Beschreibung des
Multiprozessorsystems mit Breakdown und Repair

Die beiden Modellierungsmethoden SAN und SPA sindatttich sehr nah verwandt.
Beide erlauben eine modulare Modellbeschreibung und unterscheiden zwischen lokalen
und synchronisierenden Ereignissen (Aktionen). Um diécMigkeit beider Methoden

zu vergleichen, kann man folgendtberlegung anstellen: Jeder stochastische Automat
kann auch durch einen ProzefRterm ausgekirwerden. Umgekehrt kann jeder Ope-
rator der stochastischen Prozef3algebra, mit Ausnahme des Ausblendeoperators, durch
ein entsprechendes Konstrukt im SAN-Formalismus nachgebildet werden. Es gibt aber
durchaus Unterschiede zwischen den beiden Methodeahrévid stochastische Auto-
maten durch ihre graphische Darstellung dem Benutzer eine anschauliche Darstellung
des Verhaltens bieten, liegt der Vorteil der stochastischen Prozel3algebren in deren for-
malsprachlicher Beschreibung und in dem Vorhandensein eines sehr machtigen Kalkils,
der zur Modellvereinfachung und zum Nachweis deuivalenz zwischen Prozessen
benutzt werden kann.

2.2.3 Stochastische Petrinetze

In den Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 wurde festgestellt, dal’3 es sich bei den stochasti-
schen Automaten und den stochastischen Prozel3algebren um Modellierungsmethoden
handelt, bei denen die Modelldarstellung auf hoherer Ebene sehr stark die Struktur der
darunterliegenden Markovkette widerspiegelt. Im Gegensatz dazu erlauben stochasti-
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sche Petrinetze eine abstraktere Darstellung. Diglithen Zushinde eines Petrinetzes
sind nicht unmittelbar aus der Netzstruktur ersichtlich, sondern durch die erreichbaren
Netzmarkierungen verteilt definiert.

Eine guteUbersicht Uiber die historische Entwicklung von Petrinetzen findet man in
[Murata, 1989]. In der Dissertation von Petri [Petri, 1962] wurden erstmals zeitlose
Netze beschrieben, die bis heute zur Untersuchung des funktionalen Verhaltens von
Systemen eine grofRe Rolle spielenir Fualitative Untersuchungen steht inzwischen
eine umfangreiche Theorie zur Verfugung, siehe z.B. [Starke, 1990].

Um Leistungsbewertung mit Petrinetzen zu égiichen, wurden zuichst —ahnlich

wie bei den endlichen Automaten — deterministische Zeiten eingefuhrt [Sifakis, 1977]
(weitere Referenzen in [Murata, 1989, S. 570]). Der entscheidende Schritt war aber
die Entwicklung stochastischer Petrinetze (stochastic Petri nets, SPN) [Natkin, 1980;
Molloy, 1981; Molloy, 1982], bei denen den Transitionen des Netzes eine Schaltrate
zugeordnet ist. Diese stellt den Parameter der exponentiell verteilten Schaltzeit dar, die
zwischen dem Eiflltsein der Schaltbedingung und dem &atslichen Schalten einer
Transition vergeht. Die Schaltdisziplin (firing policy) bestimmt was geschieht, wenn
mehrere Transitionen gleichzeitig schaltbereit sind. Gvich wird angenommen,

dali3 diejenige Transition schaltet, deren stochastische Schaltzeit zuerst zu Ende ist (race
policy).

Die Verteilung von Marken (token) Uiber die Stellen definiert den Zustand eines Petrinet-
zes. Alle von der Anfangsmarkierung durch das Schalten von Transitionen erreichbaren
Markierungen bilden die Erreichbarkeitsmenge des Petrinetzes. Bericksichtigt man
auch noch dieUbergangsraten zwischen den erreichbaren Markierungen, so gelangt
man zum Erreichbarkeitsgraphen des Netzes, welcher isomorph zur zugrundeliegenden
Markovkette ist. Durch die Ermittlung der statémen Verteilung der Markovkette it

man also die den erreichbaren Netzmarkierungen entsprechenden Wahrscheinlichkeiten.
Daraus lassen sich dann leicht die verschiedenen typischen LeistoRgagies Netzes
berechnen, wie die mittlere Anzahl von Marken in einer Stelle oder der Durchsatz einer
Transition bzw. eines Subnetzes.

Einen wichtigen Netztyp stellen die sogenannten verallgemeinerten stochastischen Pe-
trinetze (generalized stochastic Petri nets, GSPN) dar, welche von Ajmone Marsan et
al. in [Ajmone Marsaret al, 1984] definiert wurden. Das wesentliche Merkmal dieses
Netztyps ist die Unterscheidung von zwei Arten von Transitionen: Es gibt zum einen
zeitbehaftete Transitionen, welche mit einer exponentiell verteilten Verzogerungszeit
versehen sind, und zum andern zeitlose Transitionen, welche sofort schalten, sobald sie
aktiviert sind. Die zeitlosen Transitionen spielen eine wichtige Rolle bei der Erstel-
lung kompakter Modelle. Obwohl die Machtigkeit der modellierbaren Systeme durch
die Zuhilfenahme von zeitlosen Transitionen nicht zunimmt, da sowohl mit SPNs als
auch mit GSPNs jede beliebige Markovkette beschrieben werden kann, sind sie ein
wichtiges Hilfsmittel zur knappen uniaberschaubaren Darstellung von in der Praxis oft
auftretenden Phanomenen wie Synchronisation, Verzweigung, Fork-Join, etc..

Der Erreichbarkeitsgraph (reachability graph) eines GSPNaérgtabile (tangible) und
verschwindende (vanishing) Markierungen. Stabile Markierungen sind solche Markie-
rungen, in denen nur zeitbehaftete Transitionen s@tagfsind. Im Gegensatz dazu
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kann in einer verschwindenden Markierung mindestens eine zeitlose Transitionen schal-
ten. Verschwindende Markierungen werden sofort ohne Verzogerung wieder verlassen
und stellen daher Zwischenzaéstle dar, die bei der Markovanalyse keine Rolle spielen.
Die durch die Verwendung zeitloser Transitionen entstehenden verschwindenden Mar-
kierungen tragen also nicht zur Vedfgerung der Zustandszahl der Markovkette bei.
Zur Erzeugung der dem GSPN-Modell zugrundeliegenden Markovkette ist aber aul3er
der Erstellung des Erreichbarkeitsgraphenatziech die Eliminierung der verschwin-
denden Markierungen aus dem Erreichbarkeitsgraphen notwendig [Ajmone Marsan
al., 1984; Ciardoet al, 1991]. Dazu wird folgende Betrachtung angestellt: Die Ma-
trix U, welche dieUbergange zwischen den Markierungen des Erreichbarkeitsgraphen
beschreibt, kann in vier Blocke aufgeteilt werden.

PV Vv PVT
U= QTV QTT

Dabei sind die MatrizerQ”” und Q7" Ratenmatrizen, die deblbergang zwischen

zwei stabilen Zustanden, bzw. von einem stabilen in einen verschwindenden Zustand
beschreiben. Die Matrize®"" und P"7 enthalten die Wahrscheinlichkeitetirfdie
Ubergange zwischen zwei verschwindenden, bzw. von einem verschwindenden in einen
stabilen Zustand. In Alidngigkeit davon, ob es zeitlose Schleifen gibt, d.h. Pfade, die
von einem verschwindenden Zustand zu diesem zurickfihren, ohne dabei einen stabilen
Zustand zu bérren, definiert man die Matrig™ wie folgtl.

|
(2

Im ersten Fall bezeichnéty die maximale Anzahl aufeinanderfolgender verschwin-
dender Zusinde. Damit erilt man fir die Ubergangsmatrix der zugrundeliegenden
Markovkette folgende Beziehung

Mz

(P‘ v ) >P‘ T ohne zeitlose Schleifen
0

~.

™M

(P‘ v ) > pvT _ ( I_ pVV)_l PYT  mit zeitlosen Schleifen
0

Q — QTT + QTVGOQ

In der Praxis kbnnen aul3er diesem Verfahren auch noch andere Methoden eingesetzt
werden, bei denen die verschwindenden Markierungen berahsend der Aufstellung
des Erreichbarkeitsgraphen eliminiert werden, siehe Abschnitt 3.4.

1 Geht man von einem irreduziblen stochastischen Prozel? aus, so ist der Spektralradeb Ydkleiner als eins [Varga,
1962, S. 31]. Daraus foIg)hm (PYV)* =0, und damit die Existenz vortim_ Z (PVVY'.
Hande o} —_—00 1:0
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Abbildung 2.9: GSPN-Modell des Multiprozessors
(vereinfachte Version ohne Breakdown und Repair)
a) explizite Darstellung zweier Prozessor-Subnetze b) kompakte Darstellung

In Abbildung 2.9 sind als Beispiele fur Netze vom Typ GSPN zwei Modelle des
Multiprozessors in der vereinfachten Version ohne Breakdown und Repair dargestellt.
Beide Netze a) und b) beschreiben ein Modell mit zwei Prozessoren. In Abbildung 2.9 a)
wird jeder Prozessor durch ein eigenes Subnetzsgmtiert. Ein Token in der StelRl

(P5) stellt den arbeitenden Prozessor 1 (2) dar. Nach dem Schalten der Trawsitidn
(work?2) ist Prozessor 1 (2) bereit, auf den Bus zuzugreifen. Dieser wird durch das Token
in P4 reprasentiert, welchedif das Schalten der zeitlosen Transitgetbusl(getbus2
benotigt wird. Nach Beendigung des exklusiven Zugriffs, d.h. nach dem Schalten der
Transitionaccessl(access® kehrt Prozessor 1 (2) wieder in die Ausgangspositdn

(P5) zuriick, und das Bus-Token liegt wieder in der Stélié

In Abbildung 2.9 b) wurde dagegen eine Darstellung gewahlt, bei der die beiden Pro-
zessoren durch zwei ununterscheidbare Tokengseptiert werden. i die Transition

work gilt in diesem Fall eine sogenannte “infinite-server” Semantik, damit ihre Schalt-
rate proportional zur der Anzahl der Tokens in Stélleist. Neben dem Vorzug der
kompakteren graphischen Darstellung bietet die Version in Abbildung 2.9 b) eine leich-
tere Skalierbarkeit des Modells bezuglich der Anzahl von Prozessoren. Diese kann in
einfacher Weiséiber die Anzahl der Tokens in Stef spezifiziert werden, @hrend in
Abbildung 2.9 a) fur jeden Prozessor ein zusatzliches Subnetz bestehend aus 3 Stellen
und 3 Transitionen benigt wird. Auf einen weiteren wichtigen Vorteil der Version b)
wird in Abschnitt 2.4 eingegangen. Im Vorgriff darauf sei aber bereits hier gesagt, dal3
das Modell b) eine geringere Zustandszahl besitzt als das Modell a). Man erkauft sich
diese Vorteile der Version b) mit dem Verlust der Unterscheidbarkeit der Prozessoren.
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Abbildung 2.10: GSPN-Modell des Multiprozessors
mit Breakdown und Repair, kompakte Darstellung

In Abbildung 2.11 und Abbildung 2.10 sind zwei GSPN-Modelig tlas rekonfigu-
rierbare Multiprozessorsystem dargestellt, d.h. Modelle die gegeniiber denjenigen aus
Abb. 2.9 um Breakdown und Repair erweitert sind. Abbildung 2.11 stellt ein System
mit zwei Prozessoren dar und benutzt eine explizite Darstellung der beiden Prozessoren
durch zwei Subnetze, ahrend in Abbildung 2.10 wiederum die kompakte Darstellung
gewahlt wurde. Beim Vergleich dieser beiden Abbildungattfzurachst die wesentlich
bessereUbersichtlichkeit des kompakten Modells auf.

Wir wollen uns auf eine Erlauterung des kompakten Modells in Abbildung 2.10 be-
schénken (es hathnlichkeit mit einem Modell aus [Ajmone Marsan und Chiola,
1987]). Die sich in der Stell®1 befindlichen Tokens reprasentieren arbeitende Prozes-
soren (in der Abbildung sind dies drei Prozessoren), d.h. dieses Modell ist im Gegensatz
zu dem aus Abb. 2.11 auf einfache Weise skalierbar beziglich der Anzahl der Prozes-
soren. Nach dem Schalten der Transitivark ist ein Prozessor bereit, auf den Bus
zuzugreifen. Dieser wird durch das TokenRd reprasentiert, welches fur das Schalten
der zeitlosen Transitiogetbusberdtigt wird. Nach Beendigung des exklusiven Zu-
griffs, d.h. nach dem Schalten der Transitiaccesskehrt der Prozessor wieder in die
AusgangspositiorP1 zurick, und das Bus-Token liegt wieder in der Steéfd. Der
Ausfall eines arbeitenden Prozessors wird durch das Schalten der Trabsgakaown
modelliert. Sofort nach dem Ausfall wird der freie Bus belegt (Transitdlacase,

oder — falls gerade ein Prozessor den Bus benutzt — dem Zugreifer der Bus entzogen
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und dieser in die WartepositioR2 zuriickversetzt (Transitiolusycasg Darauf folgt

das Umkonfigurieren des Systems wahrend der Schaltzeit der Tranddwngrade
AnschlieRend wird der Bus wieder freigegeben, so dal3 das Sysédmemd der Re-
paratur des ausgefallenen Prozessors weiterarbeiten kann. Fur das Ruckkonfigurieren
(Transitionupgradeg wird ebenfalls der Bus bénigt.

Man erkennt in diesem Beispiel die typische Verwendung der zeitlosen Transitionen.
Zum einen werden sie als Ausgangstransitionen von Wartepositionen verwendet (Tran-
sitionen getbusund getbus-upgrade zum anderen repsentieren sie Entscheidungs-
bzw. Verzweigungsmaoglichkeiten (Transitioneiecaseund busycasg Deutlich ist an
diesem Beispiel auch zu sehen, dal3 Petrinetzachst wenig Mglichkeiten zur Struk-
turierung einer Modellbeschreibung bieten. Die Prozessoren, der Bus-Arbitrator und der
Repairman sind in dem Modell von Abb. 2.10 nicht als in sich selbst abgeschlossene
Komponenten identifizierbar, sondern vollkommen miteinander verwoben.

Zu den neueren Entwicklungen im Bereich der Petrinetze gehoren farbige Netze,
allgemein auch als High-level Petri Nets bezeichnet [Jensen und Rozenberg, 1991],
die eine kompaktere Darstellung erlauben und durch die Verwendung von typisierten
Tokens zur Strukturierung von Modellen beitragen. Zeitbehaftete Vertreter dieser Klasse
von Netzen sind die Stochastic Well Formed Nets, fur die auch spezielle, teilweise sehr
effiziente Analysemethoden existieren (siehe Abschnitte 3.3 und 3.6).

Unter den zahlreichen petrinetzbasierten Tools fur die Leistungsbewertung seien hier
nur GreatSPN [Chiola, 1992], SPNP [Ciardo und Muppala, 1991] und DSPNexpress
[Lindemann, 1992] genannt. Letzteres untiézt Netze, die neben zeitlosen und
exponentiellen Transitionen auch Transitionen mit deterministischer Verzogerungszeit
enthalten, wobei die Auswertealgorithmen momentan auf solche Netze @ekichind,

bei denen in keiner erreichbaren Markierung mehr als eine deterministische Transition
schalt&hig ist.

2.2.4 Warteschlangenmodelle

Warteschlangenmodelle g@éfen zu denaltesten Modellierungsmethoden und wurden
bereits in den sechziger Jahren fur die Leistungsbewertung von Rechensystemen ein-
gesetzt. Klassische Anwendungen sind neben der Betrachtung einzelner Bediensta-
tionen z.B. Time-sharing Computersysteme, insbesondere das Central-Server-Modell.
Eine allgemeine Einfihrung findet man z.B. in [Bolch, 1989] und in [Kleinrock, 1975],
Anwendungen u.a. aus dem Bereich der Multiuser Computersysteme und der Kommu-
nikationsnetze sind in [Kleinrock, 1976] beschrieben.

Die Grundelemente, aus denen eine Station besteht, sind eine oder mehrere Bedienein-
heiten (server) und der Warteraum (queue). Die Bedienstrategie (service discipline) gibt
an, in welcher Reihenfolge die in der Warteschlange befindlichen #@gdt{customer)
bedient werden. Die Ankunft von Auftragen an einer Station, d.h. die statistische Ver-
teilung der Zwischenankunftszeiten, wird durch den Ankunftsprozeld beschrieben. Falls
die Zwischenankunftszeiten exponentiell verteilt sind, spricht man von einem Poisson-
prozel3. Auch die Bedienzeit fur die verschiedenen Klassen von Auftragen wird in Form
einer Verteilung angegeben. Je nachdem, ob man Warteschlangen mit endlicher oder
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unendlicher Population betrachtet ist auch der zugrundeliegende Zustandsraum endlich
oder unendlich.

Komplexe Systeme werden mit Hilfe von Warteschlangennetzen (WSN) modelliert, die
aus mehreren Stationen bestehen, und in denen neben der Beschreibung der Stationen
die Wegewabhl (routing) der Auttige eine wichtige Rolle spielt [Gelenbe und Mitrani,
1980]. Man unterscheidet zwischen offenen und geschlossenen Netzen, wobei sich bei
geschlossenen eine konstante endliche Anzahl von #gdtr im System befindet, also
keine externen Ankunfte und Abgange erlaubt sind (Systeme mit externen Ankunften
und Blockierverhalten, konnen manchmal im Grenzfall als geschlossene Netze darge-
stellt werden). Wichtige Arbeiten auf diesem Gebiet wurden von Jackson [Jackson,
1957; Jackson, 1963] (offene Netze), Gordon und Newell [Gordon und Newell, 1967]
(geschlossene Netze, erfordert die Bestimmung einer Normalisierungskonstanten) und
den Autoren des berihmten BCMP-Theorems [Baske#l, 1975] geleistet.

Fur die Analyse von sogenannten Produktformnetzen ist es nicht notwendig, den Zu-
standsraum explizit aufzubauen. Produktform bedeutet, dal3 sich die Gesamtldosung
aus dem Produkt der Einzéflungen iir jede Station zusammensetzt, die man durch
Betrachtung der einzelnen Stationen in Isolation gewinnt, wobei lediglich vom Gesamt-
system ablingige Parameter kigksichtigt werden rinssen. Die wichtigsten effiziente
Algorithmen fur die Analyse von Produktformnetzen sind der Algorithmus von Bu-
zen zur Bestimmung der Normalisierungskonstanten in geschlossenen Netzen [Buzen,
1973], die parametrische Analyse [Chanelyal, 1975b; Chandyet al, 1975a] und

die Mittelwertanalyse (mean value analysis, MVA) [Reiser und Lavenberg, 1980]. Eine
gute Ubersicht tiber diese und weitere Verfahren gibt [Conway und Georganas, 1989].
Dort wird auch gezeigt, dal3 alle derartigen Algorithmen auf dem allgemeinen Prinzip
von Dekomposition und Aggregierung nach Simon und Ando [Simon und Ando, 1961]
bzw. Courtois [Courtois, 1977] beruhen, siehe auch Abschnitt 3.5.1.

Es existiert eine grol3e Anzahl von Tooldr fdie computergeiitzte Modellierung mit
Warteschlangennetzen. Davon seien exemplarisch QNAP2 [Veran und Potier, 1984],
RESQ [Gordonet al, 1988] und PEPSY [Bolclet al., 1995] ervahnt, welche neben
analytischen Losungsverfahren auch Simulationstechniken zur Verfugung stellen.

Das Beispiel des Multiprozessorsystems mit Repair und Breakdown, welches bereits in
den vorangegangenen Abschnitten diskutiert wurde, soll nun auch im Zusammenhang
mit Warteschlangenmodellen betrachtet werden. Ein einfaches Modell des Multiprozes-
sorsystems ist in Abb. 2.12 dargestellt, in welcher digProzessoren durch Stationen
ohne Warteschlange reqgentiert sind. Der Zugrifiber den Bus auf den Speicher wird
durch die StatioMemory Accessnodelliert. Ein Prozessor, der den Bus zum Zugriff

auf den Speicher benutzendohte, mul’ sich in die Warteschlange dieser Station ein-
reihen, welche nach der FIFO-Disziplin abgearbeitet wird. Nach erfolgter Bedienung
in der Zugriffsstation kehrt der Prozessor zu seiner AusgangsstatidckzuAuf ent-
sprechende Weise wird auch der Ausfall eines Prozessors und seine Reparatur in der
Station Repair nachgebildet. Ein wichtiger Aspekt des realen Systendsnlich die
Benutzung des Busse8rfdie Rekonfigurierung des Multiprozessorsystems am Anfang
und am Ende einer Reparatur und das dabei eventuell auftretende Entziehen des Busses,
wird mit dem Warteschlangenmodell in Abb. 2.12 nicht erfal3t. Allgemein kann gesagt
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Processors
Memory Access

Qi
Qi

Repair

Abbildung 2.12: Warteschlangenmodell des Multiprozessorsystems mit Breakdown
und Repair (ohne Beriicksichtigung von Buszugriffen durch den Repairman)

werden, dald es grun@izlich nur schwer raglich ist, mit Warteschlangenmodellen die
gemeinsame Nutzung von Ressourcen zu modellieren.

Mit einem zweiten Warteschlangenmodell, welches in Abb. 2.13 dargestellt ist, sollen
die Mangel des einfachen Warteschlangenmodells behoben werden. In diesem erweiter-
ten Modell werden zuichst zwei Warteschlangen, eirig tlie Speicherzugriffsiitnche

und eine fur die Reparaturwiinsche, von einer gemeinsamen Bedieneinheit, welche den
Bus darstellt, bearbeitet. Die Warteschlange die Reparaturaufige wird dabei vor-
rangig bedient (Prioritat 2), und Reparaturauftage sind sogar in der Lage, die Zugriffs-
auftrage zu verdingen. Ein Reparaturauftag begibt sich nach der ersten Bearbeitung
in der BedieneinheiBus zur eigentlichen Reparaturstatid®epair Danach kehrt er

in einen dritten Warteraum vor der Stati@us zuriick, welcher mit Bchster Priorit
(Prioritat 3) bedient wird, allerdings ohne die Moglichkeit, dal3 dabei ein Speicherzu-
griffsauftrag verdangt wird, da Verdingung nur beim Downgrade, nicht jedoch beim
Upgrade stattfindet. Erst nach diesem zweiten Durchlaufen der Sttiskehrt der
Reparaturauftag zu der atisenden Prozessorstation ck.

Processors
Access Queue .
Low Priority Preemption
| | \1
' 2o
- 3 Upgrade Queue
Breakdown Queue | | |
High Priority A Repair

Abbildung 2.13: Warteschlangenmodell des
Multiprozessorsystems mit Breakdown und Repair
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Es gibt beim Verdingen von Auftigen zwei Regeln, je nachdem ob die vor dem
Entzug des Betriebsmittels bereits geleistete Bedienzeit einem Auftrag angerechnet wird
(preemption resume) oder nicht (preemption restart). Bei exponentiellen Bedienzeiten
besteht aber wegen der Gedachtnislosigkeit der Exponentialverteilung kein Unterschied
zwischen diesen beiden Strategien.

Die Tatsache, dal3 ein Reparaturauftrag genau einmal die Schleife riRiegarStation
durchhiuft, bevor er zum aussenden Prozessor fiekkehrt, kann man leichiber ver-
schiedene Auftragsklassen, entsprechende Klassenwechsel und Routingwahrscheinlich-
keiten ausdicken. Schwierigkeiten ergeben sich allerdings durch die Forderung, daf3
zu jedem Zeitpunkt nur ein Reparaturauftrag bearbeitet werden soll, d.h. Auftrage in
der Breakdown-Queusollen erst dann b#&cksichtigt werden, wenn die Repair-Schleife

leer ist. Dieser Sachverhalt laf3t sich mit einem klassischen Warteschlangenmodell nicht
ausdiicken, sondern erfordert die Eirffrung von Zusatzkonstrukten, wie z.B. die Ver-
wendung einer globalen Statusvariablen.

Wir stellen also fest, dal3 die graphische Darstellungsform der Warteschlangennetze le-
diglich eine semi-formale Beschreibung von Systemen erlaubt. Es gibt keine einheitliche
Notation, die in der Lage ist, alle relevanten Aspekte des Systems formal ailsizewlr

So mussen in vielen Fallen Zusatzangaben z.B. tber Prioritaten, Synchronisationen oder
spezielle Vorschriften bémglich des Routing von Aufégen gemacht werden.

Zu den Voriigen der Warteschlangenmodelle gedn in erster Linie die sehr effizienten
Analysetechniken fur Produktformnetze. Aul3erdem haben Warteschlangenmodelle auf-
grund ihrer langen Tradition eined@jBere Verbreitung gefunden als dies bei den anderen
hier diskutierten Modellbeschreibungsmethoden bisher der Fall ist. Dies spiegelt sich
auch in einer Elle von Werkzeugen wider.

2.2.5 Weitere Methoden fiir die Modellbeschreibung

Die in den vorangegangenen Abschnitten diskutierten Formalismen sind nur ein Aus-
schnitt aus dem umfangreichen Spektrum von Beschreibungsmethoden fir Markov-
modelle. Exemplarischif alle anderen Methoden seien nun noch kurz stochastische
Graphmodelle und sprachliche Beschreibungen erwahnt.

Stochastische Graphmodelle beschreiben &oggr-Nachfolgerbeziehungen in sich
abgeschlossener Teilaufgaben und sind daher gut fur die Modellierung paralleler
Programme in Form von Taskgraphen geeignet. Sie bieten aber wenig Flexibi-
litat bei der Modellierung anderer Aspekte allgemeiner dynamischer Ablaufe, wie
z.B. Ressourcenbelegung oder bedingte Verzweigungém. stéchastische Graphmo-
delle wurden an der Universitat Erlangen-Nurnberg effiziente exakte und approximative
Auswerteverfahren entwickelt und im Tool PEPP [Hartleb und Quick, 1993] imple-
mentiert. Diese Modelle werden zur Leistungsbewertung von parallelen Programmen
eingesetzt [Fleischmann und Werner, 1986tzSund Werner, 1990].

Zur Beschreibung von Markovmodellen auf einer zustandsnahen Ebene wurden ver-
schiedene spezialisierte Sprachen entwickelt. Als Beispiele seien hier die Eingabespra-
chen fur die Werkzeuge MARCA [Stewart, 1991], MOSES [Bo&thal, 1995; Jung,

1991] und USENUM [Sczittnick, 1987] genannt.
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2.3 Vergleich der Methoden fir die Modellbeschreibung

In diesem Abschnitt werden wir die verschiedenen Modellierungsmethoden einander
gegenuberstellen. Das Ziel des Vergleichs ist es, neben den Gemeinsamkeiten vor allem
die Unterschiede, also die Vor- und Nachteile der einzelnen Methoden zu beleuchten.
Insbesondere soll herausprapariert werden, wo Ansatzpunkte fir ein effizientes Vorgehen
bei der Modellerstellung und auch im Hinblick auf die nachfolgende Modellanalyse
liegen. Aus dem Vergleich sollen sich Anforderungen an neue Modellierungsmethoden
bzw. Erweiterungen von existierenden Methoden um neue Techniken ableiten.

Eine Ubersicht und Vergleich von Spezifikationsmethoden fiir Markov-Reward Modelle
haben bereits Haverkort und Trivedi gegeben [Haverkort und Trivedi, 1993]. In
[Herzog, 1990] werden verschiedene Modellierungstechniken fur verteilte Systeme in
einem allgemeineren Kontext als dem der Markovmodelle verglichiersichteriiber
Werkzeuge, also nicht Methoden, findet man z.B. in [Schroetter und de Meer, 1991]
und [Kauer, 1992].

2.3.1 Vergleichskriterien

Zum Vergleich wollen wir die folgenden Kriterien heranziehen, die sich in vier grund-
legende (9 und zwei praktisch orientierte Kriterien;jpuntergliedern lassen:

g1 Abstraktionsgrad: Auf welcher Ebene findet die Modellbeschreibung statt? Nahe
am Bewertungsproblem oder nahe an der Markovkette? Wenn die Beschreibung
nahe an der Markovkette angelehnt ist, wollen wir von einem geringen Abstraktions-
grad sprechen. Ein hoher Abstraktionsgrad verdeckt die ZugghMarkovkette,
zeichnet sich also durch grof3ere Problemorientiertheit aus, welche die Benutzernahe
eines Modells érdert. Ein zweites Kriterium, das eng mit dem Abstraktionsgrad
zusammenhangt, ist die Frage, ob die Modellbeschreibung zustandsorientiert (state
oriented) erfolgt, oder ob zur Beschreibung andere, nicht direkt mit dem Zustands-
begriff zusammenhangende Mittel zur Verfugung stehen.

g2 Strukturiertheit: Hier betrachten wir vier Unterpunkte:

a) Untersiitzt die Methode eine modulare Systembeschreibung, also den Aufbau
eines Gesamtmodells aus in sich abgeschlossenen Submodellen?

b) Ist eine hierarchische Modellierungoglich?

c) Im Hinblick auf moderne parallele und verteilte Systeme mit unter Umstanden
vielen gleichartigen Komponenten stellt sich die Frage, ob die Replikation von
Komponenten auf einfache Weise ohne grof3en Aufwand beschreibbar ist. Be-
sondersiir die Modellierung skalierbarer Systeme (z.B. Multiprozessorsysteme
mit variabler Anzahl von Prozessoren) ist dies von Bedeutung.

d) SchlieRlich interessiert, soweit wir dies an dieser Stelle schon beurtéilen k
nen, ob eventuell vorhandene Strukturmerkmale auch bei der anschliel3enden
Modellanalyse ausgenutzt werden konnen. Gibt es effiziente Analyseverfahren,
die von der Strukturiertheit Gebrauch machen?

g3 Formalisierungsgrad: Kann ein Modell mit der jeweiligen Modellierungsmethode
vollstandig formal beschrieben werden, oder sind informelle Zusatzangaben not-
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wendig? Dieser Punktdmgt eng mit dem folgenden zusammen, da eine formale
Basis Voraussetzung fur die Entwicklung eines Kalkils ist.

g4 Vorhandensein eines Kalls: Fir welche der Modellierungsmethoden existiert ein
Kalkil, bestehend aus einer Menge von Axiomen und Arbeitsregeln, der es erlaubt,
die Aquivalenz zwischen Modellen festzustellen uAduivalenzumformungen an
Modellen oder Teilmodellen vorzunehmen? Im Zusammenhang damit stellt sich
auch die Frage, ob aul3er der Leistungsbewertung auch die qualitative Analyse von
Modellen unterditzt wird.

gs Universalitat: Sind alle gebrauchlichen in parallelen und verteilten Systemen auftre-
tenden PAnomene auf @juate Weise beschreibbar? Werden alleschenswerten
Leistungsmal3e unterstutzt? Ist die Modellierungsmethode allgemein anwendbar,
also nicht auf ein spezielles Anwendungsgebiet spezialisiert?

p1 Verbreitung: Die Verbreitung einer Modellierungsmethode hat sicherlich zum Teill
damit zu tun, wie lang diese schon bekannt ist. SiBtlaber auch auf die
Akzeptanz durch die Anwender (Systementwickler, Systemanalytiker) und damit
auf die Benutzerfreundlichkeit einer Methode schliel3en.

p> Werkzeugunterstitzung: Dieser Punkt ist nah verwandt mit dem vorhergehenden.
Er ist fur die Praxis von entscheidender Bedeutung, da Leistungsbewertung ohne
die Unterstutzung durch hochentwickelte Werkzeuge nicht durchfuhrbar ist.

2.3.2 Gegentuberstellung der Methoden

Eine Zusammenfassung der in den folgenden Abschnitten enthaltenen Vergleichsergeb-
nisse zeigt Tab. 2.1.

Abstraktionsgrad (g1)

Bei stochastischen Automaten stehen zur Modellbeschreibung nuandesund Zu-
standsubergange zur Verfugung. Sie gehoren damit ganz eindeutig zu den zustandsorien-
tierten Modellbeschreibungsmethoden. Die Modellbeschreibung @hdrar Ebene ist

bei SANs sehr stark an der durch sie beschriebenen Markovkette orientiert, eine starke
Abstraktion davon und somit eine hohe Problemorientiertheit ist mit ihnen niogt m

lich. Besteht ein Modell z.B. aus einem einzigen Automaten, so entspricht dieser der
graphischen Darstellung der Markovkette.

Trotz der im Beispiel bereits festgestellten Nahe der beiden Beschreibungsmethoden
erlauben stochastische Prozel3algebren im Vergleich mit stochastischen Automaten eine
Darstellung, die starker von der Markovkette abstrahiert. Statt einer zustandsorientierten
Betrachtung wird hier eine verhaltensorientierte gbitt Es wird nicht beschrieben, in
welchem Zustand sich ein System zu einem Zeitpunkt befindet, sondern wie sich das
System verhalten kann. Es stehen also statt deraddst die Zustandberginge im
Vordergrund des Interesses. Die Wahl einer sprachlichen Beschreibung, im Gegensatz
zur graphischen Darstellung bei den stochastischen Automaterarkeémigitzlich den
Abstraktionseffekt.

Stochastische Petrinetze erlauben eine sehr abstrakte Beschreibung dewigegeh
stochastischen Prozesses. So ist z.B. selbst bei einfachen Petrinetzen auf den ersten
Blick nicht ohne weiteres festzustellen, ob es wenige, viele oder gar unendlich viele
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Abstraktions- Strukturiertheit Formalisie- Kalkl Universalitat | Verbreitung Werkzeug-
grad rungsgrad unterstitzung
niedrig modular + o
SAN hierarchisch - . o erst ein
— formal + ja niedrig existierendeg
1982 zustands- Replikation + Werkzeug
orientiert
strukt. Analyse +
. modular +
mittel iedri
SPA hierarchisch + _ niedrig, _
— sehr formal ++ ja Tendenz wenig
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SPN hierarchisch -
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hoch modular +
WSN o hierarchisch + eher _ .
einheits- — . - nein sehr hoch viele
1957 I Replikation — informell
orientiert
(Auftrage) strukt. Analyse [ ++

Tabelle 2.1 Vergleich der Modellierungsmethoden

1) bisher keine entsprechenden Arbeiten, aber prinzipiéljlich, 2) fallstiber Anfangsmarkierung ausziidken, 3) nur fir stark eingeschinkte Netzklassen bzw. erweiterte Formalismen
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erreichbare Markierungen, also Zaste, gibt. Zur Bestimmung der einem Petrinetz
zugehorigen Markovkette ist die Abarbeitung eines komplexen Algorithmus erforderlich.
Den statischen Teil eines Petrinetzmodells bildet ein bipartiter Graph. Ein dynamischer
Ablauf entsteht durch Marken, die nach wohldefinierten Regeln durch die Stellen des
Graphen wandern, wobei sich ihre Zahl dabei vermehren oder verringern kann. Die
Marken werden im Englischen oft Entity (Einheit) genannt, weshalb wir Petrinetze
auch als einheits-orientierte (entity-oriented) Modellbeschreibungsmethode bezeichnen.

Ahnlich liegen die Dinge bei den Warteschlangennetzen, einer Darstellung die ebenfalls
sehr stark vom zugéhigen Markovprozel3 abstrahiert. Die Zastle entsprechen hier

der Verteilung von Auftragen auf die einzelnen Stationen, wobei zusatzliche Bedingun-
gen, wie z.B. die aktuelle Bedienphase in einer Bedieneinheit mit Phasenverteilung, eine
Rolle spielen. Hier sind es die Auftrage, die als Einheiten durch die statische Netzstruk-
tur wandern, und damit liegt auch hier eine einheits-orientierte Beschreibungsmethode
vor. Eine Besonderheit der Produktformnetze ist es, dal} fur die Analyse die zugehorige
Markovkette gar nicht explizit bestimmt werden muf3, da hier statt der Diinciang

einer allgemeinen Markovanalyse die Losung mit Hilfe geschlossener analytischer For-
meln (bzw. mit auf solchen Formeln aufbauenden Algorithmen) berechnet werden kann.

Strukturiertheit (g »)

Die Frage nach einer Tendenz zur Strukturiertheit bei den einzelnen Methoden stellen
wir vorausschauend auf Kapitel 3, wo sich dieses Kriterium als eine der zentralen
Voraussetzungenif effiziente Analysemethoden erweisen wird.

Ein Modell, das als SAN beschrieben ist, hat naturgBneinen modularen Aufbau.
Jeder stochastische Automat stellt ein Modul des Gesamtmodells dar, welches von sei-
ner Umwelt eindeutig abgegrenzt ist und mit diegber synchronisierende Ereignisse
interagiert. Hierarchische Modelle lassen sich mit SANs nicht beschreiben, da hier-
fur kein entsprechender Mechanismus vorhanden ist. Die Darstellung von Modellen
mit replizierten Komponenten ist dagegen leicht moglich, indem der diese Kompo-
nente beschreibende Automat entsprechend oft kopiert wird. Das in Abschnitt 2.2.1
erwahnte Auswerteverfahren von Plateau (siehe Abschnitt 3.5.2) beruht auf einer be-
sonderen Matrixstruktur, die sich aufgrund der Strukturiertheit, also der Aufgliederung
des Gesamtmodells in die einzelnen stochastischen Automaten ergibt.

Ahnliches KRt sich &ir eine prozeRalgebraische Modellbeschreibung feststellen. Pro-
zel3variablen (widProcessoroder Multiprocessorim Beispiel aus Abschnitt 2.2.2) be-
zeichnen abgegrenztes Teilverhalten, welches ausschlief3lich durch seine Interaktion mit
der Umgebung charakterisiert idilber die modularen Eigenschaften der stochastischen
Automaten hinausgehend ist bei Prozel3algebren auch eine hierarchischapfienign

von Teilverhalten moglich und wird in den meisten Modellbeschreibungen auch benutzt
(in obigem Beispiel entlt die Prozel3beschreibung vfultiprocessormehrfach das
Modul Processoy. Auch die Darstellung von Replikation ist durch die mehrfache Be-
nutzung des Paralleloperators mit gleichen Operanden leidgtich. Uns sind bisher

keine Publikationeriiber spezielle Auswerteverfahreir fstochastische Prozel3algebren
bekannt, was sicher damit zu tun hat, daf} es sich hier um ein recht neues Gebiet han-
delt. Es ist jedoch klar, dal} tensorielle Atze wie das Plateau’'sche Verfahren nach
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entsprechenden Anpassungen auahprozeRalgebraische Modelle effizient eingesetzt
werden konnen.

Im Gegensatz dazu muld man feststellen, daf3dmenkliche stochastische Petrinetze
kaum Moglichkeiten der Strukturierung bieten. Die Tatsache, dal3 beliebige Stellen und
Transitionen eines Netzes durch Kanten verbunden ggindn, erlaubt grol3e Freiheiten

wie die Formulierung komplexer globaler Synchronisationen und Schaltbedingungen.
Diese Maglichkeit erkauft man sich allerdings mit dem Verzicht auf lokale Abgeschlos-
senheit. Die Darstellung von Modellen mit replizierten Teilmodellen ist grundsatzlich
durch die Replikation von Subnetzenbglich, kann jedoch sehr aufwendig sein. In
vielen Fallen laidt sich Replikation aber auch durch einen Parameter in der Anfangsmar-
kierung auf kompakte Weise ausdriicken. Strukturbasierte Auswertemethoden sind fur
allgemeine SPNs kaum bekannt. Da die Analyse komplexer Petrinetze schnell zu prak-
tisch nicht mehr beherrschbaren Zustandsraumen fiihrt, gibt es aber Arbeiten, in denen
versucht wurde, trotz der geringen Strukturiertheit strukturelle Einheiten in stochasti-
schen Petrinetzen herauszupraparieren. In diesem Zusammenhang ist der Ansatz von
Ciardo und Trivedi zur Dekomposition von SPNs zu &hwen [Ciardo und Trivedi,
1993] (siehe auch Abschnitt 3.5.1). Effiziente Auswerteverfahren fur die erweiterten
Netzklassen der Stochastic Well Formed Nets und der Stochastic Activity Networks
werden in Abschnitt 3.6 angesprochen. Effiziente Losungsverfahren gibt es auch fir
die eingesclankte Klasse der stochastischen Petrinetze mit Produktform [Henderson
und Lucic, 1993].

Warteschlangennetze kann man grutdich als strukturiert bezeichnen, wenn man die
einzelnen Stationen als Module des Gesamtmodells auffal3t. Sie erlauben den Aufbau
von hierarchischen Modellen (siehe z.B. [Kobayashi, 1981]). Replikationen sind nur
durch die explizite mehrfache Spezifikation von Stationen bzw. Subnetzen darstellbar,
aulRer eventuell in Einzelfien bei geschlossenen Netzen durch eine variierende Auf-
tragszahl. Warteschlangennetze zeichnen sich gegentber den anderen Modellierungs-
methoden dadurch aus, daig fhre Analyse eine grofRe Zahl sehr effizienter Verfahren
vorhanden ist. Von den verschiedenen Algorithmen fur Produktformnetze wird die
Strukturiertheit auf unterschiedliche Arten ausgenutzt: Die meisten Algorithmen beru-
hen auf der Untergliederung des Gesamtmodells in die einzelnen Stationen, aber es gibt
auch andere Zerlegungsmaoglichkeiten, z.B. nach Auftragsklassen bzw. -ketten.

Formalisierungsgrad (gz) und Vorhandensein eines Kalkils (gs)

Die ersten drei Modellierungsmethoden SANs, SPAs und SPNs stehen jeweils auf
einer bereits aus dem Gebiet der zeitlosen Modelle bekannten formalen Basis. Da
die stochastischen Automaten durch Erweiterungen aus dem Formalismus der endlichen
Automaten hervorgegangen sind, lassen sich die aus diesem Bereich bekannten Regeln
und Ergebnisse Ubertragen.

Stochastische ProzelRalgebren bieten einen sehr formalen Rahmen, der es ermoglicht,
neben Leistungsbewertung auch qualitative Untersuchungen von Modellen difehzuf
ren. Zur Losung des Zustandsraumproblems bieten SPAs einen interessanten Ansatz-
punkt: Das Vorhandensein ein@sjuivalenzbegriffes fir Zustande auf prozeRsprachli-
cher Ebene und die darauf basierende Axiomatisierung erlauben vdsbdesetzung
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in das zugetirige Transitionssystem eine Vereinfachung von Prozef3termen und damit
eine potentielle Reduktion des Zustandsraums (siehe Abschnitt 3.2.2). Untersuchungen
uber die Effizienz dieses Vorgehens sind zur Zeit jedoch noch laufend.

Fur zeitlose Petrinetze existiert eine umfassende Theorie, von der stochastische Netzmo-
delle im Hinblick auf den Nachweis qualitativer Eigenschaften voll profitieren konnen.
Wie auch Netztransformationen in den Bereich stochastischer Netze Ubertragen werden
konnen, zeigt Abschnitt 3.2.1.

Die Modellbeschreibung von Warteschlangennetzen ist im Vergleich zu den anderen
drei untersuchten Methoden relativ wenig formalisiert. Das liegt sicher daran, dafl3 War-
teschlangenmodelle von Anfang an ausschlief3lich als kompakteagtsgation eines
Leistungsbewertungsproblems gedacht waren, wobei aus Griinden der Anschaulichkeit
stets auch graphische Darstellungen benutzt wurddir. die Beantwortung anderer,

also z.B. qualitativer Fragestellungen sind diese Modelle daher wenig geeignet.

Universalitat (gs)

Grundsatzlich stellt man fest, dald SANs, SPAs und SPNs sehr allgemeine Formalismen
sind, mit denen sich fast beliebige dynamische aAiié darstellen lassen, wie sie in
Rechensystemen auftreten. Dies beruht auf der Tatsache, dal3 diese drei Methoden
jeweils nuriber wenige, sehr elementare Konstrukte und Operatoretigenf Sie

haben dadurch aber auch den Nachteil, dal3 samtliche Teile eines Modells explizit
modelliert werden rassen, da auf3er den Grundkonstrukten keineridiehwertigen
Module als Bausteine angeboten werden. Das kann die Beschreibung eines Modells
unter Umsénden sehr aufwendig machen. Z.B. ist bereits die Modellierung einer
einfachen Warteschlange mit diesen Methoden zwar durchaus moglich aber entsprechend
aufwendig.

Im Vergleich damit sind Warteschlangennetze weniger universell, z.B. nicht in der
Lage allgemeine Synchronisationen oder Bedingungen auszudriicken. In Abschnitt 2.2.4
haben wir beobachtet, dal3 es schwierig ist, die Tatsache zu beschreiben, dal3 nicht mehr
als ein Prozessorausfall gleichzeitig bearbeitet werden soll. Da bei Warteschlangen aber
implizit Annahmen getroffen werden, wie z.B, dal3 der Warteraum ein FIFO-Puffer ist,
lassen sich bestimmte Dinge viel leichter und unkomplizierter damit aaken.

Stellt man die in Abschnitt 2.2 exemplarisch betrachteten Multiprozessormodelle ein-
ander gegeniber, so stellt man fest, da3 es durchaus semantischen Unterschiede zwi-
schen den vier Modellen gibt. Betrachtet man z.B. die Vergabe des Busses, so ist diese
beim SAN-Modell und beim SPA-Modell mit einer exponentiell verteilten Zeit behaftet,
wahrend beim GSPN-Modell die Busvergabe durch eine zeitlose Transition dargestellt
wird. Dies bedeutet aber nicht notwendigerweise einen Unterschied zwischen den Mo-
dellbeschreibungsmethoden, da keine prinzipiellen Argumente dagegen sprechen, die
Formalismen SAN und SPA entsprechend um zeitlose Ereignisse bzw. Aktionen zu er-
weitern. Im Rahmen der stochastischen Prozel3algebren wird zur Zeit intensiv an einer
solchen Erweiterung gearbeitet [Rettelbach, 1995]. In bezug auf SANs sei auf die in
Abschnitt 5.1.1 beschriebene Erweiterung der Modellwelt aus Kapitel 4 um unendlich
grol3e Raten verwiesen. Beim Warteschlangenmodell wird die Busvergabe nicht expli-
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zit modelliert. Sie kann daher als zeitlos oder als Bestandteil der Speicherzugriffszeit
angesehen werden.

Verbreitung (p1) und Werkzeugunterstitzung (p)

Nur bei stochastischen Petrinetzen und Warteschlangennetzen kann man von einer
weiten Verbreitung sprechen, die sich auch in der grofigie Engebotener Werkzeuge
widerspiegelt. Es ware ohne weiteres moglich, fur jede dieser beiden Methoden neben
den in Abschnitt 2.2 erédhnten Werkzeugen noch viele andere aufzulisten, wobei die
Petrinetzwerkzeuge eher akademischen, die Warteschlangennetze teilweise auch schon
kommerziellen Charakter haben. Letzteres liegt daran, daR Warteschlangenmodelle seit
vielen Jahren Gegenstand theoretischer Untersuchungen sind und auch schon viel im
industriellen Bereich, vor allem bei der Planung von Kommunikationsnetzen eingesetzt
werden.

Fur SANs ist uns nur ein einziges Werkzeug bekannt [Plakgtaal, 1988] und @ir

SPAs existieren nur die in Abschnitt 2.2.2 erwahnten Prototypen. Im akademischen
Bereich Af3t sich aber im Moment ein stark zunehmendes Interesse an stochastischen
ProzelRalgebren feststellen, welches sicher auch zur Entwicklung von Werkzeugen fur die
Modellbeschreibung und -auswerturighfen wird. Es ist zu erwarten, dald in Zukunft
formaler Softwareentwurf und Leistungsbewertung immer starker integriert sein werden,
und dafl} deshalb Modellierungsmethoden mit formaler Basis an Bedeutung gewinnen
werden. Zum Teil ist dies heute schon sichtbar an der Verwendung formaler Spezifi-
kationsmethoden wie SDL (automatenbasiert) und LOTOS (prozel3algebrabasiert), und
der Bemuhung, Werkzeuge fur diese Methoden um Leistungsaspekte zu erweitern.

Zusammenfassung des Vergleichs

Man muf einsehen, dal’3 es kaum eine allgemeingultige Metrik geben kann, mit der ein
wertender Vergleich zwischen den diskutierten Modellierungsmethodegtich ist. Die
Methoden unterscheiden sich in einigen wesentlichen Punkten recht stark. Insgesamt
wird man aber erst dann, wenn es um eine konkrete Anwendung geht, in der Lage sein,
die dafir geeignetste Methode ausziilen. Da jede Methode Vorteile bietet, aber auch
Schwachen aufweist, kann erst im Zusammenhang mit einem konkreten Modellierungs-
problem eine Entscheidungber die zu benutzende Modellierungsmethode getroffen
werden. Liegt z.B. ein durch ein Warteschlangennetz beschreibbares Problem vor, und
ist man vornehmlich an Leistung$fden wie mittleren Wartezeiten und Pufferbelegung
interessiert, so wird man ein Warteschlangennetz den anderen Beschreibungsmethoden
vorziehen, auch wenn es z.B. die Nadifpng qualitativer Eigenschaften nicht unter-
stutzt. Jede der Methoden hat und behalt daher ihre Existenzberechtigung.

Man stellt aber bei der Modellierung von Synchronisationsmechanismen und wechsel-
seitigen Ablangigkeiten in verteilten Systemen oder Multiprozessoren fest, dal3 Warte-
schlangenmodelle hierfur wenig geeignet sind. Daneben mul3 man auch anerkennen, dal
das Fehlen einer formalen Basi# fdie Modellbeschreibung bei den Warteschlangen-
netzen einen gravierenden prinzipiellen Nachteil darstellt. Auch wenn Methoden wie
z.B. stochastische ProzelRalgebren heute noch nicht Gber vergleichbar effiziente Aus-
werteverfahren und untetgzende Werkzeuge vérden, so liegt in ihnen dennoch ein
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grof3es Potential zurdsung zukinftiger Probleme des methodischen, Leistungsbewer-
tung einbeziehenden Systementwurfs.

2.4 Anwachsen des Zustandsraums fur das Beispielmodell

Zum Schlul3 dieses Kapitels wollen wir drei der vier behandelten Beschreibungsme-
thoden aus der Sicht des Auswerteaufwands, ausgedriickt durch das Wachstum des
Zustandsraumsif das Beispielmodell aus Abschnitt 2.1, betrachten.

Zunachst wurden mit Hilfe des TIPP-Tools die Zustandszahlen fur das in Abb. 2.7
dargestellte Modell ermittelt. Die Zustandszahlén dieses SPA-Modell gelten wegen

der bereits festgestelltebbereinstimmung auch fir das SAN-Modell aus Abb. 2.5.

In Tabelle 2.2 sind die Zustandszahldir ¥ariierenden Parallefitsgrad, d.h.Ur eine
unterschiedliche Anzahl von Prozessorén= 1...7 angegeben. Aul3erdem enthalt die
Tabelle die Zeiteniir den Aufbau des Zustandsraums und die anschlie3ende numerische
Analyse der Markovkette.

# ProzessorenN Zeit [min:s:ms] # Zustande
1 0:02:490 9
2 0:02:450 51
3 0:04:710 243
4 0:20:650 1053
5 2:02:370 4293
6 17:05:330 16767
7 117:04:860Q 63423

Tabelle 2.2 Zustandszahlen fur das Multiprozessorbeispiel in seiner Formulierung als
stochastische ProzefRRalgebra §&mAbb. 2.7 (bzw. SAN geéfd Abb. 2.5)

Diese Werte wurden auf einer HP 9000/710 Workstation mit 32MB Hauptspeicher
gemessen. Da die Parameter fur die einzelnen Raten so gewahlt waren, dal3 sich eine
“gutartige” (nicht steife) Markovkette ergab, wurdeinr fdie humerische Analyse nur
wenige Iterationen mit dem SOR-Verfahren begt. Die angegebenen Rechenzeiten
wurden also hauptsachlich fur das Aufstellen des Zustandsraums verbraucht.

Dann wurde fur das Multiprozessorbeispiel in seiner Formulierung als stochastisches
Petrinetz vom Typ GSPN geif? Abb. 2.10 die Anzahl der stabilen Markierungen,
also ebenfalls die Zustandszahl der zugeordneten Markovkette, ermittelt. Dies geschah
mit Hilfe des Werkzeugs DSPNexpress [Lindemann, 1992)Eerschiedene Prozessor-
zahlen, d.h. verschiedene Anfangsmarkierungen der S®dlleDie hier gewonnenen
Zustandszahlen sind zusammen mit dem Zeitbedarélie Berechnung des Erreichbar-
keitsgraphen und die Analyse der zugehorigen Markovkette des jeweiligen Netzes in
der Tabelle 2.3 angegeben.

Bevor wir zur Interpretation der ermittelten Zustandszahlen kommen sei darauf hinge-
wiesen, dal3ifr das stochastische Petrinetzmodell §8m\bb. 2.11 die Zustandszahlen
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fur Prozessorzahlen @fRer als zwei nicht ermittelt werden konnten. Das liegt daran,
dal3 durch die explizite graphische Darstellung eines Subnetzes fur jeden Prozessor das
Netz bereits bei kleinen Prozessorzahtmderst komplex wird und daher schon beim
Zeichenvorgang nicht mehr handhabbar ist. Das in Abb. 2.11 dargestellte Netz22(
Prozessoren) besitzt 32 stabile Markierungen, also eine im Vergleich mit den 17 stabilen
Markierungen des kompakten Netzes von Abb. 2.10 bereits deutlich gro3ere Zahl.

# Proz. N | Zeit [min:s:ms] # Zust. # Zust. (mod.)
1 0:17:030 5 8
2 0:17:390 17 30
3 0:17:030 44 80
4 0:17:480 95 175
5 0:17:670 181 336
6 0:17:870 315 588
7 0:18:570 512 960
8 0:19:180 789 1485
9 0:20:530 1165 2200

10 0:23:400 1661 3146
15 1:07:510 6816 13056
30 17:29:390 86831 21)

Tabelle 2.3 Zustandszahlen fur das Multiprozessorbeispiel in seiner Formulierung als
stochastisches Petrinetz génAbb. 2.10 (kompakte Darstellung).
Die letzte Spalte enthalt die Zustandszahlen fur ein modifiziertes Modell mit
zeitbehafteter Busvergabe) Zustandszahl wegen Speichermangels nicht ermittelbar

Man bemerkt, daf} die Anzahl der Zastle zwar auch beim kompakten GSPN-Modell

auf sehr grofRe Werte anwachst, allerdings bei weitem nicht so schnell, wie beim SPA-
Modell. Fur die Praxis bedeutet dies, dal} sich fiur dieses Beispiel in seiner Darstellung
als kompaktes GSPN-Modell keine wesentlichen Schwierigkeiten durch digeGtes
Zustandsraums ergeben werden, da bei einer busgekoppelten Multiprozessorarchitektur
mit nur einem einzigen Bus kaum Prozessorzahlen défi&@rordung 30 interessieren
werden. Das SPA- bzw. SAN-Modell erlaubt dagegen Auswertungen nur fur eine
sehr begrenzte Prozessorenzahl, und wird daher manche interessierende Fragestellung
unbeantwortet lassen.

Um die Ursachenifr das unterschiedlich starke Anwachsen der Zustandse heraus-

zufinden, folgt nun ein Vergleich der beiden Modellbeschreibungen. Dabei stellt man
im wesentlichen zwei Unterschiede fest:
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1. Im SPA-Modell hat jeder Prozessor eine eigene ld@ntwahrend im kompakten
GSPN-Modell die Prozessoren durch ununterscheidbare Tokens reprasentiert wer-
den. So ist beim SPA-Modell z.B. die folgende Aussagiglch: “Der erste und
der dritte Prozessor sind ausgefallen”. Durch das kompakte GSPN-Modell kann da-
gegen lediglich beschrieben werden, dald zwei Prozessoren ausgefallen sind, nicht
aber, welche.

2. Die Busvergabe hat im SPA-Modell eine exponentielle Bearbeitungszii,ewd
sie im GSPN-Modell ohne Vedgerung stattfindet.

Um die Einfusse der beiden Punkte auf das unterschiedlich starke Anwachsen des
Zustandsraums zu bewerten und damit einen fairen Vergleich zu ermoglichen, wurde
zusatzlich ein modifiziertes (ebenfalls kompaktes) GSPN-Modell betrachtet, bei dem
auch die Busvergabe durch Transitionen mit exponentieller Schaltzeit modelliert wurde,
das sich also im zweiten Punkt nicht mehr vom SPA- bzw. SAN-Modell unterscheidet.
Die Zustandszahlenuf dieses Netz sind in der letzten Spalte der Tabelle 2.3 ange-
geben. Gegeniuber dem urspriinglichen Petrinetz kommt es erwartungsgemald zu einer
VergroRerung des Zustandsraums, da die zuvor den zeitlosen Transitionen entsprechen-
den verschwindenden Markierungen nun auch stabile Markierungen sind und daher
als Zuséinde der Markovkette in Erscheinung treten. Trotz dieser Angleichung sind die
Zustandsraume des kompakten GSPN-Modells immer noch viel kleiner als die des SPA-
Modells bei entsprechender Prozessorenzahl. Offensichtlich sind die Auswirkungen des
zweiten Punktes nicht so dramatisch wie die des ersten.

Wir stellen zusammenfassend fest, daf} der Zustandsraum des SAN- bzw. SPA-Modells
hauptéchlich deshalb wesentlich @Ber ist als der des kompakten GSPN-Modells,
weil statt einer Reprasentation der Prozessoren durch ununterscheidbare Tokens diese
als individuelle Einheiten modelliert werden. Wir wollen schon an dieser Stelle die
allgemeine Bedeutung dieser Beobachtung herausstellen,tdidi¢ Betrachtungen

in Kapitel 3 und Kapitel 4 eine grof3e Rolle spielen wird. Man hat natirlich den
Wunsch, auch bei strukturierten Modellen wie SAN- und SPA-Modellen mit weniger
Zustanden auszukommen. Eine kompakte Modellbeschreibung mit ununterscheidbaren
Prozessoren ist zwar prinzipiell auch mit Hilfe von SAN- bzw. SPA-Modellémginh,

ihre Formulierung ware im allgemeinen aber sehr aufwendig und nicht so leicht intuitiv
versaindlich wie es die Modelle der Abbildungen 2.5 und 2.7 sind. Zasung dieses
Dilemmas wird in dieser Arbeit vorgeschlagen, strukturierte Modelle wie SAN- und
SPA-Modelle auf naheliegende Weise mittels mehrerer parallel geschalteter Teilmodelle
zu spezifizieren, anschlief3end jedoch einen Reduktionsschritt durchzufiihren, mit dem
die gewiinschte Verkleinerung des Zustandsraums errreicht wird. Ein solcher Weg wird
in der Modellwelt von Kapitel 4 beschritten.






3 Methoden flr die effiziente Modellierung
grol3er Systeme

In diesem Kapitel wird einUberblick uber Methoden gegeben, deren Ziel es ist,
komplexe Markovmodelle fur die Analyse handhabbar zu machen. Mit komplexen
Modellen sind dabei solche gemeint, die einen so groRen Zustandsraum haben, dald
sie mit herkdmmlichen Methoden wegen Speichermangels oder zu langer Rechenzeiten
nicht mehr beherrschbar sind. Es wird ein Einblick in den derzeitigen Stand der Technik
gegeben, indem publizierte Methoden untersucht werden. Da sich bekannte Methoden
fur die Beherrschung grof3er Modelle oft noch als uamglich erweisen, werden aus

der Ubersicht Anforderungen an neue Techniken aufgestellt.

Das Kapitel besclankt sich aber nicht auf eine Sichtung der Bemangen anderer Au-
toren. Eigene Arbeiten gehen bei der in Abschnitt 3.2.1 dargestellten Vereinfachung von
GSPNsuber die in der Literatur beschriebenen Methoden hinaus. Die in Abschnitt 3.4
diskutierte Matrix-Semantik fur eine stochastische Prozel3algebra ist ebenfalls ein neuer,
eigener Ansatz.

3.1 Ubersicht tiber Ansatzpunkte zur Uberwindung
des Zustandsraumproblems

Das allgemeine Vorgehen bei der Modellierung mit Markovmodellen gliedert sich in
mehrere aufeinanderfolgende Phasen, die bei jedem Modellierungsvorgang durchlaufen
werden, vgl. Tab. 3.1, links.

Modellierungsphase Ansatzpunkte
Erstellung der Modellbeschreibung Transformation der
| | auf hdherer Ebene Modellbeschreibung

Strukturierte Beschreibung

Il || Ubersetzung “Geschicktes"Ubersetzen
Il || Eventuelle Manipulation der Suche nach zusammenfal3barer
Beschreibung auf niedriger Ebene Zustanden
IV || Numerische Analyse “Intelligente” numerische
Verfahren

Tabelle 3.1 Vier Phasen bei der Markovmodellierung uhzbrsichtiber
mogliche Ansatzpunkte zudberwindung des Zustandsraumproblems

Die Modellierung beginnt stets mit der Erstellung einer Modellbeschreibung auf ho-
herer Ebene durch den Modellierer. Deichste Schritt besteht aus débersetzung

41
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der Beschreibung auftimerer Ebene in die zugehge Markovkette, welche in der
Tabelle als Beschreibung auf niedriger Ebene bezeichnet wird. Schlie3lich folgt die
numerische Analyse der Markovkette mit Hilfe eines (meist iterativen) numerischen
Losungsverfahrens, welche als Resultat den Vektor der stationaren bzw. transienten Zu-
standswahrscheinlichkeiten liefert.

Die Analyseergebnisse in Form von Zustandswahrscheinlichkeiten miussen dann zur
Modellbeschreibung aufdnerer Ebene in Beziehung gebracht werden, um eiagquaate
Interpretation dieser Ergebnisse sicherzustellen. Darunter versteht man zum Beispiel die
Berechnung des Durchsatzes einer Transition in einem stochastischen Petrinetz, welche
sich als das Produkt aus der Aktivierungswahrscheinlichkeit und der Schaltrate der
Transition ergibt.

Entsprechend der Modellierungsphasen kann man nun Ansatzplmktéerd Umgang

mit dem Zustandsraumproblem lokalisieren, vgl. Tab. 3.1, rechts. Es stellt sich heraus,
daf in allen vier Phasen Aaze nbglich sind. Eine Beschreibung und Diskussion
spezieller Verfahren findet sich in den folgenden Abschnitten. Die Abschnitte 3.2 und
3.3 befassen sich mit Ansatzpunkten in der Phase I, der Abschnitt 3.4 mit Ansatzpunkten
in der Phase Il. Arégze in Phase IV werden in Abschnitt 3.5 diskutiert.

Allgemein kann gesagt werden, dal3 die Atze zwei generellen Leitlinien folgen:

1. Reduktion der Zustandszahl durch Elimination redundanter Zustande bzw. durch
das Zusammenfassen von Teilmengen von @un zu einem Makrozustand.

2. Ausnutzung von Modelleigenschaften (z.B. Strukturiertheit) fur intelligente Aus-
werteverfahren.

Im ersten Fall wird also versucht, ein zu starkes Anwachsen des Zustandsraums durch
Zusammenfassen von Zasiden zu verhindern, &hrend im zweiten Fall die GRe

des Zustandsraums zunachst hingenommen und unverandert belassen wird, man dann
jedoch versucht, @djuate Analyseverfahrefirf gro3e Zustanddume anzugeben. Von
Trivedi wurden diese beiden Ansatze mit den Schlagwortern “largeness avoidance” und
“largeness tolerance” umrissen [Trivedi und Malhotra, 1993, S. 40].

Das Zusammenfassen von Zastien auf der Ebene der Markovkette (Beschreibung
auf niedriger Ebene) ist zwar vom mathematischen Gesichtspunkt durch das Konzept
der ZusammenfalRbarkeit (lumpability) ein @sles Problem (siehe Anhang A.2). In

der Praxis ist es jedoch nur mit unerhdrtem Rechenaufwand moglich, auf dieser Ebene
Teilmengen zusammenfal3barer Zuste zu identifizieren. Denkbare Suchalgorithmen
fur unstrukturierte Zustandsraume sind von hoher Komplexitat und daher fur gro3e Zu-
standszahlen nicht praktikabel, weshalb solche Algorithmen, also Ansatzpunkte in der
Phase Il in dieser Arbeit nichtaier betrachten werden. Wir stellen vielmehr fest, dal3
die Information Uber Teilmengen zusammenfal3barer Zustande aus der Modellbeschrei-
bung auf ldbherer Ebene extrahiert werden muf3, wenn ein solches Vorgehen erfolgreich
sein soll.

3.2 Transformation der Modellbeschreibung auf hoherer Ebene

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Moglichkeit zur Analyse der Modellbeschrei-
bung auf ldbherer Ebene, die darin besteht, die Modellbeschreibung geeignet zu trans-
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formieren. Dabei wird das Ziel verfolgt, die nachfolgende Erzeugung der dugeh
Markovkette und deren Auswertung zu vereinfachen. Uns beschaftigt in diesem Ab-
schnitt alsonicht die Analyse auf der Ebene der Markovkette, sondern eiilbefie
Phase der Modellanalyse.

Die Grundidee der Modelltransformation ist die folgende: Man stellt fest, dal’ sich
bestimmte Muster von Modellkonstrukten, bestimmte immer wieder in verschiedenen
Variationen auftretende Szenarien, in eine einfachere Struktur transformieren lassen. Es
wird also die Modellbeschreibung modifiziert, ohne daf3 sich dadurch die Semantik des
Modells (das Modellverhalten) — zumindest die fir das Ziel der Leistungsbewertung
relevanten Aspekte —andern soll.

Um allgemein anwendbare Vorschrifteiar fdie Modelltransformation angeben zark
nen, sind die beiden folgenden Aufgaben zu losen:

1. Bestimmung einer Menge von geeigneten transformierbaren Musterkonstrukten und
Angabe der dazugéhigen Vorschriften zur Transformation in einfachere Ersatz-
konstrukte.

2. Entwicklung effizienter Suchverfahren zum Auffinden vordefinierter Musterkon-
strukte im Modell.

Modelltransformationen sind im allgemeinen methodenspezifisch. D.h., dal3 eine Trans-
formationsvorschrift immerifr eine spezielle Modellbeschreibungsmethode angegeben
wird. Meist sind die Transformationsvorschriften nicht ohne weiteres auf andere Be-
schreibungsmethoddibertragbar. Die hinter einer Transformationsvorschrift steckende
Grundidee kann sich jedoch oft auch im Rahmen anderer Modellierungsmethoden als
anwendbar erweisen.

In den beiden folgenden Abschnitten werden Transformationsregeln im Kontext spezi-
eller Modellierungsmethoden vorgestellt.

3.2.1 Vereinfachung verallgemeinerter stochastischer Petrinetze

Die qualitative Analyse zeitloser Petrinetze wirft zum Teil ahnliche Probleme in be-
zug auf die Gblie des Zustandsraums auf wie die Analyse stochastischer Petrinetze.
Bestimmte Eigenschaften zeitloser Petrinetze lassen sich zwar mit Hilfe von Netzinva-
rianten nachweisen [Starke, 1990], in vieledl€n ist jedoch auch hier die Betrachtung

des dynamischen Netzverhaltens, also die Erzeugung und Untersuchung der gesamten
Erreichbarkeitsmenge notwendig. Diese kann, ebenso wie bei stochastischen Petrinet-
zen, von gigantischem Umfang und deshalb in der Praxis schwierig zu handhaben sein.

Man hat daher andere Methoden zum Nachweis von qualitativen Eigenschaften komple-
xer zeitloser Petrinetze gesucht. Ein erfolgreicher Weg ist in diesem Zusammenhang die
Entwicklung von Netztransformationen, die es gestatten, ein vorgegebenes Netz zu ver-
einfachen, ohne dabei seine interessierenden Eigenschaften, wie z.B. Deadlockfreiheit
oder Lebendigkeit, zu verandern. In Arbeiten von Berthelot sind Reduktionsregeln fur
zeitlose Netze dargestellt [Berthelot, 1986; Berthelot, 1987]. Es erfolgte aucbheare
tragung dieser Reduktionsregeln in den Kontext farbiger zeitloser Petrinetze [Haddad,
1990]. Dabei ging es stets um die Verifikation von Verhaltenseigenschaften zeitloser
Petrinetze, also deren qualitative Analyse.
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Wir werden im folgenden untersuchen, ob diese Reduktionstechnik auf Netze der Klasse
GSPN ubertragbar ist und wie dies gegebenenfalls geschehen kann.

Es sei hier auf parallel zu unseren eigenen Arbeiten verlaufenéiBamgen hingewie-

sen, die in [Chiolaet al, 1991b] veroffentlicht wurden. Dort wird ein Algorithmus

fur die Elimination zeitloser Transitionen auf Netzebene im Kontext von sog. GSPN-
Familien, d.h. parametrisierter Netze angegeben. Weitergehende, von dem Konzept des
beobachtbaren Verhaltens (exhibited behaviour) eines Netzes ausgehende Untersuchun-
gen finden sich in [Simone und Marsan, 1992]. Dort werden zwei GSPNs zunachst
genau dann alaquivalent bezeichnet, wenn die beiden zug&fen Markovketten zu-
einander isomorph sind. Es folgt dann eine Ausweitung Algsivalenzbegriffes auf

zwei Markovketten, deren eine die durch Anwendung des Konzepts der Zusammenfal3-
barkeit (lumpability) aus der anderen entstandene ist.

Redundante Stellen

Eine Stelle, welche in jeder erreichbaren Markierung gentuigend Tokens enthalt, um
das Schalten ihrer Ausgangstransitionen nicht zu verhindern, heil3t nach Berthelot
redundante Stelléredundant place). Manchmal wird eine solche Stelle auchrgdBzit
bezeichnet. Eine redundante Stelle kann aus dem Netz entfernt werden, ohne daf3
dadurch sein Verhalten beeinflul3t wird. Dieser Gedanke ist ohne weiteres auf GSPN-
Netze Ubertragbar. Als lllustration dient das Beispiel in Abb. 3.1.

2
—

?po N ? o
O

) —
P1 P1
T1 T1

Abbildung 3.1: Elimination der redundanten Stelf

Die Netze in Abb. 3.1 und in den folgenden Abbildungen sind als GSPNs zu interpre-
tieren, wobei fur alle grau unterlegten Transitionen nicht spezifiziert ist, ob es sich um
zeitbehaftete oder zeitlose Transitionen handelt.

Zum Schalten der Transitiofi'l ist jeweils ein Token in den Stelle?1 und °2
notwendig. Es ist sichergestellt, dal3 immer dann, wErein Token enthalt auctr2

mit einem solchen versehen ist. Das Erreichen einer Markiefdngnit M (P1) = 1

und M (P2) = 0 ist nicht nbglich. Daher ist”2 eine redundante Stelle. Die Reduktion

des Netzes besteht darin, samtliche redundante Stellen und die zu ihnen gehodrenden
Kanten zu entfernen, siehe Abb. 3.1 (rechts).
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Im Zusammenhang mit der Definition redundanter Stellen begegnen wir einem Problem,
welches auch bei der Definition anderer Reduktionsregeln auftreten wird: Die eben ge-
gebene Charakterisierung einer redundanten Stelle basiert auf einer Verhaltensbedingung
fur das Netz (ein bestimmter Markierungstypus ist erreichbar / nicht erreichbar). Diese
wird man in der Praxis nicht nachigfen wollen, da dafr die gesamte Erreichbarkeits-
menge generiert werden mufdte. Man ist daher bestrebt, die Anwendungskriterien far
eine Reduktionsregel ausschlie3lich mit Hilfe struktureller Bedingungen zu formulieren.

Es gibt neben der Charakterisierung durch Verhaltensbedingungen die zwejtei
keit, eine redundante Stell durch Strukturbedingungen zu charakterisieren. Dazu
fordert man, entsprechend der von Berthelot angegebenen Bedingureiné redun-
dante Stelle die Existenz einer Referenzmenge von StéllenS und einer Gewich-
tungsfunktionV : TU{P} — IN — {0}, so dal folgende drei Bedingungenidifsind:

1. In der Anfangsmarkierung/ ist die gewichtete Markierung vof® um by, > 0
grol3er als die Summe der gewichteten Markierungen ddr gehodrenden Stellen.

2. Fur das Schalten einer beliebigen Transition des Netzes werden hochgtenshr
Tokens von der Stellé” als aus der Mengé benotigt.

3. Beim Schalten einer beliebigen Transition wachst die gewichtete Markierung von
P mindestens genauso stark wie die gewichtete Markierung dér gelbrenden
Stellen.

Also sind auch diese Strukturbedingungen ohne Einschrankung von zeitlosen Petrinetzen
auf GSPNdlbertragbar. Im Beispiel in Abb. 3.1 besteht die Referenzmengégbeta

der redundanten StellB2 aus den Steller?0 und P1 und als Gewichtsfunktion kann

hier die konstante Funktion mit dem Wert eins gl werden.

Es ist leider festzustellen, dal3 das Entfernen redundanter Stellen zwar eine Vereinfa-
chung der graphischen Darstellung eines GSPNs bewirkt, die Grol3e der Erreichbar-
keitsmenge und die Struktur des Erreichbarkeitsgraphen sich jedochanidgéin. Man

erhalt also aus dem urspriinglichen und aus dem reduzierten GSPN dieselbe Markov-
kette. Der einzige Gewinriif die Analyse besteht in der Tatsache, dal3 beim Erzeugen
des Erreichbarkeitsgraphen die interne Reprasentation eines Zustands geringfugig kom-
pakter sein kann, daif die Markierung der redundanten Stellen kein Speicherplatz
vorgesehen werden mul3.

Verdoppelte Stellen

Enthalt ein Netz zwei Stelle® und P’, deren Tokens in keiner erreichbaren Markie-
rung miteinander “verwechselt” werderdhnen, so nennt man sierdoppelte Stellen
(doubled places). Dies wird formal durch die drei folgenden Bedingungen ausgedrickt:

1. Keine Transition hat gleichzeiti§f und P’ als Eingangsstellen.

2. Jede Transition, dié” (') als Eingangsstelle hat, hat mindestens eine weitere
Eingangsstelle.

3. Injeder erreichbaren Markierung uritt fede Transitior¥’, die P als Eingangsstelle
hat, gilt: Enthalten alle Eingangsstellen véhaul3er/”” genugend Tokens, um das
Schalten vorl" zu ernbglichen, so ist”’ leer (und umgekehrt).
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T4

Abbildung 3.2: Fusion der verdoppelten Stell&d und 4

Der Reduktionsschritt besteht in der Fusion der beiden Stellen zu einer einzigen. Als
Beispiel betrachte man Abb. 3.2, wo es sich B8 und P4 um verdoppelte Stellen
handelt. In diesem einfachen Beispielnetz gibt es aber auch andere Paare verdoppelter
Stellen, z.B. kbnnte ma#’3 und 5 fusionieren.

Die dritte Bedingung ist eine Verhaltensbedingung, die aber im Einzelfall auch durch
eine Netzinvariante nachgeépt werden kann, welche audohkt, dal3 bestimmte Typen

von Markierungen ausgeschlossen sind. Eine Strukturbedingung fur das Beispielnetz in
Abb. 3.2 kann in Form der folgenden S-Invarianten [Starke, 1990] formuliert werden.
Dabei istC' die Inzidenzmatrix des GSPN.

1 -1 0 0 1

1 0 -1 0 0

1 0 -1 0 0
vC=vly 1 o -1 o |="

0O 1 0 =1 0

0o 0 1 1 -1

Einer der Losungsvektoren dieses linearen Gleichungssystems ist [11010 1].
Zusammen mit der Anfangsmarkierung (ein Token/ih) besagt diese d&sung, daf3
in jeder erreichbaren Markierung die Stellén, P2, P4 und P6 zusammen genau ein
Token enthalten. Also konneh2 und 774 in keiner erreichbaren Markierung gleichzeitig
markiert sein, womit die dritte Bedingung @l ist.

Im Beispiel lal3t sich das Paar verdoppelter Stellen noch durch eine weitere S-Invariante,
den Losungsvektor, = [1 0110 1] charakterisieren. Die StelleR3 und P4 kdnnen

also nie gleichzeitig markiert sein, was zusammen mit den beiden ersten Bedingungen
intuitiv klar macht, dal3 Tokens in diesen beiden Stellen nicht miteinander verwechselt
werden konnen.

Untersucht man den Gewinn, den man durch die Fusion verdoppelter Stellen erzielt,
so muld man wiederum — wie bei den redundanten Stellen — feststellen, dal3 sich die
Menge erreichbarer Zustande nicht reduziert, sich also lediglich die Komplexitat der
graphischen Repsentation des Netzes verringert.
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Fusion von Transitionen

Wir wollen als nachstes die Fusion von Transition betrachten. Es war Berthelots Anlie-
gen, im Rahmen zeitloser Petrinetze bestimmte dicht aufeinanderfolgende Schaltfolgen
von Transitionen ununterscheidbar zu machen, die betreffenden Transitionen also zu
verschmelzen. & die Ubertragung der so motivierten Reduktionsregeln in den Bereich
der Netzklasse GSPN kommt eine Fusion von Transitionen nur dann in Frage, wenn
mindestens einer der zu verschmelzenden Partner eine zeitlose Transition ist, da die
Fusion zweier exponentieller Transitionen zu einer neuen zeitbehafteten Transition mit
Phasenverteilung fuhren mufte, welche in GSPNs nicht zur Verfugung steht.

Die Fusion mehrerer ausschliel3lich zeitloser Transitionen wollen wir hier nédin¢rn
betrachten, da dies ein Spezialfall der Reduktion zeitloser Subnetze ist, welche sich
stets auf einen sog. free-choice Konflikt reduzieren lassen [Simone und Marsan, 1992].
Es bleibt also die Verschmelzung einer Menge von zeitlosen mit einer Menge von
exponentiellen Transitionen zu behandeln. Dabei orientieren wir uns an den Konzepten
Pra-Fusion und Post-Fusion von Berthelot.

Eine der Pa-Fusion von Transitionen entsprechende Reduktionsrége&b$PN-Netze

lant sich fur Szenarien angeben, in denen nach dem Schalten einer zeitlosen Transi-
tion eine Konfliktsituation zwischen zwei (oder mehreren) exponentiellen Transitionen
auftritt. Die Reduktion besteht dann darin, die zeitlose Transition mit den darauffolgen-
den exponentiellen derart zu verschmelzen, dal3 die Vorbedinguiigetas Schalten

der zeitlosen Transition auf die nachfolgenden exponentiellen Transitionen ubertragen
werden. Eine Beispielsituation ist in Abb. 3.3 abgebildet.

P1 P2 P1 P2
T1
P3 P4 — P3
T2 T2 T12 T12'

P5 %6 P5 P6

Abbildung 3.3: Pa-Fusion von Transitionen

Das Pendant zur BrFusion stellt die Post-Fusion von Transitionen dar, welche den
Konflikt zweier (oder mehrerer) zeitloser Transitionen mit dem Schalten einer voran-
gegangenen exponentiellen Transition fusioniert, indem diese dupliziert (vervielfacht)
wird. Die Schaltrate der exponentiellen Transition wird entsprechend der Wahrschein-
lichkeiten fur das Schalten der einen oder der anderen zeitlosen Transition auf die beiden
Duplikate verteilt. Dieser Sachverhalt ist in Abb. 3.4 veranschaulicht.
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P1 P1
A @ )\p }{A(l'p)

o5 Tl T12 T12'
P2 () P3 P2 ()

T2 P Py —

P4 ? P5 P4 P5

Abbildung 3.4: Post-Fusion von Transitionen

Der durch die Fusion von Transitionen erzielte Gewinn fur die Netzanalyse laf3t sich wie
folgt veranschlagen: Bei beiden diskutierten Varianten werden eine bzw. mehrere zeit-
lose Transitionen bereits auf Netzebene eliminiert. Dies resultiert in einer Reduzierung
der Anzahl verschwindender Markierungen des Netzeahnhd durch die Post-Fusion
genau eine verschwindende Markierung eingespart wird, erreicht man durch die Pra-
Fusion, je nach Gestalt der Vorbedingungéndie zu eliminierende zeitlose Transition
unter Umstanden eine Einsparung mehrerer verschwindender Markierungen.

Eine Reduzierung der Zahl verschwindender Markierungen bedeutet eine Speicherplatz-
ersparnis \ethrend der Konstruktion der zug@igen Markovkette. Besonderrfsolche

Netze vom GSPN-Typ, die eine grol3e Anzahl zeitloser Markierungen haben, bringt die
Reduktion Vorteile. Was die Anzahl der stabilen Markierungen des Netzes betrifft, also
die Zustandszahl der zugehorigen Markovkette, so bleibt diese durch die Fusion von
Transitionen unveémdert.

Vertauschen von zeitlosem mit zeitbehaftetem Konflikt

Eine wichtige Reduktionsregel, die auch in [Simone und Marsan, 1992alknang
findet, besteht aus dem Vertauschen zweier Konfliktstellungen zwischen zeitlosen und
zeitbehafteten Transitionen. Diese Regel ist genau dann anwendbar, wenn auf den
Konflikt von n zeitlosen Transitionen in jedem Zweig ein Konflikt exponentieller
Transitionen folgt, und zwar so, daf3 dies€elransitionen in jedem Zweig mit demselben
Satz von Schaltraten ausgestattet sind. Ein typischer Fall, in dem eine solche Situation
auftreten kann, ist die Abarbeitung verschiedener Auftragsklassen auf verscheidenen
Prozessortypen. Ein solches Szenario ist in Abb. 85 den Spezialfallm = 2
dargestellt. An die Nachfolgeverhalten dexm exponentiellen Transitionen werden im
allgemeinen keine Bedingungen gestellt, in der Abbildung wurde jedoch dusd@n

der Einfachheit angenommen, dal® sie durch eine weitere exponentielle Transition mit
Schaltrater;; bestimmt sind.

Die Reduktion besteht nun aus dem Vertauschen der beiden Konfliktebenen, so daf3 der
(in jedem Zweig zu durchlaufende) Konflikt zwischen dernexponentiellen Transitio-

nen dem Konflikt unter dem zeitlosen Transitionen vorangestellt wird. Uiir fiede
Schaltkombination aus exponentieller und zeitloser Transition zu demselben Folgever-
halten zu gelangen wie im Originalnetzjigsen die das Nachfolgeverhalten éegan-
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Darstellung auf Netzebene

e A
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Abbildung 3.5: Vertauschen von zeitlosem mit zeitbehaftetem Konflikt

tierenden Subnetze entsprechend permutiert werden, wie dies in der Abbilttudig f
Transitionen mit den Schaltraten; angedeutet ist.

Im unteren Teil von Abb. 3.5 sind die Erreichbarkeitsgraphen des Ausgangsnetzes und
des reduzierten Netzes sowohl vor als auch nach dem Entfernen der verschwinden-
den Markierungen dargestellt (verschwindende Markierungen sind durch ein “v’ ge-
kennzeichnet). Wir beobachten, dal3 die Anzahl stabiler Netzmarkierungen, die ja
der Zustandszahl der zugehorigen Markovkette entspricht,nvennn = n + 2n auf

1+ mn =1+ 2n reduziert wird. Mit Hilfe dieser Reduktionsregel wird also erstmals
die zu einem GSPN gehorende Markovkette reduziert, und zwar sim Zustande.

Zusammenfassende Wertung der Reduktionsregeln fir
verallgemeinerte stochastische Petrinetze

Wir stellen fest, dal? mit den in diesem Abschnitt betrachteten Reduktionsregeln eine
graphische Vereinfachung des Netzes bzw. eine Elimination von verschwindenden Zu-
standen auf Netzebene erreicht wird. Wahrend eine einfachere graphische Darstellung
“nur” dem Benutzer didJbersichtuber das Modell erleichtert, bringt der zweite Punkt
unter Umstanden wertvolle Vorteile fur die Analyse: Gerade bei Modellen mit einer
groRen Anzahl verschwindender Markierungen ist deréhzeitige Eliminierung (auf
Netzebene) wiinschenswert, da dann im Rahmen der Erreichbarkeitsanalyse fur die ver-
schwindenden Markierungen kein Speicherplatzdbigh wird. Wir haben aul3erdem

eine Reduktionsregel vorgestellt, die auch eine Verringerung der Anzahl der Zustande
der zugebrigen Markovkette bewirkt. Diese “starke” Reduktionsregel ist zwar nur in
einem recht speziellen Kontext anwendbar, kann jedoch im konkreten Einzelfall zu einer
wertvollen Reduktion des Zustandsraums beitragen.

Um den tatsachlichen Gewinn, der durch die Anwendung der vorgestellten Reduktions-
regeln entsteht, zu bewerten, ist die folgende Agung notwendig: Wie grol3 ist der
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Aufwand fur die Netztransformation? In welcher Relation stehen der Aufwéndlie
Anwendung einer bestimmten Reduktionsregel und die dadurch erzielte Einsparung?
Nur wenn der Aufwand ein bestimmtes Mald nidliersteigt, wird sich die Anwen-
dung einer Reduktionsregel lohnen. Um diese Frage positiv zu beantworten, missen
noch Algorithmen entwickelt werden, die systematisch und effizient nach reduzierbaren
Substrukturen eines GSPNs suchen.

Die Menge der in diesem Abschnitt betrachteten Reduktionsregeln stellt keinen An-
spruch auf Vollstandigkeit. Wie die Beispiele zeigen, fallt der durch die Netzredukti-
onstechnik zu erzielende Gewinn aber in der Regel eher bescheiden aus, so dal3 man
nicht erwarten kann, mit dieser Methode das Zustandsraumproblem ganz in den Griff
zu bekommen.

Da die Vereinfachungen speziell auf verallgemeinerte stochastische Petrinetze zuge-
schnitten sind, kann man die Regeln nicht ohne weiteres auf andere Modellbeschrei-
bungsmethoden Ubertragen. Hinter manchen Reduktionsregeln, wie z.B. hinter der Ver-
tauschung von einem zeitlosen mit einem zeitbehafteten Konflikt, stecken aber durchaus
allgemeineUberlegungen (Ausnutzung von Symmetrien), die sich auch im Zusammen-
hang mit anderen Modellierungsmethoden als txhmf erweisen.

3.2.2 Vereinfachung von Prozel3termen

In der Dissertation von Hillston [Hillston, 1994] wird die stochastische Prozel3algebra
PEPA entwickelt. Die Definition und Diskussion verschiedeAguivalenzbegriffe
(Isomorphie, Bisimulation, stark&quivalenz) fir diese Sprache legt den Grundstein
fur die Vereinfachung von Prozeltermen. Es wird vorgeschlagen, Prozefterme zu
vereinfachen, indem eine Komponente durch &igeivalente ersetzt wird, welche in
einem kleineren Markovprozel3 resultiert. Leistungsmalfe sind in Form sogenannter
Rewards angegeben und bleiben von der Vereinfachung iimter

Wesentlicher Bestandteil einer jeden Algebra sind Rechenregeln, mit deren Hilfe Um-
formungen an Termen vorgenommen werdémren, so dafl? bestimmte Eigenschaften
der Terme invariant bleiben. Ein solcher Kalktl sollte also auch fur stochastische Pro-
zelRalgebren zur Véifung stehen. Er wurde mit der Axiomatisierung der Sprache TIPP
erstmals realisiert [Hermanns und Rettelbach, 1994]. Fur die stochastische Prozel3alge-
bra TIPP wurde dazu ein Axiomensystem angegeben, von dem die Autoren zeigten, daf3
es korrekt und vollstandig ist. Die Korrektheit wurde tber die Bisimulationsaquivalenz
der den Termen zugéhgen Transitionssysteme nachgewiesen. Unter Anwendung der
Axiome lassen sich nun Prozel3terme auf sprachlicher Ebene umformen und dadurch
vereinfachen. Auch hier ist es das Ziélguivalente Prozel3terme zu erzeugen, die

in einem moglichst kleinen Markovprozel3 resultieren. Wie bei den Reduktionsregeln
fur verallgemeinerte stochastische Petrinetze stellt sich hier ebenfalls das Problem der
effizienten algorithmischen Suche nach zu vereinfachenden Modellkonstrukten.
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3.3 Moglichkeiten der strukturierten Modellbeschreibung

3.3.1 Modularitat bei stochastischen Automaten und
stochastischen Prozel3algebren

Eine naheliegende tlichkeit, Modelle strukturiert zu beschreiben, ist das modulare
Zusammensetzen des Gesamtmodells aus Submodellen. Ein solcher modularer Aufbau
des Gesamtmodells bringirfden Modellierer gegeier einer unstrukturierten Modell-
beschreibung u.a. folgende Vorteile:

« Die Ubersichtlichkeides Modells wird erbht. Beim Modellierungsvorgangknen
Submodelle getrennt und unabhangig voneinenader spezifiziert werden.

* Beider Betrachtung des Gesamtmodells kann Ain&traktionvom internen Verhal-
ten der einzelnen konstituierenden Module erfolgen. Auch dadurch werden globale
Zusammenéinge fir den Modellierer leichter vei&ndlich, da er nicht mehr alle
Details des Modells auf einmal Uberschauen muf3.

« Die Modularisierung bringt eine leichtetdodifizierbarkeitdes Modells mit sich.
Teile des GesamtmodellHkknen durch einfaches Ersetzen von Moduleangiert
werden, ohne dald dadurch die Gesamtarchitektur des Modells in Frage gestellt wird.

* Bestimmte oft wiederkehrende Konstrukténken dem Modellierer in Forworde-
finierter Modulebereitgestellt werden (z.B. in einer Bibliothek), wodurch die Mo-
dellerstellung erleichtert wird.

Von den Modellbeschreibungsmethoden, die in Abschnitt 2.2 besprochen wurden, er-
fullen die stochastischen Automaten (SANs) und die stochastischen Prozel3algebren die
Anforderungen an eine modulare Modellbeschreibung. Bei ersteren besteht das Ge-
samtmodell aus mehreren stochastischen Automaten, wéilsee synchronisierende
Ereignisse interagieren. Es kommt so zu einer natirlichen Unterscheidung zwischen
internen Ereignissen eines Submodells und synchronisierenden, globalen Ereignissen,
welche alle Automaten betreffen, die einBibergang mit dem betreffenden Ereignis-
namen beinhalten. Synchronisierende Ereignisgekdmn die AbBAngigkeiten zwischen
Submodellen aus.

Ahnlich liegen die Dinge bei den stochastischen ProzeRalgebren. Hier entsteht das
komplexe Gesamtmodell durch systematisches Zusammenschalten von einfachen Pro-
zelRtermen mit Hilfe von Kompositionsoperatoren, wird also das Konzept der Komposi-
tionalitat untersiitzt. Beim Paralleloperatdfs entscheidet die Synchronisationsmenge

S daruber, ob eine bestimmte Aktion in dem gegebenen Kontext ein internes oder ein
externes Ereignis bedeutet. Die an einer Synchronisation beteiligten Partner sind dabei
frei bestimmbar, d.h. ein und dieselbe Aktion kann an verschieden Stellen des Prozel3-
terms einmal ein internes, das andere mal ein synchronisierendes Ereignis darstellen.
Stochastische ProzelRalgebren verfigen somit in diesem Punkt Uber eine grof3ere Flexi-
bilitat als stochastische Automaten. Aul3erdem bieten sie Giber ein modulares Vorgehen
hinaus die Mglichkeit der hierarchischen Modellierung.

Es ist wichtig, ein modulares Vorgehen bei der Modellierung géggender Dekomposi-

tion von Modellen scharf abzugrenzen. Die Dekomposition eines fertig vorgefundenen
Modells kann grol3e Schwierigkeiten bereiten, da auf dieser Ebene nicht bekannt ist,
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an welchen Stellen dgliche Trennlinien zwischen Teilen des Modells zu finden sind.
Ferner ist es schwierig, Abhangigkeiten zwischen einmal bestimmten Teilen zu formu-
lieren (siehe z.B. [Ciardo und Trivedi, 1993]). Im Gegensatz dazu kann Modlarit
beim Modellentwurf auf einfache Weise ingenieurmalig unterstiitzt werden und bringt
dabei die oben genannten Vorteile mit sich (vgl. [Siegle, 1994c]).

3.3.2 Hierarchische Multi-Paradigmen-Modelle

Die Methode der hierarchischen Modellierung wurde in einigen Arbeiten mit der Idee
verbunden, Teile des Gesamtmodells mit unterschiedlichen Methoden zu beschrieben.
Man kann sich leicht vorstellen, dal3 je nachdem, was ein Submodell darstellen soll,
dafur die eine oder die andere Modellierungsmethode zu bevorzugen ist.

Eine Kombination von Produktform-Warteschlangennetzen und Petrinetzen (GSPNSs)
wird in [Balbo et al, 1986] und [Balbcet al, 1988] beschrieben. Hier wird ein hierar-
chisches Modell aufgebaut, dessen Submodelléaust isoliert mit fest vorgegebenen
Populationen analysiert werden. Es folgt ein Aggregierungsschritt, in dem Submodelle
durch flufaquivalente Server (flow-equivalent server) ersetzt werden. Daran schlief3t
sich die Analyse des auf diese Weise reduzierten Gesamtmodells an. Durch die nach-
folgende Beiicksichtigung der bedingten Wahrscheinlichkeiten in den Submodellen ge-
langt man im allgemeinen zu einer Naherung der exakten Losung, die umso besser ist,
je s@érker die einzelnen Submodelle entkoppelt sind. Hat das Gesamtmodell Produkt-
formeigenschaften, so ist die gewonnene Losung sogar exakt.

In den Arbeiten von Buchholz [Buchholz, 1991; Buchholz, 1992b] werden ebenfalls
hierarchische Modelle verwendet, deren Submodelle mit unterschiedlichen Modellie-
rungsmethoden spezifiziert sein konnen. Betrachtet man der Einfachheit halber ein zwei-
stufiges Modell, so wird zuerst der Zustandsratimdie obere Ebene generiert, d.h. alle
vom Ausgangszustand aus erreichbaren Populationsverteilungen tber die Submodelle.
Jeder solche Populationsvektor entspricht einem Makrozustand. Dann wardedds
Submodell und jede Population die zugehorigen Mikrozustande und Matrizen erzeugt.
Dies kann @ir alle Submodelle unalingig voneinander und daher parallel geschehen.
Aus diesen Matrizen wird dann die Generatormatrix des Gesamtmodells mit Hilfe von
Tensoroperationen aufgebaut, wodurch viel Speicherplatz eingespart wird. Eine solche
Darstellung der Generatormatrix hennt man Tensordeskriptor (siehe Abschnitt 4.4.1).

Es handelt sich also um einen ahnlichen Ansatz wie derjenige von Plateau fur stocha-
stische Automaten [Plateau, 1985]. Die Unterschiede liegen darin, dal3 bei Buchholz
eine asynchrone Interaktion der Submodelle vorliegt (Tokens/Auftrage werden in Stel-
len/Warteschlangen plaziert). Im Gegensatz dazu liegen bei den stochastischen Au-
tomaten synchronisierende Ereignisse vor, also der gleichzeitige Zustandsiibergang in
mehreren Automaten. U die numerische &sung werden in beiderafen gangige lte-
rationsverfahren so angepalit, dal3 sie auf der Tensordarstellung arbeiten konnen (siehe
Abschnitt 3.5.2).

Im Zusammenhang mit Multiparadigmenmodelle ist auch das Multiparadigmentool
SHARPE zu erwahnen, das eine hierarchische hybride Modellierung ermoglicht [Sahner
und Trivedi, 1987].
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3.3.3 Strukturierung erweiterter stochastischer Petrinetze

Stochastic Well Formed Coloured Nets

Farbige (bzw. High Level) Petrinetze basieren auf folgender Grundidee: Wenn Sub-
netze eines Petrinetzes gleichartiges oder ahnliches Verhalten reprasentieren, werden sie
aufeinander gefaltet. Um dennoch zwischen den Einzefrgygn in den urspnglichen
Subnetzen unterscheiden zu konnen, fuhrt man farbige Tokens ein, d.h. man nimmt eine
Einteilung der Tokens in Klassen vor. Man erreicht durch diese Vorgehensweise eine
kompaktere graphische Reprasentation des Netzes. Farbige Tokens und aus solchen
aufgebaute Tupel werden im folgenden aw@bjektegenannt.

Von Chiola et al. wurde ein Formalismuarfdie Leistungsbewertung mit voléstdig
durchstrukturierten und durchtypisierten farbigen Petrinetzen entwickelt, die Stocha-
stic Well Formed Coloured Nets (SWCN) [Chiola und Franceschinis, 1989; Catola
al., 1990a; Chiolaet al, 1990b]. Diesen Arbeiten liegen Vorarbeiten von Dutheillet
und Haddadiber nicht zeitbehaftete reguk farbige Petrinetze zugrunde [Dutheillet
und Haddad, 1989a; Dutheillet und Haddad, 1989b; Dutheillet, 1992]. SWCNs ent-
stehen aus allgemeinen Stochastic High Level Nets (SHN) durch Restriktionen in der
Syntax, wodurch die algorithmische Erkennung und Ausnutzung von speziellen Netz-,
Markierungs- und Pradikatstrukturen ermoglicht wird. Sie haben aber nachweisbar die-
selbe Modellierungsichtigkeit wie die allgemeine Klasse der SHN. Nachfolgend wer-
den die wichtigsten Elemente und Eigenschaften dieser Modellbeschreibungsmethode
genannt:

* Farben sind in Klassen und Unterklassen eingeteilt. Verschiedene Objekte werden
sich i.a. gleichartig verhalten, falls sie zur selben Klasse gehoren. Unterklassen
kdnnen geordnet sein, so dal3 zwischen ihren Elementen eine zyklisclényerg
Nachfolgerbeziehung besteht. Diese Eigenschaft kann zur Modellierung von Rei-
henfolgebeziehungen (z.B. Paketnummern) verwendet werden.

» Jeder Stelle und jeder Transition ist ein Farbenbereich (colour domain) zugeordnet.
Er bestimmt, welche Farben in einer Stelle&adig sind, bzw.ifr welche Farbe
von Objekten eine Transition schalten kann.

e Transitionen Bnnen mit Wachter-Padikaten (guards) versehen sein, die komplexe
Schaltbedingungen ausdriicken.

» Kanten sind mit Farbfunktionen (colour functions) beschriftet. Diese geben an, wel-
che Typen von Objekten beim Schalten einer Transition von einer Stelle abgezogen
bzw. einer Stelle hinzugégt werden. Sie sind aus Standardfunktionen aufgebaut,
mit denen spezielle Objekte ausgewahlt werden konnen.

Die Vorteile dieser Beschreibungsmethode liegen in der Netzanalyse, also beim Auf-
bau des Erreichbarkeitsgraphen und der Generierung der augeh Markovkette: Die
Strukturinformation (insbesondere Information tber Symmetrien) ist impliziter Bestand-
teil der Modellsyntax in Form der Farbbereiche und Kantenfunktionen, sie muf3 also
nicht vom Modellierer “hineininterpretiert” werden. Daher kann diese Information
bei der Analyse durch das Konzept des symbolischen Erreichbarkeitsgraphen (siehe
Abschnitt 3.6) automatisch gewinnbringend genutzt werden.
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Stochastic Activity Networks

Von Sanders und Meyer wurde eine Erweiterung stochastischer Petrinetze entwickelt, die
sogenannten Stochastic Activity Networks [Sanders und Meyer, 1991]. Aul3er Stellen
(places) und Transitionen (activities) stehen in diesen Netzen noch die beiden Primitive
Eingangstor (input gate) und Ausgangstor (output gate) zur Verfugung. Mit ihnen
lassen sich auf bequeme Weise komplexe Schaltbedingungen und Schadiiaktividn
Transitionen beschreiben.

Die Modellwelt der Stochastic Activity Networks beinhaltet auch einen formalen Rah-
men zur Definition gewnschter Leistungsindizes. Dazu wird das allgemeine Konzept
der Reward-Strukturen herangezogen und zu einem speziellen, auf die Modellwelt der
Stochastic Activity Networks zugeschneiderten Reward-Mechanismus angepal3t. Ne-
ben den Ublichen zustandsorientierten Rewards werden auch aktivitatsorientierte Mal3e
beriicksichtigt.

Die Konstruktion eines Gesamtmodells geschieht durch Anwendung der beiden Opera-
tionen Replikation (replicate) und Zusammenfigen (join). Bei der Replikation wird ein
Netz mehrfach repliziert, wobei eine ausgezeichnete Teilmenge von Stellen nicht repli-
ziert wird, also allen Replikaten gemeinsam bleibt, und so die Verbindung zwischen den
Submodellen herstellt. Das Zusammigggn zweier oder mehrerer Subnetze geschieht
ebenfalls Uber das Verschmelzen von Stellen. Mit Hilfe dieser beiden Operationen kon-
nen Subnetzéber mehrere Ebenen hinweg hierarchisch miteinander upfkwerden,
wodurch das Gesamtmodell eine Baumstruktur erhalt.

Das unter Ausnutzung der Modell- und Rewardstruktur entwickelte Verfahren zur
Generierung des reduzierten Zustandraums eines Stochastic Activity Networks wird
in Abschnitt 3.6 angesprochen.

3.4 Umgang mit dem Zustandsraumproblem
beim Ubersetzungsvorgang

In den beiden folgenden Abschnitten wird beschrieben, viarend ded)bersetzungs-
vorgangs von der Modellbeschreibung auf hoherer Ebene in die zugehorige Markovkette
darauf geachtet werden kann, dal? sowohl Zwischendarstellungsformen (wie z.B. der
Erreichbarkeitsgraph eines stochastischen Petrinetzes) als auch der Zustandsraum der
schliel3lich entstehenden Markovkett&glichst klein bleiben. In Abschnitt 3.4.1 wird

dazu auf die frihzeitige Elimination zeitloser Transitionen bei verallgemeinerten sto-
chastischen Petrinetzen eingegangen. In Abschnitt 3.4.2 wird eine neuartige Semantik
fur stochastische Prozel3algebren vorgestellt, mit deren Hilfe Prozel3terme direkt in die
Transitionsratenmatrix der zug@tgen Markovkettéibertihrt werden. Dieser Abschnitt

geht insoferriiber die Betrachtung des reinélbersetzungsproblems hinaus, als in ihm
auch eine wesentliche Erweiterung der Prozel3algebra TIPP, namlich um einen Operator
zur Darstellung von replizierten Teilmodellen, eingjedft wird.



3.4 Umgang mit dem Zustandsraumproblem bélbersetzungsvorgang 55

3.4.1 Elimination zeitloser Transitionen bei GSPN
wahrend der Erreichbarkeitsanalyse

Bei solchen Petrinetzen vom Typ GSPN, die eine grol3e Zahl verschwindender Markie-
rungen haben, ist es sinnvoll, diese im Verlauf der stationaren oder transienten Analyse
so fruh wie nbglich zu eliminieren, da sie ohnehin die Wahrscheinlichkeit Null zu-
geordnet bekommen. Gewohnlich geschieht das Eliminieren erst nach Aufstellen des
gesamten Erreichbarkeitsgraphen.odiich ist aber auch die Eliminierung der zeitlo-

sen Transitionen bereits auf Netzebene. Wir haben im Abschnitt 3.2 gesehen, dal3 die
Vereinfachung von GSPN-Netzen derartige Vereinfachungen leisten kann.

Schlief3lich ist als dritte Nglichkeit eine Eliminationrwahrenddes Aufbauens des Er-
reichbarkeitsgraphen denkbar [Ciardbal, 1991]. Dabei kann man wie folgt vorge-
hen: Wird bei der Erzeugung neuer Markierungen eine verschwindende Markierung
gefunden, so benutzt man die Schaltwahrscheinlichkeiten aller in dieser Markierung
schaltbaren zeitlosen Transitionen, um die Rate in die verschwindende Markierung auf
ihre Nachfolgermarkierungen aufzuteilen. Dies ist in Abb. 3.6 (a) dargestellt, wobei
stabile Markierungen durch ein “s”, verschwindende Markierungen durch ein “v’ ge-
kennzeichnet sind.

Abbildung 3.6: Die durchgezogenen Pfeile zeigen das Aufteilen der Rate in
eine verschwindende Markierung auf die Nachfolgermarkierungen.
(a) einfacher Fall, (b) Schleifen zwischen verschwindenden Markierungen.

Bei diesem Verfahren werden lediglich die stabilen Markierungen permanent gespei-
chert, wahrend die Informatioriiber verschwindende Markierungen so bald wiégm
lich geléscht wird.

Die Vorteile dieser Methode liegen in dem reduzierten Speicherbedarf fur den Er-
reichbarkeitsgraphen. Man erkauft sich dies durch einen unter anehsh kbheren
Rechenaufwand, da ein und dieselbe verschwindende Markierung von verschiedenen
stabilen Markierungen aus erreichbar sein kann, im Verlauf der Berechnung also mehr-
fach auftauchen kann. In diesem Fall mufte die Ermittlung der Nachfolgezustande
der verschwindenden Markierung und die entsprechende Aufteilung der Rate mehrmals
erfolgen. Ein weiterer Nachteil sind Schwierigkeiten, die sich ergeben wenn Schlei-
fen zwischen verschwindenden Markierungen existieren, siehe Abb. 3.6 (b). Dann sind
komplizierte Datenstrukturen notwendig.
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3.4.2 Matrix-Semantik fur stochastische Prozel3algebren

Fur TIPPYS | eine modifizierte Version der in Abschnitt 2.2.2 @éhmten ProzeRalgebra
TIPP, wurde von Rettelbach und Siegle eine sogenannte Matrix-Semantik entwickelt
[Rettelbach und Siegle, 1994]. Die Modifikation der Sprache gégenTIPP besteht

aus der Hinzunahme eines Replikationsoperators und aus dem Verzicht auf einen all-
gemeinen Paralleloperator und Ausblendeoperator. Um die Notation der im folgenden
diskutierten semantischen Regeln so einfach wie moglich zu halten, sei zunachst ange-
nommen, dafd die Sprache nillber einen einzigen Aktionstyp, die Aktion verfugt.

Die Erweiterung auf mehr als einen Aktionstyp ist auf einfache Weise moglich und
wird am Ende dieses Abschnitts angesprochen, siehe Seite 63. Der Sprachumfang von
TIPPYS wird also durch die folgende Grammatik festgelegt

Pu:=0]X]| (a,r).P | P+P | recX:P | sP

Der neu in die Spache TIPP aufgenommene Replikationsoperatprbeschreibt die
n-fache Parallelschaltung eines Prozesses mit sich selbst, watliei Menge der syn-
chronisiert stattfindenden Aktionen angibt. Er kann also mit Hilfe eines gewohnlichen
Paralleloperatorg s wie folgt ausgedickt werden.

A= AlsAlls... [lsA
‘71,?1:31
Eine Erweiterung des Sprachumfangs von TiPPist geplant.
Die neue Matrix-Semantik erlaubt ein direktebersetzen von ProzeRtermen in die
Darstellung der zugehigen Markovkette als Transitionsratenmatrix. Damit wird die
aufwendige Erreichbarkeitsanalyse vermieden, welche auf dem tblichen Weg zur Ge-
winnung der Markovkette bei der Berechnung des beschrifteten Transitionssystems not-

wendig ist. Bei der Abbildung von Prozelitermen auf die zugehorigen Ratenmatrizen
wird sichergestellt, dal3 eine erzeugte Matrix folgende wichtigen Eigenschaftéit: erf

e Laut Konvention wird der erste Zustand als Startzustand angenommen, und alle
Zus@inde niissen vom Startzustand aeseichbar sein. Dies wird gefordert, um
zu vermeiden, dafd fur unerreichbare Zustande Speicherplatz vergeudet wird.

* Es wird nicht vorausgesetzt, dal3 die Matrizen eine irreduzible Markovkette be-
schreiben. Vielmehr sindeduzibleMarkovketten, also solche mit absorbierenden
Zustinden bzw. absorbierenden Teilmengen von &ud¢n erlaubt.

» Die Matrix beschreibt eine Markovkette, die nicht weiter zusammenfal3bar ist (siehe
Abschnitt A.2), die also in diesem Sinmeinimal ist.

* Da stochastische Prozel3algebren auch die qualitative Analyse Ut#enssollen,
sind Schleifentransitionen, d.h. Transitionen von einem Zustand zuriick zu sich
selbst, sinnvoll. Daher sind die verwendeten Matrizen nicht Generatormatrizen,
sondern haben nichtnegative Diagonalelemente.

Die Matrix-Semantik enthlt die beiden folgenden Definitionen, die die Zuweisung
von den elementaren Prozel3terntefgestoppter Prozel3) und (Prozefvariable) zu
elementarenl x 1-Matrizen beschreiben:

Qo == (0)
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Mit @) 4 wird allgemein die dem Prozel3terrmhdurch die Matrix-Semantik zugeordnete
Matrix bezeichnet.

Die komplexen Prozef3termen entsprechenden Transitionsmatrizen werden aus diesen
elementaren Matrizen mit Hilfe von semantischen Reg@llie Operatoren der Sprache
aufgebaut. Die Semantik eines Operators der Sprache beschreibt also die Art der
Verkniipfung der den Operanden zugeordneten Matrizen. Daher spricht man auch
von einerkompositionellen Semantilbie Regeln iir Pafixoperator, Auswahloperator,
Rekursion und Replikation seien hier jedoch nicht ausfuhrlich und nur exemplarisch
dargestellt.

Prafixoperator

O AN O--0
0

Qpn.A = : Qa
0

Abbildung 3.7: Matrix-Semantik des Prafixoperators

Die Semantik fir den Péfixoperator, also das Vorschalten einer Aktien\) vor einen
Prozel34, ist in Abb. 3.7 dargestellt. Dabei wird angenommen, daf3 die zum Prozel3term
A gehbrende Matrix() 4 schon bekannt ist, d.h. in vorausgegangenen Schritten ermittelt
wurde. Die Matrix fur den Termja, A).A ergibt sich ausy 4 durch Erweiterung um
eine Zeile und eine Spalte, deren einziges von Null verschiedenes Elemenineder
Position(1,2) ist. Dieses\ reprasentiert die Rate vom neuen Anfangszustand in den
Nachfolgezustand, den alten Anfangszustand des Prozédss&sgen der momentanen
Beschrankung der Sprache TIBP auf einen einzigen Aktionstyp (die Aktiom) tritt

der Name der Aktion in den Matrizen nicht explizit auf, sondern steht implizit fest.

Qa = Q@)n.A =

Abbildung 3.8: Semantik des &fixoperators bei zusammenfal3baren @nden

Es ist moglich, dal3 die nach dieser einfachen Regel konstruierte Matrix eine zusammen-
fallbare Markovkette beschreibt. Man kann leicht zeigen, daf’ dies genau dann der Fall



58 3 Methoden fur die effiziente Modellierung grof3er Systeme

ist, wenn der ProzelRl einen Zustand endit, von dem aus eitbergang nur in den
Anfangszustand voA moglich ist, und zwar mit derselben Rate Dieser Zustand kann
dann mit dem neu hinzukommenden Zustand zusammengefal3t werden. In diesem Fall
muld zur Erzeugung der Matri@, ) 4 lediglich die Matrix().4 permutiert werden, so
dal3 der betreffende Zustand an die erste Stelle gelangt. Dies ist in Abb. 3.8 dargestellt.

Auswahloperator

Dieser Operator beschreibt eine Auswahl zwischen zwei alternativen Verhalteml

B. Die erste stattfindende Aktion bestimmt, ob sich der Prozel3 in der Folgelwie
oder wie B verhalt. Der Grundgedankeif die Matrix-Semantik des Auswahloperators
ist in Abb. 3.9 dargestellt.

o 9A 0 9B
Qa = QB -
0 aa dB
o 9A
QA 0
Qa+B =
98
0 o
0

Abbildung 3.9: Grundidee der Matrix-Semantiltrfden Auswahloperator

Im Anfangszustand sind alle Transitionen moglich, die4noder in B stattfinden
konnen. Daher ist die erste Zeile vans,.p aus den ersten Zeileps und ¢p der
Operandenmatrizen zusammengesetzt. Die gesamte erste Spalte ist mit Nullelementen
besetzt, da der Prozel3 sich nach einmal erfolgter Entscheidung in der Folge entweder
wie A oder wie B verhalt und niemals zum Ausgangszustand zuriickkehren kann.

Damit ist jedoch nur das Grundprinzip der Semantik fur den Auswahloperator beschrie-
ben. Die so erzeugte Matri¥ 4 p erfullt nicht notwendigerweise die oben geforderten
Eigenschaften der Erreichbarkeit und Minimalitat. Es zeigt sich, dal3 die Anfangszu-
stande der Prozessé und B in der resultierenden MatrixX) 4, p unerreichbar sein
konnen. Dies ist genau dann der Fall, wenn die erste Spalte der Matri¢() 3) nur
Nullelemente enthalt. Trifft dies zu, so kann der vormalige Anfangszustandivds)
eliminiert werden.
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Schwerer wiegt die Tatsache, d@3. p Teilmengen von zusammenfal3baren Zusien
beinhalten kann. Dieser Fall tritt ein, wenh und B gemeinsames Teilverhalten
aufweisen. Um dieses Problem in den Griff zu bekommen, wird eine Normalform
fur Transitionsratenmatrizen definiert, die auf der “Inselstruktur” der Matrizen basiert.
Als Inseln werden dabei Teilmengen gegenseitig erreichbareaddstbezeichnet. Die
Verwendung dieser Normalform erleichtert das Lokalisieren gemeinsamen Teilverhaltens
wesentlich. Er das Erkennen und Zusammenfassen des gemeinsamen Verhaltens von
A und B wird ein entsprechender Algorithmus angegeben, welcher die Normalform-
eigenschaften ausnutzt, aber trotzdem recht aufwendig ist.

Rekursionsoperator

Wir wollen an dieser Stelle nur den Grundgedanken der Matrix-Semantik fur den
Rekursionsoperator beschreiben, da dieser Abschnitt ja nur exemplarisch das Prinzip
der Matrix-Semantik zeigen soll. Um die zum Prozel3teretnX : A gehorende
Matrix zu bestimmen, wird angenommen, dal3 die Mafpix fur den Prozel¥ bereits
vorliegt. Uns interessieren hier nur die Falle, in denendirdie Prozel3variableX
vorkommt, da andernfalls der Rekursionsoperator keinen Effekt hat. Die allgemeine
Struktur der Matrix@ 4 ist in Abb. 3.10 (links) dargestellt. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit kann man annehmen, dal3 sich der Einfkagn der letzten Position
befindet. Mehr als eineX -Eintrag kann eine Matrix in Normalform nicht enthalten, da
mehrereX -Eintrage beim Aufbau vor) 4 als identisches Verhalten erkannt und daher
zusammengefal3t twden.

1
A

+
Qa = %Al QA |Ia Qrecx:a =| x| QA
A

Abbildung 3.10: Grundidee der Matrix-SematilirfRekursion

Der Rekursionsoperator bedeutet informell, da3 immer dann, wenn innerhalb des Pro-
zessesA die ProzelRvariabl& auftaucht, der Prozel3 in seinen Anfangszustandckir
springt. Deshalb entsteht die in der rechteiifté der Abbildung wiedergegebene Matrix
Qreex:4 aUS(Q) 4 durch Aufaddieren der letzten Spat;é auf die erste Spalte}1 und
anschlielendes Streichen der letzten Zeile und Spalte. 8ktssich so interpretieren,

daR einUbergang in den Zustand gleichbedeutend ist mit einetdbergang in den
Anfangszustand des Prozesses.

Auch hier sinduber das dargestellte Grundprinzip hinaus weitergehéhmglegungen

in bezug auf Minimalitat und Normalform der entstehenden Maix.x.4 notwendig,
worauf an dieser Stelle aber nicht eingegangen werden soll.
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Replikationsoperator

Zur Ermittlung der Transitionsratenmatiix. 4 fir den Replikationsoperator macht man
sich dieselben Zusammenhange zunutze, die spater in Abschnitt 4.6 zur Reduktion des
kombinierten Zustandsraums replizierter Submodelle verwendet werden.

Nimmt man zu@dchst an, dal3 keine Synchronisation stattfindet, da® als§ gilf), so
wird das Verhalten des-fach replizierten Prozesses durch die Matrix

Q=Q4801®.. 00

n mal

beschrieben. Dabei bezeichnet der Operatadie Tensorsumme von Matrizen (siehe
Anhang B). Die so definierte Matrix) beschreibt fir » > 1 eine zusammenfal3bare
Markovkette, ist also in diesem Sinne nicht minimal. Unter der Annahme{da@ie
Dimensions hat, folgt, daf¥) von der Dimensiors™ ist.

Zur Identifizierungaquivalenter Zuginde betrachten wir nun eine Tupeldarstellung. Die
s™ Zustande vorQ) konnen wie folgt mitn-Tupeln aus den Zifferd0.1,....s— 1} in
aufsteigender lexikographischer Reihenfolge durchnumeriert werden:

Zustando = ( 0o 0o cee 0 )
Zustand1 = ( 0 . 0 cee 1)
Zustands™ — 1 = ( s—1, s—1, cee s—1)
Im allgemeinen bezeichnet das Tugél,is,....i,) einen Zustand, in dem sich das
k-te Replikat des Prozesselsim Zustand:; befindet,k = 1,...,n. Aus Symmetrie-

betrachtungen ist bekannt, dal® alle Zustande, deren Tupeldarstellungen auseinander
durch beliebige Permutation hervorgehen, eine Teilméumgevalenter (und deshalb zu-
sammenfal3barer) Zustande darstellen. Insgesamt exis(i’éj_épl) solche Teilmengen
aquivalenter Zustande.

Daher hat die minimale Matri)@!gA, die das Verhalten volfj A beschreibt,("ji;l)

Zustinde. Jeder Zustand vdjg!aA reprasentiert eine Teilmenge voaquivalenten,
also zusammenfalRbaren Zustanden der Mapix Als Reprasentant fur eine solche
Teilmenge wird das lexikographisch kleinste Element ausdpdtw Zum Beispiel ist das
Tupel012 der Reprasentant fur die Teilmeng@l 2, 021, 102, 120, 201, 210}. Man kann
sich zwei verschiedene Wege zur Konstruktion der Ma@ip“fA aus ()4 vorstellen,
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siehe Abb. 3.11.

QA >QA®QA6"'®Q\

Q!QA
Abbildung 3.11: Zwei Wege zur Konstruktion der Matri. 4

Das explizite Aufstellen der Tensorsumme und anschlie3endes Zusammenfassen der
aquivalenten Zusinde vare extrem aufwendig. Wir haben eben gesehen, dal} die
Zwischenmatrix() die Dimensions” hat! Daher schlagen wir einen Algorithmus

vor, der die reduzierte Matrh@w direkt aus der Matrix) 4 berechnet. Dieser Weg
entspricht dem direkten Pfeil in Abb. 3.11.

An dieser Stelle erlautern wir den Algorithmus anhand eines Beispiels. Die formale
Beschreibung eines entsprechenden Algorithmiis die Modellwelt von Kapitel 4
befindet sich in Abschnitt 4.6. In Abb. 3.12 ist eine MatKxy; der Dimension3
vorgegeben. Aul3erdem sind auch die Matriiggh und Q!L?A dargestellt. Man kann
beobachten, dal’ die Eintrage der beiden letztgenannten Matrizen auf einfache Weise
aus den Eintigen von@ 4 entstehen. Zur Verdeutlichung des Vorgehens wurden f

die von Null verschiedenen Eintrage der Ausgangsmadfrixverschiedene natirliche
Zahlen verwendet, so darfdie Eintége der zusammengesetzten MatriZgggh und

Q%A ersichtlich wird, aus welchen Eidtgen der Ausgangsmatrix sie entstanden sind.

Um die Elemente der MatrixQ!aA allgemein formal zu spezifizieren, definieren wir
zunachst die Hilfsfunktion ndifft1,¢1), welche die Anzahl der Ziffern zuickgibt, in
denen sich zwei Tupel; und t; unterscheiden. Die Position einer Ziffer innerhalb
des Tupels ist bei dieser Betrachtung irrelevant, da Tupel, die durch Permutation
auseinander hervorgehen, aquivalente Zustande bezeichnen. Genau hier vollzieht sich
also detUbergang von der Betrachtung der individuellen Replikate zu einer abstrakteren
Sicht, die nur die Anzahl der sich in einem bestimmten Zustand befindlichen Replikate
bericksichtigt.

Als Beispiel fur die Funktion ndiff ergibt sich nd{ff00, 001) = 1, ndiff(011,112) =1

und ndiff 011, 122) = 2. AufRerdem definieren wir die Gewichtsfunktian(t), welche

die Haufigkeit des Vorkommens der Zifferim Tupel ¢ angibt. Z.B. ergibt sich
wp(001) = 2 und w1(001) = 1.

Seien nurw undt die beiden:-Tupel, welche den Ausgangs- und den Zielzustand eines
Ubergangs bezeichnen. Dann laRt sich die Transitionsrate#om Ausgangs- in den
Zielzustand wie folgt allgemein schreiben:

> wi(o)a;; falls ndiff(o, 1) =0
L €0
To.t = N w;(0)ay; falls ndiff (0, 1) = 1 (3.1)

0 sonst,
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222 3x5

Abbildung 3.12: Beispiel fur die Konstruktion der Matr@%

Der erste der dreiddle bezieht sich auf die Eiriige auf der Diagonalen vaimz.A. Diese
beschreiben den Fall einer Schleifentransition eines Replikats vom Zustanden
Zustand:. Dafur wird die Ratea;; mit dem Gewicht der Ziffer im Ausgangszustand,
also der Anzahl der sich im Zustandefindlichen Replikate, multipliziert.

Im zweiten Fall unterscheiden sich Ausgangs- und Zielzustand um genau eine Ziffer
(wobei wiederum die Position einer Ziffer innerhalb des Tupels irrelevant ist). Wir neh-
men an, dal’ eine Zifferdurch ein; ersetzt wurde. Dann ergibt sich die Transitionsrate
als a;; multipliziert mit dem Gewicht der Ziffer im Ausgangszustand.

Im dritten Fall unterscheiden sich Ausgangs- und Zielzustand um mehr als eine Ziffer.
Da simultane Transitionen unter Markovschen Bedingungen mit Wahrscheinli¢hkeit
auftreten, ergibt sich die Transitionsrate in diesem Falloals

Bei den eben angestellten Betrachtungen waren wir davon ausgegangen, dal3 keine
Synchronisation zwischen den Replikaten existierte, da &lso (). Was geschieht



3.4 Umgang mit dem Zustandsraumproblem bélbersetzungsvorgang 63

nun im FallS # () ? Unter der Annahme, daf3 alle durch die Mattix beschriebenen
Aktionen vom Typa sind und dafd Uber synchronisiert wird, ist in obiger Definition
fur die Matrix() die Tensorsumme durch das Tensorprodukt zu ersetzen, mahadgo

Q=04004Q...00,

n mal

Die Teilmengen zusammenfal3barer Zuste sind hier dieselben wie im unsyn-
chronisierten Fall und es lafl3t sich ein entsprechender Algorithmus angeben (siehe
Abschnitt 4.6).

Wenn die Ausgangsmatrix)4 reduzibel ist, nissen die Zuginde des replizierten
Modells in einer Reihenfolge entsprechend der Inselstruktur(yg@rgeneriert werden,
damit die resultierende Matri@,aA wiederum Normalform besitzt.

Mehrere Aktionstypen

Um zwischen verschiedenen Aktionen unterscheiden@nén ist es notwendig, die
Sprache TIPPS so zu erweitern, daR neben der Aktiorauch andere Aktionstypen
zulassig sind. Das in diesem Abschnitt dargestellte Vorgehen kann dazu wie folgt
ausgebaut werden: Die Matrixeiage der einem Prozel3terrh zugeordneten Matrix

Q4 werden durch Tupel ersetzt, und zwar so, dal} jede Komponente des Tupels
die Ubergange beiiglich eines bestimmten Aktionstyps beschreibt. Béitverpiifen

der Aquivalenz von Zustanden muR nun diguivalenz beziiglich aller Aktionstypen
uberpiift werden, d.h. zwei Zuahde lbnnen nur dann akquivalent betrachtet werden,
wenn aquivalentes Verhalten bezuglich aller Aktionstypen vorliegt.

Bei der Anwendung der semantischen Regéinden Replikationsoperator ist ein dif-
ferenziertes Vorgehen notwendig, wenn von der Replikation sowohl unsynchronisierte
als auch synchronisierte Aktionen betroffen sindir feden Aktionstyp, d.h.iir jede
einzelne Komponente eines Tupels, ist dann zu entscheiden, ob die Regel fur unsyn-
chronisierte oder die Regelif synchronisierte Aktionen anzuwenden ist. Ein solches
differenziertes Vorgehen fir unterschiedliche Ereignisse wird auch in der Modellwelt
von Kapitel 4 benutzt.

Vorteile der Matrix-Semantik

Die bedeutenden Vorteile der Matrix-Semantik fiir die Sprache ¥PBegeniiber dem
herkbmmlichen Vorgehen bei der Generierung der Markovkette sind niclitbause-

hen. Die normalerweise notwendige aufwendige dynamische Erreichbarkeitsanalyse, bei
der die in den Prozeftermen steckende Strukturinformation nicht genutzt werden kann,
entfallt zugunsten eines strukturierten Verfahrens, welches direkt zur minimalen Darstel-
lung der zugebtirigen Markovketteiihrt. Wahrend das Auffinden und Zusammenfassen
aquivalenter Zustande in einem unter Umstanden riesigen Zustandsraum praktisch kaum
durchiuhrbar ist, leistet die neue Matrix-Semantik dies durch ein geordnetes komposi-
tionelles Vorgehen, bei dem schrittweise minimale Matrizen aufgebaut werden.

Die eingeschrankte Sprache TIEP, anhand derer das Konzept der Matrix-Semantik
eingefihrt wurde, erllt die Anforderungen und \shsche der Benutzer noch nicht.
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Beispielsweise ist eine Erweiterung um einen allgemeinen ParallelopediattefPraxis
unabdingbar. Ebenso wiinscht man sich zur Abstraktion vom internen Verhalten eines
Prozesses einen Ausblendeoperator. Die gramatishe Vorgehensweise bei der Matrix-
Semantik, die Vorteile und die zu ldsenden Probleme sind jedoch klar erkennbar.

3.5 “Intelligente” numerische Verfahren

3.5.1 Dekomposition/Aggregation

Die Idee, einen komplexen Zustandsraum durch Dekomposition beherrschbar zu ma-
chen, wurde zum ersten Mal von Simon und Andio $ysteme aus dem Bereich der
Wirtschaftswissenschaften vorgeschlagen [Simon und Ando, 1961]. Einige Jalee sp
benutzte Courtois dieselbe Vorgehensweise fir die Leistungsbewertung von Rechensy-
stemen [Courtois, 1977]. Bei diesen Azen ist statt der aufwendigen Analysiees
komplexerSystems lediglich die Analysmehrerer einfacheBysteme erforderlich.

Grundsatzlich sind Dekompositionsverfahren fur die Analyse von Markovketten dann
erfolgreich einsetzbar, wenn der ZustandsraunVinreilmengen “kommunizierender”
Zustande partitioniert werden kann. Innerhalb einer jeden Teilmenge herrscht eine starke
Kopplung zwischen den Zustden. Umgekehrt sollte die Kopplung zwischen Zost

den aus unterschiedlichen Teilmengen moglichst schwach sein. Systeme, die diese
Eigenschaft besitzen, bezeichnet manfalg vollstandig zerlegbagnearly completely
decomposable, kurz NCD). Driickt man diesen Sachverhalt in bezug auf die Genera-
tormatrix der Markovkette aus, so bedeutet dies, dal3 diese — entsprechend der Par-
titionierung des Zustandsraums in Teilmengen — eine Blockstruktur aufweisen sollte,
wobei die Eintrage in den Diagonalblocken moglichst grol3 gegenuiber den Eintragen in
den Nichtdiagonalliicken sein sollten.

Das Vorgehen der Dekomposition und Aggregation nach Simon und Ando besteht aus
den drei folgenden Schritten:

1. Dekompositionsschritt:Die Elemente aus den Nichtdiagonalblocken werden ge-
strichen und auf die von Null verschiedenen Elemente in den Diag@c#bxh
aufgeteilt. Die Gute der Approximation hangt in entscheidender Weise von der Art
der Aufteilung ab. Durch diesen Schritt wird das System reduzibel, eallzenf
M unabhangige Systeme. Anschliel3end werden die stationaren Verteilungsvektoren
vi, i =1,..., M, dieser Systeme bestimmt.

2. AggregationsschrittMan betrachtet das sogenannte reduzierte System, welches die
Ubergange zwischen def/ Teilmengen beschreibt. Digbergangsrate vonnach
7 in diesem System ergibt sich als die mjtgewichtete Summe der urspringlichen
Raten aus den zur Teilmenggehrenden Zustnden in Zusinde aus der Teilmenge
j. Dann bestimmt man den stationaren Verteilungsvekibes reduzierten Systems.

3. Kombinationsschritt:Man ertalt die Approximation der bisung des ursginglichen
Systems durch Kombination der in den beiden ersten Schritten berechneten Teillo-
sungen algujv1, ..., uyrvyr). Die statiorre Wahrscheinlichkeit eines Zustands
errechnet sich also aus dem Produkt der Wahrscheinlichkeit, daf3 sich das System
in einer bestimmten Teilmenge befindet)(und der Wahrscheinlichkeit fur den
Zustand innerhalb der Teilmenge;(z)).
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Dieses Approximationsverfahren liefert im allgemeinen umso bessere Ergebnisse, je
schwacher die Kopplung zwischen den Teilmengen ist. Fur die Klasse der sogenann-
ten reversiblen Markovprozesse liefert das Verfahren sogar exakte Ergebnisse [Conway
und Georganas, 1989, S. 119], und zwar unabhangig von der gewahlten Partitionierung,
d.h. unablngig davon, ob Zuande stark oder schwach gekoppelt sind. Conway und
Georganas zeigen, daf’ dieser Sachverhalt die theoretische Grundlage vieler effizienter
Analyseverfahrenifr Warteschlangennetze mit Produktfoasiing bildet (z.B. Buzen'’s
Algorithmus zur Bestimmung der Normalisierungskonstanten, MVA [Conway und Ge-
organas, 1989, Chapter 4]).

Lediglich zur Gegenuiberstellung und Abgrenzung sei an dieser Stelle der orthogonale
Ansatz von Ciardo und Trivedi zur Dekomposition von stochastischen Petrinetzen er-
wahnt [Ciardo und Trivedi, 1993]. Sie identifizieren typische Netzstrukturen (wie Ren-
dezvous, Processor Sharing, Parbegin-Parend, . . . ) welche eine bestimmte Dekompo-
sition des Netzes nahelegen. Da die entstehenden Teilnetze nicht unabhangig von-
einander sind, ist ein iteratives Vorgehen notwendig, wobei in jedem lterationsschritt
jedes Teilnetz Eingabeparameter benotigt, die sich aus der Losung anderer Teilnetze
im vorangegangenen lterationsschritt ergeben. Es werden also Netze bestehend aus
fast unabhangigen Subsystemen (near independent subsystems, kurz NIS) mit Hilfe ei-
nes iterativen Verfahrens analysiert. Der zupy@de stochastische Prozel entspricht

im wesentlichen der Kombination zweier unabhangiger Markovprozesse, seine Gene-
ratormatrix ist daher fast gleich der Tensorsumme zweier kleinerer Generatormatrizen.
Interessant im Hinblick auf Abschnitt 3.5.2 ist die Tatsache, daf3 auch hier genau solche
Netzaufteilungen betrachtet werden, die sogenannear-independenMarkovketten
entsprechen, also Markovketten, deren Generatormatrix annahernd als Tensorsumme
von kleineren Matrizen dargestellt werden kann.

3.5.2 Strukturierte Analyse auf strukturierter
Beschreibung der Generatormatrix

In diesem Abschnitt wird das gemeinsame Grundprinzip einer Klasse von effizienten
numerischen tsungsverfahren dargestellt, welche auf einer strukturierten Modellbe-
schreibung auf hoherer Ebene aufbauen. Bei den hier betrachteten Verfahren wird das
explizite Aufstellen der Generatormatrix des Gesamtmodells vermieden. Statt dessen
benutzt man zur iterativen Berechnung der Losung eine Darstellung der Generatorma-
trix in Form eines Tensordeskriptors.

Unter einemTensordeskriptorverstent man eine strukturierte, speicherplatzsparende
Darstellung einer Generatormatrix. Tensordeskriptoren werden mit Hilfe der Operatoren
Tensorproduktz und Tensorsumme> (siehe Anhang B) aus kleineren Matrizen auf-
gebaut. Neben dem Vorteil der Speicherplatzersparnis ermoglichen Tensordeskriptoren
effiziente numerische Analyseverfahren, die Gegenstand des vorliegenden Abschnitts
sind. Die numerischen Losungsverfahren in den Methoden von Plateau [Plateau, 1985]
und Buchholz [Buchholz, 1992b] sind beide Ausgungen des hier in einem allge-
meinen Kontext dargestellten Vorgehens. Tensordeskriptoren spielen auch in der Mo-
dellwelt von Kapitel 4 eine wichtige Rolle, siehe Abschnitt 4.4.1 und Abschnitt 4.4.2,
insbesondere Gl (4.1).
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Grundstzlich ist das Vorgehen bei der Bestimmung des Vektors der séaéonZu-
standswahrscheinlichkeitenmit Hilfe iterativer Verfahren so, dal3 die Matrixgleichung

Q) =0
in eine Fixpunktgleichung der Form
mH =

ubertihrt wird, welche man auch als Eigenvektorproblem auffassen kann. Die Matrix
H hangt funktional von der Generatormattixab, d.h. man kann schreibéh= f(Q).
Aus dieser Fixpunktgleichung leitet sich dann die folgende Iterationsvorschrift ab:

71—(”) _ 7T("_1)H

Daher wird die MatrixH als Iterationsmatrixbezeichnet.

Als Beispiel betrachten wir die Iterationsmatridrfden Spezialfall der sogenannten
Power-Methode. Sie ist durch den Ausdruék,, = QAt + I gegeben, wobei
At < 1/(max (|gi;|)) sein mu3. Andere Verfahren wie das Jacobi-Verfahren, das GauR3-

Seidel-Verfahren oder das SOR-Verfahren arbeiten ebenfalls mit einér abgeleiteten
Iterationsmatrix.

Wir nehmen nun an, dafl} die Generatormafixn Form eines Tensordeskriptors aus
den MatrizenAq, A, ..., A, aufgebaut ist. Wir schreiben kurz

Q = g(AlﬂAZ - ~7A'n,)

Die Funktiong stellt also die Matrix() auf der Basis der Operandety. A>. ..., A,

unter Verwendung der Operatoren Tensorprodtikind Tensorsumme> dar. Um ein
iteratives Verfahren so anzupassen, dal3 es auf der Tensordarstellung der Generatormatrix
() basiert, wird zunachst aus der Tensordarstellung ¢oeine Tensordarstellung der
IterationsmatrixH gewonnen. Das Ergebnis dieses ersten Schrittes ist eine Darstellung
von H als Kombination von Tensorsummen und -produkten.

H = f(Q) = fg(Ar As...... A,))

Fur die Power-Methode z.B. bereitet dieser Schritt keine Schwierigkeiten. Dagegen
missen nach [Buchholz, 1991, S. 41] die anderen genannten Verfahren teilweise modi-
fiziert werden, um diesen Schritt vollziehen zanken.

Die in jedem lterationsschritt auszufilhrende Vektor-Matrix Multiplikatiott 1) 7
erfordert dann die Austhrung der beiden folgenden Operationen:

T é} A; und = é A;
=1 =1

Im folgenden wird dargestellt, dal3 man Ausdriicke von dieser Form auf sehr effiziente
Weise berechnen kann.
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Zunachst betrachten wir das Produkt aus dem Vektarnd einer verallgemeinerten
Tensorsumme. Fir seine praktische Berechnung benutzt man die in der folgenden
Gleichung dargestellteAquivalenzen.

W@Ai ZWZ/I],. ®A1 ®[u,;
=1 =1

=7 PZ,'(Ilﬂu ® A;) Py,
; | (3.2)

A;
A;

n
T i
— ZWPUE . PO',‘
i=1 )

A;

Die verallgemeinerte Tensorsumme laf3t sich zunachst als gewodhnliche Matrixsumme
von Tensorprodukten der Forfy, ® A; ® I,, schreiben (siehe Anhang B, Gl. (B.2)).

Die Summanden werden dann als Permutation von Matrizen das ypse A;
dargestellt, wobei die zugéhgen Permutationsmatrizen mﬂUT (Zeilenpermutation)

und P, (entsprechende Spaltenpermutation) bezeichnet sind. Zieht man den ¥ektor
unter das Summationszeichen, so gelangt man zu derikiggg Darstellung.

Das Produkt des permutierten Vektors = wP(E mit der Matrix [;,,, ® A; ist des-

halb so effizient berechenbar, weil letztere die oben angedeutete Form hat: Die Matrix
besteht au$liui)2 Blocken, wobei alle Diagonalitke gleich der Matrix4; sind und

alle Nichtdiagonalblocke verschwinden. Matrizen diese Typs nennt manNwaichal-
faktoren(normal factor). Bei der Multiplikation eines Vektors mit einem Normalfaktor
sind also jeweils Teile des Vektors mit der Matris zu multiplizieren. Dieser Multi-
plikationsvorgang kann daher sehr einfach und parallel durdhgefverden. Auf der
aulleren Ebene der Summe konnen allSummanden unabhangig und daher parallel
berechnet werden.

Samtliche in Gl. (3.2) benutzten Permutationen mussen nicht explizit ausgefuhrt werden,
sondern werden durch geschickte Adreftransformationen realisiert. Ebensowenig wird
man in der Praxis die Matrizefy,,. ® A; explizit aufstellen.

Auf ahnliche Weise lal3t sich eine effiziente Berechnung des Produkts aus einem Vektor
und einem verallgemeinerten Tensorprodukt wie folgt erreichen:

7T®Ai = 7T]i[[lq; ® A; ®[1u
i=1 i=1

= 1PL(I1,u, ® A1) Ps, PL(T1yu, @ A2) Py, ... PE (I, 0, @ Ay) Py,

n

=77t (Ih wy X Al)PO'Lz (Ilz Uy X AQ)PO'QQ s PJ,L,L,,,(Iln,un X A'n,)Pa,L

(3.3)

Zunachst wird das verallgemeinerte Tensorprodukt als Matrixprodukt von Matrizen das
Typs [;, ® A; ® I, geschrieben (siehe Anhang B, Gl. (B.1)). Dann folgt durch die

Anwendung von Permutationen eine Umwandlung dieser Matrizen in Normalfaktoren.
SchlieRlich wird die Hintereinanderausfilhrung zweier PermutatioRenund P

Ti41
durch eine einzige Permutatiaf,, .., ersetzt.
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Im Gegensatz zur oben beschriebenen Multiplikation eines Vektors mit einer verall-
gemeinerten Tensorsumme ist hier — da es sich um die Berechnung eines Produkts
handelt — auf def@ulReren Ebene ein sequentielles Vorgehen notwendig: Die beiden
Schritte Adref3transformation (zur Realisierung einer Permutation) und Multiplikation
mit einem Normalfaktor werden insgesamtimal wiederholt.

Da auch bei den numerischen Verfahren fur die transiente Analyse von Markovprozes-
sen die Vektor-Matrix Multiplikation eine wichtige Rolle spieltpknen auch solche
Verfahren vorteilhaft auf einer Darstellung der Generatormatrix in Form eines Tensor-
deskriptors aufbauen.

3.6 Ausnutzung von Modellsymmetrien in strukturierten Modellen

Moderne parallele oder verteilte Systeme sind oft aus einer grof3en Zahl gleichartiger
oder zumindest ahnlicher Komponenten aufgebaut. Man denke z.B. an hochparallele
Rechensysteme mit Hunderten oder Tausenden von identischen Prozessoren. Ein wei-
teres Beispiel sind lokale Rechnernetze, an welche eine Vielzahl von Workstations an-
geschlossen sind. Hinzu kommt, dal3 gleichartige Komponenten oft auch gleichartige
Aufgaben wahrnehmen und daher in einem Modell durch dasselbe stochastische Ver-
halten nachgebildet werden konnen. Es kommt also oft vor, dal3 ein strukturiertes Mo-
dell teilweise gleichartige Komponenten (z.B. Submodelle) beinhaltet. Wir bezeichnen
diese Eigenschaft alSymmetrie

Symmetrien treten nicht nur bei der Modellbeschreibung auf hdherer Ebene auf, sie
spiegeln sich auch in der Struktur des zugdpen Zustandsraums wider. Die sich

aus den Symmetrien ergebende Strukturierung des Zustandsraums resultiert oft darin,
daf dieser dann mit Hilfe des Konzepts der Zusammenfal3barkeit (siehe Anhang A.2)
reduziert werden kann.

Die ldee der Zustandsraumreduktion durch die Ausnutzung von Symmetrien ist nicht
neu. Diese Technik wurde bereits in einer Vielzahl veroffentlichter Fallstudien ange-
wendet, jedoch meist in einer auf die spezielle Anwendung zugeschnittenen Weise (z.B.
[Bhandarkar, 1975; Kant, 1988]). Das bedeutet, daf? in jedem Einzelfall die Intuition
und Erfahrung des Modellierers kgt wird, um Symmetrien in der Modellbeschrei-
bung zu erkennen, die Symmetrien im Zustandsraum wiederzufinden und schlief3lich
das Prinzip der Zusammenfal3barkeit auszunutzen. Eine automatisierbare und dadurch
auch durch Werkzeuge unterstiutzte Ausnutzung von Symmetrien ist auf diese Weise
nicht moglich.

Erst in jungeren Arbeiten wurde versucht, das Erkennen und die Ausnutzung von Sym-

metrien bereits als festen Bestandteil in das methodische Vorgehen bei der Modellierung
zu integrieren. Im folgenden sind funf solche Ansatze fur ein allgemeines Vorgehen bei

der Modellierung genannt, in denen die Ausnutzung von Symmetrien eine wesentliche
Rolle spielt:

* In [Atif, 1992] wird eine Verbesserung der iterativeddungsmethode aus [Plateau,
1985] fur Modelle mit Symmetrien beschrieben. Dabei wird insbesondere die
Reevaluierung symmetrischer Teiléalwrend der Multiplikation eines Vektors mit
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dem Tensordeskriptor vermieden. Die Darstellung des Tensordeskriptors selbst
bleibt jedoch unberihrt.

* In den beiden in [Balbcet al, 1988] angegebenen Beispielen werden identische
GSPN-Submodelle zusammengefaltet. Da keine farbigen Petrinetze verwendet wer-
den, also lediglich eine einzige Klasse von Tokens zuriggrhg steht, iihrt dies
zum Verlust der Identitat der Auftrage im System. Der durch das Falten erzielte
Gewinn besteht aber in einer Reduktion des Zustandsraums. In dieser Arbeit ge-
schieht das Falten ad hoc, ist also nicht grundsatzlich Bestandteil der Methode und
bleibt dem Modelliereriberlassen.

In [Buchholz, 1992a] wird beschrieben, wie eine automatisierbare Symmetrieaus-
nutzung in den Kontext von [Buchholz, 1992b] eingebaut werden kann. Der in
Kapitel 4 der vorliegenden Arbeit vorgestellte Ansatz einer strukturierten Modell-
beschreibung mit besonderer Bekichtigung von Modellsymmetrien ist mit die-

ser Symmetrieausnutzung verwandt. Da sich jedoch unsere Modellwelt von der
Buchholz’schen unter anderem dadurch unterscheidet, dal3 sie die Spezifikation von
Modellen mit replizierten Submodellen vorsieht, ist es uns moglich, eine effizi-
ente Prozedurilr die Berechnung der Matrizen des reduzierten Modells anzugeben
(siehe Abschnitt 4.6).

« Im Rahmen der Stochastic Well Formed Nets [Chiola und Franceschinis, 1989;
Chiolaet al, 1990a; Chiolaet al,, 1990b] treten Symmetrien auf natirliche Weise
in Erscheinung und sind als solche automatisch erkennbar. Die Methode zur Aus-
nutzung symmetrischer Netzmarkierungen basiert auf der Definition Ameirva-
lenzrelation auf der Menge der farbigen Netzmarkierungen. Markierungen die durch
zulassige Permutation ineinander Gberfuhrt werden kdnnen, werden als aquivalent
betrachtet. Zuissige Permutationen sind dabei solche, die Farben auf Farben der-
selben Klasse (bzw. Unterklasse) abbilden. Bei geordneten Unterklassen sind nur
Rotationen zudssig, da hier die relative Reihenfolge der Objekte beibehalten wer-
den muf3.

Auf diese Weise gelangt man zu dem Konzept der symbolischen Markierung. Eine
solche bildet eineAquivalenzklasse von geitnlichen Markierungen und wird
durch einen aufgrund der lexikographischen Ordnung eindeutig bestimmten Re-
prasentanten (die kanonische Form der symbolischen Markierungdsesgrert.
Aufbauend darauf wird eine symbolische Schaltregel (symbolic firing rule) defi-
niert, welche derUbergang zwischen den symbolischen Markierungen beschreibt.
Man kann mit Hilfe dieser symbolischen Schaltregel einen symbolischen Erreich-
barkeitsgraphen (symbolic reachability graph, SRG) direkt erzeugen und aus die-
sem eine Markovkette ableiten. Von dieser wird gezeigt, dafl} sie isomorph zu
der Markovkette ist, die durch Zusammenfassen iggegr den gewhnlichen Er-
reichbarkeitsgraphen erzeugbaren Markovkette entstehen wirde. Es ist mit Hilfe
des symbolischen Erreichbarkeitsgraphen al$glioh, ohne den Umwegber den
gewodhnlichen Erreichbarkeitsgraphen zu einer Reduktion des Zustandsraums des
Modells zu gelangen! Dies stellt ein wichtiges Ergebnis dar, da gerade der ge-
wohnliche Erreichbarkeitsgraph — obwohl es sich nur um eine Zwischendarstel-
lungsform handelt — aufgrund seiner Grol3e die praktische Analyse eines Modells
unmoglich machen kann. Dieses Vorgehen ist voll automatisierbar, da die syntak-
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tische Modellbeschreibung die gesamte Informaiidwer Symmetrien enéit. Die
Autoren machen jedoch keine Aussage uber die Effizienz des Verfahrens.

Fur dieselbe Modellbeschreibungsmethode wurde ein weiteres Verfahren zur Re-
duktion des Zustandsraums entwickelt, die sogenannte Decolourization [@hiola

al., 1991a). Es ist dann anwendbar, wenn Farben redundant sind, da sie sich gleich
verhalten. Die Methode leistet das Erkennen und Eliminieren solcher Farben und
ist unablangig von der Methode des symbolischen Erreichbarkeitsgraphen. Beide
Techniken Bnnen also kombiniert werden und sich so&zen.

Wie bereits in Abschnitt 3.3.3 erwahnt, ist in der Modellwelt der Stochastic Ac-
tivity Networks ein spezieller Operator zur Spezifikation replizierter Submodelle
vorgesehen. Fur diese Methode wurde ein Algorithmus fur die direkte Berechnung
eines reduzierten Zustandsraums aus der Modellspezifikation entwickelt [Sanders
und Meyer, 1991]. Der direkte Weg von der Modellbeschreibung auf hoherer Ebene
zum reduzierten Zustandsraum hat den wichtigen Vorteil, dal3 ein untedbdest

sehr grof3er und daher wegen Speicherbeschrankungen nicht realisierbarer Zustands-
raum niemals, auch nicht als Zwischenergebnis, aufgebaut werden muf3. Bei der
Erzeugung des reduzierten stochastischen Prozesses wird zum einen die Netzstruk-
tur, insbesondere das Vorhandensein replizierter Subsysteme, und zum anderen die
Reward-Struktur ausgenutzt. Diese Methode wird in dem Werkzeug UltraSAN be-
nutzt [Couvillion et al, 1991; Sanderst al, 1994].

Die im Abschnitt 3.4 erlauterte Matrix-Semantik fur die ProzeRBsprache "fPP

stellt einen Replikationsoperator zur Mégung. Die Semantik gedtrleistet eine
Abbildung von Prozelitermen auf eine Ratenmatrix, die die éoltig zusammen-
gefaldte zugehorige Markovkette beschreibt.
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von Systemen mit Symmetrien

In diesem Kapitel wird ein neuer Ansatz vorgestellt, eine Modellwelt, die eine struk-
turierte Modellbeschreibung und -auswertung erlaubt. Sie zeichnet sich dadurch aus,
daf3 sie nicht nur di®eschreibung/on Systemen mit replizierten Teilsystemen unter-
stutzt, sondern auch effiziente Verfahren fur diealysesolcher Modelle bereitstellt.
Insbesondere ist ein Verfahren zur Reduktion des Zustandsraums in Gegenwart repli-
zierter Teilmodelle fester Bestandteil der Modellwelt. Diese Zustandsraumreduktion
fugt sich nahtlos in die strukturierte Analyse auf der Basis eines Tensordeskriptors ein
und erganzt diese dadurch in idealer Weise.

Die hier entwickelten Ideen und Resultate haben allgemeine Giltigkeit. Zur Modellbe-
schreibung auf &iherer Ebene besdmkt sich unsere Modellwelt zéaohst auf den For-
malismus der stochastischen Automaten als einer zustandsorientierten Beschreibungs-
methode. Zur Erlauterung der Zustandsraumreduktion wird namlich auf eine matrix-
orientierte Darstellung ziickgegriffen, da die Argumentatiarber Zusammenfal3barkeit

von Zustanden nur auf dieser Ebene zu fuhren ist. Obwohl es die Anschaulichkeit et-
was beeintichtigt, hat dieses Vorgehen den Vorteil, sehr allgemein zu sein. Bereits
in Kapitel 2 wurde die enge Verwandtschaft zwischen stochastischen Automaten und
stochastischen Prozel3algebren festgestellt. Dies bedeutet, dald in die hier vorgestellte
Modellwelt durchaus auch mit Hilfe einer SPA beschriebene (Teil-)Modelle hineinpas-
sen. Etwas schwieriger, aber trotzdem denkbar ist die Integration von stochastischen
Petrinetzmodellen oder Warteschlangenmodellen. Es ist also ohne weiteres moglich,
innerhalb ein und desselben Gesamtmodells unterschiedliche Modellierungsmethoden
zur Spezifizierung der einzelnen Submodelle zu verwenden, d.h. die hier vorgestellte
Modellwelt unterdifitzt den Multi-Paradigmen-Ansatz.

In diesem Kapitel wird bewul3t eine minimale Modellwelt beschrieben. Dies geschieht
aus Grunden der Verstandlichkeit und um die Notation tbersichtlich zu halten. Mogliche
Verallgemeinerungen und Erweiterungen der Modellwelt finden sich in Kapitel 5.

Die Darstellung einer strukturierten Modellwelt ist auf zwei Weisdighth: Man kann
“bottom-up” vorgehen, ausgehend von den einzelnen Modulen und darauf aufbauend
zu immer groRReren Einheiten gelangend, oder aber “top-down”, beginnend mit der
Gesamtsicht und anschlielender Verfeinerung. Wir entscheiden ungrdenfletzteren

Weg.

4.1 Das Gesamtmodell

Unsere Modellwelt sieht einen modularen, strukturierten Modellaufbau vor. Auf ober-
ster Ebene wird das sogenanfdesamtmodel{overall model) definiert, welches eine
abstrahierte Sicht auf das gesamte modellierte System darstellt. Eine solche Sicht erlaubt
es dem Benutzer, ein System als Ganzes zu betrachten, ohne durch die Einbeziehung
von momentan uriitigen Details dieUbersicht zu verlieren.

71
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Das Gesamtmodell besteht aus Modulen, den sogenasuiemodellen Sie kbnnen
untereinander in mehr oder weniger enger Beziehung stehen. Wir sprechen daher von
interagierenden Submodelleniirdie Anzahl der Submodelle, die das Gesamtmodell
ausmachen, wird die Variable verwendet.

Ein wichtiges Merkmal der strukturierten Modellierung ist die Tatsache, dafd Submodelle
unabhangig voneinander spezifiziert werden. Dies erlaubt es dem Modellierer, sich bei
der Modellspezifizierung auf Teile des Gesamtsystems zu konzentrieren.

Das stochastische Verhalten des Gesamtmodells wird durch einen Markovprozel’ be-
schrieben, welcher sich durch dlgberlagerung der den Submodellen zuigyéden
Markovprozesse unter Beriucksichtigung moglicher Abhangigkeiten zwischen diesen
Prozessen ergibt. UfF die quantitative Analyse eines Modells ist es notwendig, die
dem Gesamtmodell zugehorige Generatormatrix zu erzeugen. Als erster Schritt auf die-
sem Weg wird fir jedes Submodell aus seiner Beschreibung ailfeher Ebene eine
Menge von Matrizen generiert, durch welche das Verhalten des Submodells eindeutig
charakterisiert ist.

Auf die Techniken zur Erzeugung der einem Submodell zagghn Matrizen aus
seiner Beschreibung aufoherer Ebene wird im Rahmen dieses Kapitels nicht mehr
eingegangen. Die Verfahren zur Erzeugung des Zustandsraums und der Zustands-
ubergainge aus denéamgigen Modellbeschreibungsmethoden sind bekannt. Man denke
z.B. an die Konstruktion der Markovkette aus einem stochastischen Petrinetz tber
die Zwischendarstellung des Erreichbarkeitsgraphen, vgl. Abschnitt 2.2.3, oder an die
Erzeugung der Markovkette aus einer prozel3algebraischen Modellbeschreibung tiber ein
beschriftetes Transitionssystem, vgl. Abschnitt 2.2.2.

Mit dem hier vorgestellten Ansatz soll eineédglichst allgemeine Modellwelt erfal3t wer-
den. Daher wird fur alle Submodelle, ganz gleich mit welcher Modellierungsmethode
sie formuliert sind, eine zustandsorientierte Sicht favorisiert. Im Gegensatz dazu wurde
in anderen Arbeiten (z.B. in [Buchholz, 1992b]) eine Auftrags- bzw. Token-orientierte
Sicht verwendet, die eine teilweise knappere Form der Darstellung zulal3t, gleichzei-
tig aber den Nachteil hat, daf3 die Interaktion zwischen Submodellen auf einige wenige
Primitive eingeschrankt ist. Diese Primitive beschreibenldeergang eines Teils (Auf-

trag oder Token, im Englischen allgemein als “entity” bezeichnet) von einem Submodell
in ein anderes. Durch die zustandsorientierte Sicht sind in unserer Modellwelt belie-
bige Synchronisationen zwischen zwei oder mehr Submodeltggiich. Diesen \Vorteil

der Allgemeinheit der zustandsorientierten Sicht erkauft man sich allerdings mit dem
Nachteil einer geringeren Anschaulichkeit.

4.2 Submodelltypen

In Abschnitt 3.6 wurde bereits auf die zunehmend wichtige Rolle von Systemen hinge-

wiesen, die aus sich gleich oder ahnlich verhaltenden replizierten Komponenten beste-
hen. Der erste Schritt auf dem Weg zu einer effizienten Modellierung solcher Systeme
ist die ldentifizierung identischer (replizierter) Komponenten des realen Systems, die

sich im Modell auf natirrliche Weise als eine Reihe identischer Submodelle widerspie-

geln werden.
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Abbildung 4.1: Allgemeiner Aufbau des Gesamtmodells aus zu
Gruppen desselben Typs zusammengefalRten Submodellen

Diesem PAnomen wird in der hier diskutierten Modellwelt durch Vorkehrungeén f

die Spezifizierung replizierter Komponenten Rechnung getragen, mit dem Ziel, im
nachfolgenden Analyseschritt einen automatisierbaren Weg zur Zustandsraumreduktion
zu ermoglichen. Dazu werden bei der Spezifikation des Gesamtmodells gleichartige
Submodelle zu Gruppen zusammengefaldt. Gleichartige Submodelle werden Submodelle
desselberSubmodelltypgienannt und oft auch asymmetrischhezeichnet.

Der allgemeine Aufbau eines jeden Gesamtmodells ist in Abb. 4.1 schematisch darge-

stellt. Man erkennt, daf3 sich das Gesamtmodell aus vielen Submodellen zusammensetzt,
von denen jeweils einige denselben Typ haben. Graphisch wird der Typ eines Submo-

dells durch seine geometrische Form angegeben. Alle Submodelle eines Typs liegen

innerhalb eines gestrichelten Kastens, d.h. in derselben Gruppe.

Wir wollen hier den Begriff des Submodelltyps sehr eng fassen: Zwei Submodelle sind
genau dann vom selben Typ, wenn das eine ein genaues Replikat des andern darstellt,
beide also identisch sind. Andere, allgemeiner@ghhkeiten, d.h. eine Lockerung der
Forderung nach exakter Gleichheit, werden in Kapitel 5 diskutiert.

Die Anzahl unterschiedlicher Submodelltypen in einem Gesamtmodell wird mit der
Variable ¢ benannt. Die Anzahl der Submodelle vom Typvird mit »; bezeichnet,

i =1...c. Daraus ergibt sich fur die gesamte Anzahion Submodellen die Beziehung

C
n = E n;
=1

Unter der Annahme, dafl} die Submodelle vom Tyeweils s; mogliche Zustande
annehmen @&nnen, und aus der Tatsache, dal3 der Zustandsraum des Gesamtmodells
gleich dem cartesischen Produkt der Zustandsraume der Submodelle ist, folgt, dal’ die
Anzahl der Zusinde des Gesamtmodells durch

~——

7 ny e

&
n;
§$=51...8182...89...8¢...8. = ||87»
S—— 1 '
1=
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gegeben ist. Offensichtlichdkinen auf diese Weise bereits bei der Kombination einiger
weniger Submodelle moderater Grol3e enorme Zustandsraume erzeugt werden!

Es ist an dieser Stelle wichtig, darauf hinzuweisen, daf3 aufgrund der Bedingungen,
die sich aus der Synchronisierung von Submodellen ergeben, nicht alestnde
tatsachlich erreichbar sein missen. Darin steckt ein potentielles Problem, da unter
Umstanden @ir unerreichbare Zudhde Systemressourcen (Speicherplatz und/oder Re-
chenzeit) verschwendet werden, wodurch sich das Problem der Zustandsraumexplosion
weiter verschlimmert.

Beispiel:
Als Beispiel verwenden wir in diesem Kapitel das bereits aus Kapitel 2 bekannte Modell
eines Multiprozessors mit Breakdown und Repair.

-

Gesamt-
Modell

Die Abbildung zeigt, dal? das Gesamtmodell Submodelle dreier unterschiedlicher Typen
beinhaltet, namlichProcessoy Bus-Arbitrator und Repairman Wir betrachten einen
Fall mit (N =)n; = 2 Prozessoren.

4.3 Beschreibung der Submodelle

Fur die Beschreibung des Verhaltens der Submodelle ist der Begriff des Ereignisses
von zentraler Bedeutung. Efareignis (event) ist der zeitlose Zustandsiibergang eines
Submodells oder der gleichzeitige zeitlose (synchronisidit®drgang von mehreren
Submodellen. Es ist in diesem Zusammenhang wichtig, den Ereignisbegriff nicht mit
dem Begriff der Aktivitit zu verwechseln. EinAktivitat wird durch zwei Ereignisse
begrenzt und ist mit einer Zeitdauer versehen, wahrend Ereignisse als instantane Zu-
standsiberginge zeitlos sind.

Es gibt verschiedene Arten von Ereignissen. Im einfachsten Fall unterscheidet man
zwischeninternen und synchronisierenderEreignissen. Interne Ereignisse betreffen
nur ein einziges Submodell,alrend ein synchronisierendes Ereignis den gleichzeiti-
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gen Zustandswechsel von mindestens zwei Submodellen bewirkt. Synchronisierende
Ereignisse sind demzufolge dafur geeignet, Abhangigkeiten zwischen Submodellen zu
spezifizieren.

Das Eintreten eines Ereignisses setzt voraus, dal3 bestiwariiedingungeriiir dieses
Ereignis eriillt sind. Die Vorbedingungifr ein lokales Ereignis ist dann étft, wenn

sich das betreffende Submodell in einem bestimmten Zustand befindet. Vorbedingung
fur ein synchronisierendes Ereignis ist i.a. eine bestimmte Zustandskombination der an
diesem Ereignis beteiligten Submodelle.

Die Verzogerungszegines Ereignisses ist die Zeit zwischen der Erfullung der Vorbe-
dingungen iir dieses Ereignis und dem Eintreten des Ereignisses. Obwohl das Ereignis
selbst zeitlos ist, kann man ihm also eine Verzogerungszeit grof3er Null zuordnen. Die
Verzogerungszeit eines Ereignisses im Modell ésgntiert beispielsweise eine Bear-
beitungszeit oder eine Zwischenankunftszeit im realen System. Da der Moment, in
dem die Vorbedingungen eines Ereignisseslirind, stets durch ein anderes Ereignis
markiert wird, entspricht die Verzogerungszeit eines Ereignisses immer der Dauer einer
durch zwei Ereignisse begrenzten Aktatit

Im Kontext zeitkontinuierlicher Markovmodelle wird mit Raten operiert, welche die
Parameter negativ exponentieller Verteilungen darstellen. Jedes Ereignis ist deshalb mit
einer Rate assoziiert, welche die Verteilung der Verzogerungszeit eindeutig bestimmt.
Raten von Ereignissendknen aus unterschiedlichen Bereichen @eitvwerden. Im
Rahmen der grundsatzlichen Beschreibung der Modellwelt wollen wir uns zunachst auf
den einfachsten Fall konstanter endlicher Raten basklen, d.h. einer Ratec R™,

die ein Ereignis mit exponentiell verteilter Verzdogerungszeit kennzeichnet. Maogliche
Erweiterungen, z.B. Ereignisse mit einer verschwindenden dgenzingszeit, sind in
Abschnitt 5.1.1 behandelt.

Bei gleichzeitigem Eiilltsein der Vorbedingungenif verschiedene (interne oder syn-
chronisierende) Ereignisse tritt ein Wettbewerb (race policy) ein. Man kann sich diesen
als ein Ablaufen von Stoppuhren (timer) vorstellen: Jedem Ereignis, dessen Vorbe-
dingung erfullt ist, ist eine Stoppuhr zugeordnet, die eine Stichprobe der stochastisch
verteilten Verbgerungszeitiir dieses Ereignis repsentiert. Alle Stoppuhren werden
gleichzeitig gestartet. Die Stoppuhr mit der kiirzesten Laufzeit bestimmt, welches Er-
eignis als @Achstes eintritt. Wegen der Gexhtnislosigkeit der Exponentialverteilung
konnen beim Eintreten des Ereignisses alle Stoppuhren zuriickgesetzt werden um dar-
aufhin gemeinsam mit dglicherweise neu hinzukommenden Stoppuhren neu gestartet
zu werden.

4.3.1 Interne Ereignisse

Der unablngige Zustandbergang in einem einzigen Submodell wird als internes
(lokales) Ereignis bezeichnet. Andere Submodelle sind von einem internen Ereignis
nur insofern beihrt, als sich durch den neuen Zustand nach Eintreten des internen
Ereignisses die Vorbedingungen fur synchronisierende Ereignisse andern konnen.

Ein Submodell vom Typ: kann s; verschiedene Zughde annehmen. Daher wird
das interne Verhalten von Submodellen des Typd.h. die durch interne Ereignisse
moglichen Zustandgberginge, durch eine Matrh@;") der Dimensions; beschrieben.
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Diese Matrix ist dieselbelf alle Submodelle des Typs sie entkilt die den internen
Ereignissen von Submodellen dieses Typs zugehorigen Raten. Konnen in Submodellen
vom Typ i keine internen Ereignisse stattfinden, so @ﬁ) = 0.

Beispiel:
Fur die Zusénde und Zustandbergange orientieren wir uns an der Darstellung des
Multiprozessorbeispiels als SAN-Modell gemal? Abb. 2.5, S. 15. Die Matr@%h
haben daher folgende Darstellung:

work 0 A A

w. for bus 1

(Processor) — 1) = (Bus Arb.) — ) —
Q I q access 2 Q I (?2 Q

down 3

u. repair 4

idle 0
w. forbus 1 1

downgrade 2

(Repairman) = 3) =
< T

repair 3
w. for bus 2 4

upgrade 5

Die Matrizen fir die internen Ereignisse sindrfdieses Beispiel extremidn besetzt
da fast alle Zustandsuibergange mit synchronisierenden Ereignissen assoziiert sind. Die
sich daraus ergebende Problematik werden wir weiter unten in der Fortsetzung des
Beispiels diskutieren.

4.3.2 Synchronisierende Ereignisse

Das Eintreten eines synchronisierenden (globalen) Ereignisses bewirkt den gleichzeiti-
gen Zustandsubergang von zwei oder mehr Submodellen. Die Vafddzeichnet die
Menge der synchronisierenden Ereignisse im Gesamtmodalleif synchronisierendes
Ereignise € E wird mit )\, die ihm zugehorige Rate angegeben.

Die Matrix QEJ’) beschreibt die raglichen synchronisierten Zustaridterginge tir Sub-

modelle des Typsg. Sie gibt an, welche Vorbedingungen beziglich Submodellen vom
Typ ¢ fur das Eintreten des synchronisierenden Ereignissadillt sein niissen, und
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Ereignisse

intern synchronisierend
(lokal) (global)

alle SM nehmen tei ein SM pro Tyy

Abbildung 4.2: Grundlegende Ereignistypen

wie diese Submodelle von dem synchronisierenden Ereighiseinflul3t werden. Wie

die Matrix Q}"), so hat auck'” die Dimensions;. Nehmen die Submodelle eines be-
stimmten Typs nicht an dem synchronisierenden Ereignis teil, so ist die entsprechende
Matrix eine Identitatsmatrix, d.h@ﬁf) =1.

Im einfachsten Fall sindir ein synchronisierendes Ereignis bighich der Typzuget-

rigkeit von Submodellen zwei mogliche Semantiken vorgesehen: Entweder nalfimen
Submodelle eines Typs an dem synchronisierenden Ereignis teil, oder aber es nimmt nur
ein einzigesbeliebiges (daher nicht von vornherein eindeutig bestimmbares) Submodell
des Typs an dem Ereignis teil. Im ersten Fall verlangt die Vorbedingung, dal3 alle Sub-
modelle eines Typs zur Teilnahme an dem synchronisierenden Ereignis bereit sind, im
zweiten Fall muf3 lediglich eines bereit sein. Mit diesen beiden Moglichkeiten ist man
bereits in der Lage, die wichtigsten Synchronisationsmuster wie z.B. Barrier Synchro-
nisation oder das Rendezvous zwischen einem Submodell und genau einem Submodell
eines anderen Typs auf elegante Weise zu modellieren.

Die bisher beschriebenen grundlegenden Ereignistypen sind in Abb. 4.2 dargestellt.
Aufbauend darauf sind verschiedene Erweiterungen denkbar, siehe Abschnitt 5.1.3.

Es stellt sich an dieser Stelle die Frage nach der Lokalitat der Rate. Dabei kdnnen
zwei unterschiedliche Standpunkte vertreten werden: Zum einen ist es moglich, immer
eines der an einem synchronisierenden Ereignis teilnehmenden Submodelle als Aktor
auszuzeichnen und alle anderen teilnehmenden Submodelle als passiv zu betrachten. In
diesem Fall nissen die Eintige in der Matrix des Aktors die Rate des synchroni-
sierenden Ereignisses enthalten, wahrend die in den Matrizen der passiven Teilnehmer
moglichen Zustandserdginge jeweils durch einé eingetragen werden. Der Wett

wird verwendet, da die Raten spater multipliziert werden. Diese Sichtweise fuhrt im
Zusammenhang mit typisierten Submodellen jedoch zu Schwierigkeiten. Sollen sich
z.B. alle n;, Submodelle eines Typs durch das Ereiganisynchronisieren, so mufte
eines davon als Aktor ausgezeichnet werden, was der perfekten Symmetrievorstellung
widerspricht. Ein anderer moglicher Fall, der Schwierigkeiten macht, ist die Synchroni-
sation von genau einem Submodell vom Tymit genau einem Submodell vom Tyjp

wobei beide Teilnehmer nicht eindeutig vorherbestimmt sind.

Deshalb wird von uns ein zweiter Standpunkt bevorzugt: Wir betrachten alle an einem
synchronisierenden Ereignis teilnehmenden Submodelle als gleichberechtigt, d.h. eine



78 4 Eine Modellwelt fur die strukturierte Modellierung von Systemen mit Symmetrien

Unterscheidung zwischen Aktor und passiven TeilnehmerraéntAlle Matrizen vom

Typ Q!) enthalten demzufolge lediglich-Eintrage, und die Rat@. des synchronisie-

renden Ereignisseswird in einer separaten Tabelle festgehalteiir olche synchro

nisierenden Ereignisse, bei denen nicht von vornherein feststeht, welche Submodelle

tatsachlich teilnehmen werden, hat dieses Verfahren den Vorteil, auf die schwie

rige a

priori Festlegung eines Aktors zu verzichten. Auf diese Weise sind also auch flexible

Synchronisationsmuster modellierbar.

Beispiel:
Die folgende Tabelle gibt einebberblick Uiber die synchronisierenden Ereignisse
Multiprozessorbeispiel:

Ereignisname Beteiligte Submodelle
grant busd (Proc. 14 Proc. 2)® Bus Arbitrator
release bus (Proc. 14 Proc. 2)® Bus Arbitrator
start repair (Proc. 1@ Proc. 2)® Repairman
grant bush Repairmang Bus Arbitrator
preempt (Proc. 1@ Proc. 2)® Repairman
release bus Repairman® Bus Arbitrator
up (Proc. 14 Proc. 2)® Bus Arbitrator® Repairman

Um die Art der Interaktion zwischen den teilnehmenden Submodellen anzud

werden in der rechten Spalte der Tabelle die Symlsolend ¢ verwendet, je nachdem

m

euten,

ob alle beide oder nur eines derocessorSubmodelle an der Synchronisation mit den

Submodellen der anderen Typen teilnimmt. Diese Symbole spiegeln die weiter

unten

verwendete Tensorbeschreibung wider, siehe Abschnitt 4.4. An den beiden Ereignissen

grant bus hund release bus hsind dieProcessotSubmodelle gar nicht beteiligt.
Als Beispiel fir Matrizen des TprS) sind nachfolgend die Matrizen angegeben,

die

sich auf das synchronisierende Ereiggiant bus Ibeziehen. Da der Repairman nicht

an diesem Ereignis teilnimmt, ist die zugehorige Matrix eine Identitatsmatrix.

(Processor) _ (1) _ (Bus Arb.)  _ (2) _
grantbud — grant bud - grant bud — yrant bud
0 1 2 3 4 0 1
work 0 bus idle G 1
w. for bus 1 1 bus used 1
access 2
down 3 (Repairman) _ (3) _
Qgrant bud — Tgrant bud 6 !
u. repair 4
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Da es in diesem Beispiel drei Submodelltypen und sieben synchronisierende Ereignisse
gibt, werden insgesan#t x 7 = 21 Matrizen des Typiggf) erzeugt. Man beobachtet,
dal3 zwischen den einzelnen Submodellen eine sehr starkinglgkeit herrscht. Diese
drickt sich —wie bereits weiter oben festgestellt — zum einen dadurch aus, daf3 die
Matrizen fur die internen Ereignisse sehiith besetzt sind. Zum andern zeigt sich das

in der Tatsache, dal3 von den insgesamt5 x 2 x 6 = 300 Zustanden des Produkt-
zustandsraums aufgrund der durch die Synchronisationen gegebenen &iksolgen
nur 51 tatsachlich erreichbar sind, vgl. Tab. 2.2, S. 37.

Daraus mul3 man schliel3en, dal3 die Methanelés vorliegende Multiprozessorbeispiel
wenig geeignet ist, da zu viele unerreichbare Zustande vorliegen, im Verhaltnis zur Zu-
standszahl der einzelnen Submodelltypen also zuviel Interaktion zwischen Submodellen
existiert.

Allgemein ist festzustellen, dal3 die Anwendung der hier diskutierten Methode der mo-
dularen Modellbeschreibung und des im folgenden beschriebenen Tensordeskriptors nur
dann vorteilhaft ist, wenn Submodelle ein im wesentlichen in sich abgeschlossenes
Verhalten aufweisen und nur relativ schwach mit ihrer Umwelt interagieren, also bei
grolReren Beispielen mit vielen internen Ereignissen. Es fallt daher schwer, ein nicht-
triviales und trotzdem noch auf dem Papier darstellbares Beispiel zu finden, welches
einerseits verschiedene Submodelltypen, andererseits einige synchronisierende Ereig-
nisse beinhaltet.

4.4 Die Generatormatrix des Gesamtmodells

4.4.1 Tensordeskriptoren

In diesem Abschnitt wird das Prinzip der Generierung der Generatormatrix eines struk-
turierten Markovmodells aus Matrizen, die das Verhalten von Submodellen beschreiben,
erlautert. Dazu werden die Operatoren der Tensoralgebratigenderen Grundlagen

in Anhang B.1 dargestellt sind. Ausgangspunkt fur dieses Vorgehen sind die folgenden
grundlegenden Fakten:

Angenommen, es liegen zwei undlngige zeitdiskreteMarkovprozesseX; und X»
vor, die durch die stochastischélbergangsmatrize® und P, spezifiziert sind. Wir
wollen den kombinierten stochastischen ProzeBetrachten, dessen Zustandsraum als
das cartesische Produkt der beiden Zustangse von/; und I’ gegeben ist. Dann
besitzt der kombinierte stochastische Pro2éRlie stochastisch&bergangsmatrix?,

die sich als das Tensorprodukt véh und P, schreiben &f3t:

P:P1®P2

Fur den Fall zweier unabhangigeeitkontinuierlicherMarkovprozesse mit den Gene-
ratormatrizen?); und - existiert ein analoger Zusammenhang. Hier ist die Generator-
matrix des kombinierten stochastischen Prozegseggeben als

Q=01 ®Q
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Rein intuitiv kann man sich vorstellen, dal3 das Tensorprodukt ein Operator ist, der
den gleichzeitigenZustandswechsel zweier (oder mehrerer) unabhangiger Markovpro-
zesse ausdckt. Im Fall zweier unaldngiger zeitdiskreter Markovprozesse geschieht

zu jedem Zeitschritt in beiden Prozessen ein Zustandsubergang (der allerdings mit
Wahrscheinlichkeitp;; zum vorigen Zustand ziick fuhren kann). Daher wird hier

der Operator Tensorprodukt verwendet. Umgekehrt driickt der Operator Tensorsumme
den (asynchronen) Zustandswechsel nur eines der beiden beteiligten Markovprozesse
aus. Aufgrund dieses Sachverhaltes werden im folgenden die beiden Tensoroperatoren
benutzt, um die Generatormatrix des Gesamtmodells als Tensorausdruck unter Verwen-
dung der Submodellmatrizen darzustellen.

4.4.2 Der Tensordeskriptor fir das Gesamtmodell

In diesem Abschnitt wird ein sehr allgemeiner Ausdruck fir den Tensordeskifiptor
eines strukturierten Markovmodells in unserer Modellwelt angegeben und diskutiert.

Aus den im vorigen Abschnitt angestellteiberlegungen folgt, daR sich die Generator-
matrix des Gesamtmodells auf die in Gl. (4.1) dargestellte Weise konstruieren laf3t.

¢ 1 ¢

=@ B+ RO - (O @)

i=1 \ j=1 e€F i=1 \j=1 i=1 \j=1

Te‘ilr 1 Te;lr 2 Tezlr 3
An der Form von() erkennt man, dal® die Generatormatrix des Gesamtmodells aus drei
Teilen besteht:
Der erste Teil bezieht sich auf die internen Ereignisse invd&@ubmodellen. Er ist als
Tensorsumme aus Matrizen vom T@” aufgebaut, da die lokalen Ereignisse einzelne
unabhangige Zustandsiibergange auf dem Produktzustandsraum bewirken. Die Tensor-
summe ist nach Submodelltypen strukturiert. Es handelt sich also um eine zweistufige
Tensorsumme, wobei im Inneren die Tensorsumme Uber die identischen Matrizen der
zum Submodelltyp getdrigen Submodelle (davon gibt es Stiick), und imAuReren
die Tensorsumme Uber alle Submodelltypen gebildet wird (esgibiterschiedliche
Submodelltypen). Man beachte, dal3 die Operanden der inneren Tensorsumme unab-
hangig vom Index sind, d.h. die innere Tensorsumme stellt folgenden Ausdruck dar:

@Q;“ — 95“ ® Q,(“ ®...D Q,(li
j=1 ~

n; mal

Der zweite Teil bezieht sich auf die synchronisierenden Ereignisse £. Auch

hier ist wie beim ersten Teil die Zweistufigkeit der Schreibweise bemerkbar. Auf der
aul3eren Ebene wird das Tensorprodukt gebildet, da synchronisierende Ereignisse einen
gleichzeitigen Zustandstibergang aller teilnehmenden Submodelltypen bewirken. Wir
verwenden in Gl. (4.1) auf der inneren Eberie die Verkrupfung der Matrizer(v)g’)

die Notation®, um synchronisierende Ereignisse unabhangig von ihrer Semantik mit
einer einheitlichen Schreibweise zu behandeln. Das Symhst entweder alsx oder
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als® zu interpretieren, in Abdingigkeit von der Semantik des Ereignisse$-alls alle
Submodelle des Typs am synchronisierenden Ereignisteilnehmen, isto durch ®
Zu ersetzen (gemeinsamer Zustarnmsgang). Wenn nur ein Submodell vom Typm
Ereignise teilnimmt, wird ® durch den Operatof ersetzt.

Da wir — wie oben dargelegt — von einer Synchronisation unter gleichberechtigten

Partnern ausgehen, wird die dem Ereignigugeldrige Rate\. dem Tensorausdruck
fur die synchronerUbergange vorangestellt.

Dem dritten Teil, der aus den Matrizen vom Tm aufgebaut ist, kommt keine
eigenstandige Bedeutung zu. Dieser Teil wird vielmehr benotigt, um die Diagonal-
elemente der Generatormatrix des Gesamtmodellsigheh der synchronisierenden
Ereignisse so anzupassen, dal3 alle Zeilensummen der entstehenden(Mgteich

Null sind. Matrizen des Typ@&ff,, enthalten nur auf der Hauptdiagonalen von Null
verschiedene Eintrage. Daste Diagonalelement einer Matr'@f)j’},/ ist gleich derk-ten
Zeilensumme der entsprechenden Maﬂjﬁp

Falls die Submodelle des Typs/on einem bestimmten synchronisierenden Erelgnls

nicht betroffen sind, so handelt es sich bei den betreffenden Mat@ﬁe)-nund QP "
um ldentitatsmatrizen.

Beispiel:
Die Darstellung der Generatormatrigrfdas Multiprozessorbeispiel in Form eines Ten-
sordeskriptors) erfolgt wegen des Umfangs des entsprechenden Ausdrucks nur unvoll-
standig. Es sind nur die sich auf die internen Ereignisse und auf das synchronisierende
Ereignisgrant bus Ibeziehenden Teile angegeben. Die Terme fur die anderen sechs
synchronisierenden Ereignisse sind entsprechend aufgebaut.

n; 1 1

3 3 . 3
=D 69@, QO -® @@Si%

i=1 j=1 eeFE i=1 \j=1 i=1 j=1
Teil 1 Teil 2 Teil 3

<O(P1 oc.) o Q(Pl()( ) @ OI(B'u,s Arb.) o Q(Repa,irma,n) Teil 1
(Proc.) (Proc.) (Bus Arb.)

+ )\97'“"7”' busl ((Q rant bus [ ® qumt busl Qgr(mt busl ® [6 Teil 2

+...
(Proc.) (Proc.) (Bus Arb.) .

- )‘g'r(m,t busl ((Qg'rant busl,n ® qumt busl,n ® qumt busl,n ® 16 Teil 3

Wir wollen nun noch eine duale Sicht auf die internen Ereigniss&lenen: Betrachtet
man interne Ereignisse als eine spezielle Art synchronisierender Ereignisse, an denen
genau ein einziges Submodell teilnimmt, so kann man alle Ereignisse als synchronisie-
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rend auffassen. Man gelangt so zu folgender vereinheitlichter Darstellung:

¢ i ¢

=Y RO -® O (42)

eEE! =1 \j=1 =1 \j=1

Die Menge E' entsteht aus durch Hinzunahme der internen Ereignisse. Diese
Schreibweise ist zwar auf den ersten Blick etwaigpanter, iir die Praxis ist jedoch

die in GI. (4.1) angegebene Form zu bevorzugen, da dort alle internen Ereignisse
eines Submodells iriner Matrix Qg”) zusammengefaldt sind,ahrend bei der zweiten

Schreibweisedr jedesinterne Ereignis’ zwei MatrizenQS) undQS?n berbtigt werden.
Wir haben eine Modellweltifr die strukturierte Modellierung vorgestellt, die voll von

der Speicherplatzersparnis des Tensordeskriptor-Ansatzes (vgl Abschnitt 3.5.2) profi-
tiert. Die numerische Analyse des Gesamtmodells kann direkt auf de&astapation

der Generatormatrix des Gesamtmodéllsaals Tensordeskriptor durchgefuhrt werden.
Daher kann auf die Generierung des Gesamtzustandsraums und das explizite Aufstellen
von () verzichtet werden. Es kommt also nicht zu dem enormen Speicherplatzaufwand

fur die Generatormatrix des Gesamtmodells.

Im Vergleich zu filheren Anatzen weist die hier beschriebene Modellwelt bereits an
dieser Stelle einige bemerkenswerte Erweiterungen auf. An erster Stelle steht die Ein-
fuhrung von Submodelltypen, wodurch verschiedene Synchronisationsmusteritiziterst
werden, und die in der Folge eine signifikante Reduktion des Zustandsraums ermog-
lichen werden. Es ist aber hier auch darauf hinzuweisen, daf} die bisher vorgestellte
Modellwelt lediglich eine erste, minimale Konfiguration darstellt, die auf verschiedene
Weise erweitert werden kann.

4.5 Generierung eines reduzierten Gesamtmodells

Strukturierte Beschreibung und Analyse auf der Basis von Tensordeskriptoren tragen in
hohem Malie dazu bei, umfangreiche Modelle handhabbar zu machen. Die Analyse
groBer Zustandsraume bleibt aber trotz Anwendung dieser Technik weiterhin sehr
aufwendig in bezug auf dieif die Losung des linearen Gleichungssystemsotigte
Rechenzeit. Daher muf3 nach wie vor das Ziel verfolgt werden, den Zustandsraum zu
reduzieren.

Es wurde in dieser Arbeit bereits mehrfach darauf hingewiesen, dal3 das Vorhanden-
sein replizierter Teilmodelle innerhalb eines Gesamtmodells die Anwendung von Re-
duktionsmechanismen zur Verringerung der Anzahl der ahdst gestattet. In diesem
Abschnitt wird gezeigt, dal’ sich in der oben definierten Modellwelt das Prinzip der
Zusammenfalbarkeit nicht nur auf das Gesamtmodell, sondern bereits auf der Ebene
der Submodelltypen anwenden la3t. Wir werden nachweisen, dald sich dadurch die
groRtmogliche Reduktion des Gesamtzustandsraums erreichen laf3t. Diese Methode hat
auch den Vorteil, daf3 sie sich nahtlos in die speicherplatzsparende Technik der Tensor-
deskriptoren einfugt.

Innerhalb eines Submodelltyps lassen wir per Definition nur solche Submodelle zu, die
exakte Replikate voneinander sind. Daher wird im folgenden vom Konzestialeen
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ZusammenfalRbarke{siehe Anhang A.2) Gebrauch gemacht. Wie man durch Locke-
rung der Symmetriebedingungen auch schwachere Formen der Zusammenfal3barkeit
ausnutzen kann, wird in Abschnitt 5.1.4 angesprochen.

4.5.1 Symmetrische Zusinde auf Ebene der Submodelltypen

Die Vorstellung von Submodelltypen erlaubt es, Symmetrieeigenschaften auf automati-
sierbare Weise bereits zu einenilien Zeitpunkt, zu dem die Teile des Gesamtmodells
unabhangig voneinander (und daher auch parallel zueinander) behandelt werden kon-
nen, auszunutzen.

Dem Ansatz liegt folgende Grundidee zugrunde: Da das Gesamtmodell eine bestimmte
Anzahl replizierter Submodelle desselben Typs alttgibt es Zusinde, diesymme-

trisch zueinander sind. Es stellt sich heraus, dal’3 solche Zustande dieselbe Gleichge-
wichtswahrscheinlichkeit haben, und daf} es daher nicht notwendig ist, sie individuell
zu behandeln. Um den Zustandsraum zu reduzieren, werden alle Submodelle eines
Typs zusammengefaldt und durch ein einziges reduziertes Modell ersethtend der
Konstruktion des reduzierten Modells wirdrfjede Menge symmetrischer Zastle ein
Zustand als Reprasentant ausgewahilt.

Wir bezeichnen mitZ den Zustandsraum des Gesamtmodells. Ein Zustaad/ wird
durch das folgende Tupel charakterisiert:

2= (211, 212, - - Zlnys 2215 222+« < - Z2mgs + -3 Zels 2621 - - -+ Zen,)

In diesem Tupel bezeichnet;, den Zustand des-ten Submodells vom Typ. Zwei
Zustindezx undy gelten genau dann als symmetrisch, wersusz durch Anwendung
einer bestlmmten Art von Permutation hervorgeht, d.h. falls eine PermutationstRatrix

der DlmenS|onZ n; existiert, so dald gily = =P, unter der zuitzlichen Bedingung,

dalR P’ eine Blockdlagonalstruktur aufweist, wie sie in Gl. (4.3) dargestellt ist.

P 0
P
y=zP =z ? . (4.3)

0 P(:

Dabei sind die Blockd’; wiederum Permutationsmatrizen der DimensignUmgangs-
sprachlich ausgedckt bedeutet das, daf? die Permutation mit der Mdtreine Position
innerhalb des Zustandsvektors auf eine andere Position, die innerhalb desselben Sub-
modelltyps liegt, abbildet.
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Beispiel:
Im Multiprozessorbeispiel sind die beiden folgenden Zustande symmetrisch:

( work , wait for bus , busidle , idle ) =(0,1,0,0)
( wait for bus work , busidle , idle ) =(1,0,0,0)
Die ersten beiden Komponenten geben den Zustand der Submodelle vdPnobgssor,

an, konnen also permutiert werden. Neben diesem Paar gilitreidses Beispiel untg
den51 erreichbaren Zustanden weiteé2?® Paare symmetrischer Zustande.

=

Der Zustandsraun® des Gesamtmodells wird nun so in disjunkte Untermengepar-
titioniert, dafd alle zueinander symmetrischen Zustande in derselben Untermenge liegen.
Eine solche Partitionierung definiert eidguivalenzrelation auf dem Gesamtzustands-
raum. Durch die Art der Konstruktion dieser Partition ist garantiert, dal3 die Summe der
Raten aus einem gegebenen Zustahdraus in alle Zustande einer anderen Untermenge
wy fur alle Ausgangszudhde innerhalb einer Untermenge identisch ist:

q(i. J) =Y qli.j)

JEwWy

— E q ill:"':,1:11'[1:“‘7i(71;“‘7i(?nu 7(j11a“‘:jlll1:“‘7,7’(:17"'7,7'(:71/,;)
—_— —_——

jews Perm. mit P, Perm. mit P.
Zielzustand entspr. permutiert
—Ne— —N— A
! ! ! ! 7 ~N
= Z q (7:117 s 77:171/1 [ 7:(717 st 7:(77':C> ; (./].117 s :jlnm s 7j(?17 T 7.7.(371,,;)
JEWy

= (1(7:,, J) = const Vi € wy

Dies ist genau die Bedingundirf gewohnliche ZusammenfalR3barkeit. AufRerdem ist
gewahrleistet, dal3 die Summe der Raten aus einer Untermgnigeeinen gegebenen
Zustand; hinein fur alle Zielzusande innerhalb einer Untermenge identisch ist:

qo(1.5) = ali.j)

1€EW;
= E q (7’117"'77/171/17"'77/017"'77’67lc)1 .7117"'7.7171/17"'7.7(317"'7.7071(‘
- o - >y
E, g . "~ -
1wy Perm. mit P, Perm. mit P.
Ausgangszust. entspr. permutiert A A
. 7 Y 7 N
’ . . . . N .l .l .l ./
= E q (7’117"'77/171/17"'77/017"'77’(17%)1 .7117~~~7.71n17'"7.7(:17"'7.7(:7'%)
1€EW;

= q([,j/) = const V] € wy

Damit ist die Bedingungifr exakte ZusammenfalR3barkeit dglich der definierten Par-
tition ebenfalls eidllt. Da sowohl die Eigenschaften gétnliche Zusammenfal3barkeit

und exakte Zusammenfalibarkeit vorliegen, folgt also insgesamt die Eigenschaft der
strikten ZusammenfalR3barkeit.
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Submodell-
Spezifikation
Erzeugungv
Aufbau -
Submodell- »| Tensordeskriptor,
Matrizen des orig. Modells
Zusammenfassei Aufbau
\
Reduzierte Generatormatrix
Typenmatrizen des orig. Modells
Aufbau l Zusammenfasser
Tensordeskriptor] Reduzierte
des red. Modells Generatormatrix
Tensorbasier Herkdmmliche
num. Analyse num. Analyse
Zustands-
wahrscheinlichkeiter

Abbildung 4.3: Zwei Wege bei der Erzeugung des reduzierten Modells

Aus dieserUberlegungen folgt, daR es zur Ermittlung exakter Analyseergebnisse geniigt,
ein reduziertes Modell zu betrachten, in welchem jédpiivalenzklasse (jede Unter-
menge symmetrischer Zustande) durch genau einen einzigen Zustand reprasentiert wird.
Als Repiasentant wird aus jeder Menge symmetrischer @ derjenige Zustand
ausgewahlt, fur den das folgende Kriterium erfullt ist:

VEe{l,....c}: 211 < ..o < Zppy (4.4)

Es wird also aus jeder Untermenge symmetrischer Zustande das jeweils lexikographisch
kleinste Element als Reg@sentant ausgeilt.

Im Anhang A.2 wird erlautert, dal3 sich die Generatormaftyixies aggregierten Mar-
kovprozesses als das Matrixprodukt

Q=UQV

schreibenaf3t, wobeiV” die Funktion einer Projektionsmatrix urid die Funktion einer
Selektionsmatrix hat.

Wie Abb. 4.3 zeigt, gibt es jedoch in der hier vorgestellten Modellaelei denkbare
Wege zur Erzeugung des reduzierten Modells. Der naive Ansatz fuhrt Gber die explizite
Berechnung der Generatormatrix des Gesamtmodells aus ihrem Tensordeskriptor,
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wie er in Gl. (4.1) gegeben ist und die anschlieRende Multiplikation mit den auf Basis
der Symmetriebedingungen bestimmbaren Matrizennd V. Diese Vorgehensweise
entspache dem rechten Pfad durch das Schema in Abb. 4.3. Wegen der Dimension
der Matrix ) ware ein solches Vorgehen unpraktisch und in vielen Fallen aufgrund von
Speicherplatzbeschmkungen sogar uniglich.

Wir benutzen stattdessen didber die Submodelltypen zur Védung stehende Infor-
mation und fuhren die Aggregierung von Zustanden auf Submodelltypengbedem
Aufbau des Tensordeskriptors durch. Dieses Vorgehen ist im linken Pfad durch Abb. 4.3
dargestellt und bringt die folgenden praktischen Vorteile:

* Das Zusammenfassen von Zustanden geschieht nicht auf der Ebene des Gesamt-
modells, sondern findet auf déberschaubaren Ebene von Submodellen desselben
Typs statt.

» Das Zusammenfassen kann auf effiziente Weise durdhgefverden. In der
Praxis muB nicht auf die allgemeine Methode der Multiplikation= UQV
zurickgegriffen werden, sondern es isbgtich, einen effizienten Algorithmudif
das Zusammenfassen von Zustanden anzugeben (siehe Abschnitt 4.6).

e Fur die anschlieiende numerische Analyse des reduzierten Modells kann der spei-
cherplatzsparende Tensoransatz benutzt werden.

Wir richten daher unsere Aufmerksamkeit auf die zum Tygehorenden Submodelle.
Der kombinierte Zustandsrauti; aller Submodelle vom Typ besitzts;" Zustnde,
wobei jeder Zustand durch eiy-Tupel beschrieben ist. Hier gilt wiederum, dafld zwei
Zustindex = (z1,....2z,,) Undy = (y1,. ... yn,) genau dann symmetrisch sind, wenn
y eine Permutation von ist, d.h. falls eine Permutationsmatri¥ der Dimensionn;
existiert, so dal3 gily = «F;. Es handelt sich dabei um dieselben Matrizénaus
denen die MatrixP in Gl. (4.3) aufgebaut ist.

Wegen der Eigenschaften der Tensoroperatoren sind die Zustande innerhalb des kombi-
nierten Zustandsraums der Submodelle vom Tygxikographisch geordnet. Dies hat
zur Folge, dal? die bei der Zusammenfassung dieser Zustande benotigten Méatrizen
undV lediglich von zwei Parametern alihgen. Diese Parameter sind die Anzahtler
Submodelle dieses Typs und die Kardinalitatdes Zustandsraums eines Submodells
dieses Typs. Es ist also (erstaunlicherweiséplich, die bei der Reduktion verwende-
ten Matrizen undV anzugeben, ohne das konkrete Verhalten der Submodelle, welches
durch dieUbergange zwischen ihren Zustden spezifiziert ist, zu kennen. Die Matri-
zenU undV sind bei gegebenem; und s; a priori bekannt und wir werden sie in der
Folge mit Uy" und V' bezeichnen.
Wir kdnnen nun sofort die Elemente der Matriz€tl' und V' unter Verwendung
von Tupelbezeichnungen fir den Ausgangs- und den Zielzustand angegeben. Fur die
Matrix V' ergibt sich

0 sonst

VI (o). (12 )) = { 1 falls (Iy,....0,,) = Perm(k1, ..., ky,) (4.5)

wobei das/-Tupel die Bedingund; < ... <1, zu erfullen hat, da es in gleicher Weise
wie die Bedingung in Gl. (4.4) einen re&ggentativen Zustand bezeichnet.
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Die Matrix U_* kann auf entsprechende Weise charakterisiert werden:

n; 1 falls ]]n =(k ,...,kn,
U ,L((kl, .. '7k’71¢)1 (117 .. ln,)) = { alls ( 1s ’ 1,) ( 1 l) (46)

0 sonst

Fur das/-Tupel muld die Bedingung; < ... < &, erfullt sein.

Die im Anhang A.2 eiuterten Freiheitsgradérfdie Selektionsmatrix/ (Zustandsge-
wichte) wurden hierbei so gewahlt, dal? auf genau einen Zustand (den Reprasentanten)
das gesamte Gewicht entfallt. Es wird sich herausstellen, dal3 die Konzentration der
gesamten Masse auf einen Zustand die effizienteste Wahl ist, da sie erlaubt, vom Matrix-
produkts@V nur jeweils eine Zeile pro Menge aquivalenter Zustande zu berechnen.

Es soll schon an dieser Stelle kurz darauf hingewiesen werden, dal3 es bei einer
expliziten Berechnung von Matrixprodukten der Fdify C:)(”V_jj* (vgl. Abschnitt 4.5.4,

S. 93) effizienter ist, die linke Matrixmultiplikation vor der rechten auszufuhren, da
U weniger von Null verschiedene Elemente eéitithals V;''. Anders ausgedckt

heiRt das, daR bei umgekehrter Wahl der Reihenfolge im Pragiky”: auch solche
Zeilen berechnet iwrden, welche anschliel3end von der Selektionsméatfixgar nicht
ausgewahlt werden. Diedgberlegung ist wichtig im Hinblick auf Abschnitt 4.6, wo
gezeigt wird, dalRifr die Berechnung der Matrixprodukte ein effizienter Algorithmus
angegeben werden kann, der unter anderem diesen Sachverhalt beruicksichtigt.

4.5.2 Aufbau und Eigenschaften der Projektionsmatrizen

In der folgenden Diskussion werden der Aufbau und einige Eigenschaften der Matrizen
vom Typ V" undU;’ untersucht. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird in diesem
Abschnitt der Index: fallen gelassen, so daf? wir die Projektionsmatrix mjt und

die Selektionsmatrix mit/' bezeichnen werden, ohne dabei zu vergessen, dal3 diese
Matrizen zur Zusammenfassung von Zustanden auf Ebene der Submodelle des Typs
dienen.

Zunachst soll die Ausgangssituation noch einmal kurz allgemein beschrieben werden:

Ausgangspunkt: Gegeben ist ein Markovproze3 mit Zustandsraum
Z={(z1,29,....2n) | Vi: 0< 2z <s—1}. Die Zustande sindn-Tupel,
wobei jede Komponente verschiedene Werte annehmen kann.

Ferner ist einé\quivalenzrelation= auf Z auf folgende Weise definiert
Va,b € Z : a = b <= (a ist Permutation von b)

Es folgt daraus unmittelbar, dal der Zustandsralin= |7| = s" verschiedene
Elemente beinhaltet. Aufgrund kombinatorisch#serlegungen beigt die Anzahl der
AquivalenzklasserC” = ("jf;l). Wir wollen die MatrizenU und V ermitteln, die

fur das Zusammenfassen dieses stochastischen Prozesgggtlveerden. Es geht also
darum, eine Projektionsmatrix zu bestimmen, welche eine Abbildung der Zustande auf
Aquivalenzklassen leistet. AuRerdem ist eine Selektionsméttianzugeben. Dabei sei
stets vorausgesetzt, da die Zuste(z;, 29, . .., z,) innerhalb der Generatormatrix des
Markovprozesses in lexikographisch aufsteigender Reihenfolge angeordnet sind. Diese

Voraussetzung istif die Submodell-Tensordeskriptoren wegen der Eigenschaften der
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Tensoroperatoren éifit. Durch die Zusammenfassung von symmetrischen &gsn
wird die Grol3e des Zustandsraums des ProzessesRyor- s" auf C! Zustande

verringert.

Problemstellung: Bestimmung der ProjektionsmatriX” e R *C" mit Elementen
aus{0,1}, durch die die Zustande auf infguivalenzklassen abgebildet werden.
Bestimmung der Selektionsmatrix? e R *F:,
Wie kann man bei gegebenemn und Indexpaatk, [) entscheiden, ol (k, ()

bzw. U] (I, k) gleich 0 oder gleichl ist?

Dabei gelte) <k < s"—-1A0L< 1< CY—1.

Die folgende Betrachtung wird sich auf’-Matrizen konzentrieren, aber es lassen sich
leicht analogeUberlegungen fir die entsprechendgp-Matrizen anstellen. Beispiele
fur Matrizen des Typd/" sind in Abb. 4.4 angegeben.
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Abbildung 4.4: Drei Beispieleifr Projektionsmatrizetv,”

AN

00

01

02

03

10

11

12
13

20

21

22

23

30

31

32

33

00 01 02 03 11 12 13 22 23 33
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1




4.5 Generierung eines reduzierten Gesamtmodells 89

Folgender Hilfssatz istifr die nachfolgendeftberlegungen itzlich:
Hilfssatz: C7' lal3t sich als Summe schreiben:

5—1

s—1
Cil — CL’I,—I + C:l_—ll 4.+ Cél/—l + Cil_l — ch—l
i=0

Diesen Satz kann man leiciiber die Beziehung zwischen Binomialkoeffizienten be-
weisen, bzw. sich anhand des Pascal'schen Dreiecks veranschaulichen.

Es ist moglich, fir einen gegebenen Reprasentanten digeivalenzklasse, d.h. fir

einen Zustand = (z1, 22, ....2,) Mitz; < 23 < ... < z,, die Position dieses Zustands

zu ermitteln. Diese Position bezeichnet die dem Zustand entsprechende Spaltennummer
innerhalb der MatrixV" bzw. die Zeilennummer innerhalb der MatriX' (Die erste

Spalte bzw. Zeile erhalt die Nummer 0). Die dafur wichtigen Zusammenhange kann
man sich anhand des Schemas in Abb. 4.5 klarmachen.

n
C
S
1: 0 s-2 s-1
n-1 n-1 n-1 n-1L
C C C C
s-1 2 1
2= 0 1 S- 1 s-1 s-2 s-1 s-1
I n-2 C n-2 n-‘ZC n-2 C n-2 C N2 = = = C n-2 C n-2 C n-2
S s-1 1 s-1 s-2 1 2 1 1
- —P PP —P - > > >

Abbildung 4.5: Schema zur Bestimmung der Position desassmtativen Zustands
z = (21,22, ..., 2,). Eingekreiste Ziffern heben den Zustane: (1,2, s—1,...) hervor.

Das Schema veranschaulicht die Anordung derasgmtativen Zuahde in den Spalten
der Matrix V;". Diese Anordung erhalt man aus der lexikographischen Ordnung aller
Tupel (z1, 2z2,....2,) durch Streichen derjenigen Zasie, die die Bedingunguf
einen Repaisentanten nicht diflen. Im Schema ist eine geschachtelte Unterteilung in
Gruppen von Zustanden mit gleicher fuhrender Ziffer dargestellt. Mit@feist jeweils

die Anzahl der zu den Gruppen bzw. Untergruppendgehden Zustnde angegeben.
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Der Zusammenhang zwischen deroGe einer Gruppe und der Summe de©@n

ihrer Untergruppen gilt aufgrund des oben angegeben Hilfssatzes. Im Schema ist aus
Platzgiinden nur ein Teil vollgindig ausgefhrt. Mit den eingekreisten Ziffern ist das
Auffinden der Position eines Zustands mit der fuhrenden Ziffernfélge, s — 1....)
angedeutet.

Fur einen reprasentativen Zustandoezeichne die Funktiofros](z) seine Position
innnerhalb der Spalten der MatriX". Aus dem Schema der Abb. 4.5 kann man die
folgende Beziehung ablesen (man definiert zusatzlick= 0):

7 Zj—l

Posl(z) = Z Z C::]

j=li=z; 4
Bevorzugt man eine rekursive Schreibweise, so ergibt sich
21—1

Posy(z1, 22, ..., 2n) = E ol 4 Posi”2 (29 — 21,23 — 21 ... 2y — 21)
1=0

5—1

Beispiel:
Seiens = 3 undn = 2. Die Spaltenposition des Zustands= (1,2) berechnet sich
wie folgt

0 1
Pos3(1.2) = Y C3}+ > €372

=0 =1
=C3+C9

142 0+1
-(27) ()
=34+1=4

Ein Vergleich mit der Matrix/?? in Abb. 4.4 zeigt, daR? der Zustand= (1, 2) tatsachlich
die Spaltenposition 4 einnimmt (die Spalté@hiuing beginnt mit 0).

Mit diesem Zwischenergebnis sind wir unserem Ziét, €in beliebiges Elemertt:, /),
0<kE<s"—-1A0<L1[ < CF—1, der Matrix V' zu entscheiden, ob es gleich
Null oder gleich eins ist, bedeutenéimer gekommen. Es sind dazu die drei folgenden
Schritte auszufuhren:

1. Umwandlung vor¥ in eine n-stellige Zahl zur Basis.

2. Durch Sortieren der Ziffern voh erhalt man den Reprasentanten deuivalenz-
klasse, zu welchek gelort.

3. Auf den Reprasentanten wird die FunktiBns! () angewendet.

Fur die Durchfuhrung dieser Schritte werden die beiden zusatzlichen Funktiatiel)
undsort() definiert. Die Funktionligit() Uberfuhrt eine Zahlk in die Darstellung zur
Basis s, d.h. in ein Tupel(ky, k2,....k,) mit 0 < k; < s — 1. Die Funktionsort()
permutiert (sortiert) dieses Tupel so, dal3 gilt< k> < ... < k,, d.h. damit ist der
Repasentant deAquivalenzklasse voi bestimmt. Unter Zuhilfenahme dieser beiden
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Funktionen lassen sich die Elemente der Matrffx ahnlich wie in Gl. (4.5), aber ohne
die Verwendung von Tupelbezeichnungen, schreiben als

Vi h 1) = {1 falls Pos” (sort(digit(k))) = I

0 sonst

4.5.3 Beziehung zwischen den Projektionsmatrizen

Innerhalb der hier vorgestellten Modellwelt ist ein weiterer wichtiger Punkt von In-
teresse: Wir stellen fest, dal’3 die ProjektionsmatfiXur das Gesamtmodell in einer
engen Beziehung zu den Projektionsmatriz€h der Submodelltypen steht. Eine glei-
che Beobachtung gilt fur die Beziehung zwischen der Selektionsmétriind den
MatrizenU"".

Wir zeigen daher die beiden fur den folgenden Abschnitt 4.5.4 wichtigen Beziehungen

U= (ézl)UZ" . V= Q_%)V" (4.7)

die fur den Nachweis von Gl. (4.12) benotigt werden.
Der Nachweis wird Uber eine Inspektion der Elemente der Matdizén und U, V"
gefuhrt. Wir konzentrieren uns auf die Betrachtung der Matrix Diese hat die

Dimension (H R > (H C;?;), und ihre Elemente sind (in Tupelschreibweise)
i=1
gegeben durch
V(<7:11*, ceey 7:17117 . :7:017 . :7:071,(4): (jllv .- 71711 s :.7‘017 S 7.7.071,,;))
:{ 1A (Jite ooy fims oo ool e en,) = P(m, iy dede e de,)  (4.8)

0 else

Dabei qilt fur die j-Indizes wieder die Bedingung

Vk € {17 SR :C} : 7k1 <...< jknk (49)
welche denselben Sachverhalt ausdriickt wie die Bedingung in Gl. (4.4). Man beachte,
da P in Gl. (4.8) dieselbe Permutationsmatrix bezeichnet wie in GI. (4. 3)
Wir vergleichen nun die Elemente van mit den Elementen der Matrik” = ® V.

=1
Letztere lassen sich in Tupelschreibweise wie folgt darstellen: I

W((/ill ~~~~~ /i11117~~~77:(:1:~~~ 7:('71 ) (jllv"'7.7.171,17~~~:.7‘01:~~~:.7‘c7zc)> (410)
_an((]ll ~~~~~ ]1111) (]11 ~~~~~ 71711)> et Vs,r(l’((]r’l R 7:(:7%): (j(:la o :.7‘07%))
— 1 it (jllauwjlm) :Pl(lllwu;ilm)/\~~~/\(j(:1;~‘7j(:nn) :P(f(i(,‘lv"';i(:nn)
0 else

Der erste Umformungsschritt in dieser Gleichung folgt direkt aus der Definition des
Tensorprodukts. Die Bedingung fur djelndizes aus Gl. (4.9) mul3 auch hier erfullt
sein.
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Beim Vergleich def-Bedingungen in Gl. (4.8) und Gl. (4.10) stellen wir fest, daf3 di

lese

wegen der Beziehung zwischédn und den MatrizenP; identisch sind. Damlt ist die

Aquivalenz zwischen den Matrizéri und IV bewiesen, es gilt alst’ = ® Vi
=1

Beispiel:

Im Multiprozessorbeispiel hat die MatriX"* = V? bereits die betichtliche Dimension

25 x 15. Die Dimension der ProjektionsmatriY fur das Gesamtmodell ist sog
300 x 180. Um ein Beispiel furV = ® V1" aufzuzeigen, verlassen wir daher die

Beispiel zugunsten eines sehr elnfachen welches sich noch leicht darstellen la

ar
5es
3t: Wir

wollen annehmen, dafl} im Gesamtmodell nur Submodelle von zwei Typen enthalten

sind und dal3 gilt.n; = 2, s1 = 2, no = 1 und s = 3.
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Die Matrix V3 ist eine Identiétsmatrix der Dimensios, da bei nur einem Submodell pfo
Typ naturlich keine Zustandsraumreduktion auf Typenebene mdoglich ist. Man beachte,
daf} die Tupelbezeichnungen der Spalten automatisch in aufsteigend lexikographischer
Reihenfolge angeordnet sind. Wichtig ist ferner, daf3 z.B. die Zustandsfia#ire )
und (0. 1,0) keine aquivalenten Zustande bezeichnen, da die ersten beiden Positionen
den Zustand von Submodellen des Typglie dritte Position dagegen den Zustand des
Submodells vom Ty@® bezeichnen.

4.5.4 Zusammenfal3barkeit auf Ebene der Submodelltypen

In diesem Abschnitt wird der Beweis ggifrt, dal? die Aggregierung von Zasiden,
das Zusammenfassen, auf Typenebene durchgefiihrt werden kann. Es wird also formal
gezeigt, dal3 die beiden in Abb. 4.3 dargestellten Wege, zu einem reduzierten Gesamt-
modell zu gelangen, zu ein und demselben Ergebnis fuhren. Bei dem Beweis werden
Rechenregeln der Tensoralgebra sowie Eigenschaften der Projektions- und Selektions-
matrizen, die in den Abschnitten 4.5.2 und 4.5.3 erarbeitet wurden, angewendet.

Zunachst werden die drei folgenden Typen von Matrizen definiert, die den kombinierten
stochastischen ProzelR der Submodelle vom:Tippseiner ausfuhrlichen Form, d.h. vor
einer eventuellen Zustandsraumreduktion, beschreiben. Matrizen dieses Typs werden in
dieser Arbeit durch eine Tildegekennzeichnet.

A =@o =0 o =Oak
Jj=1 j=1 izl

In der Matrix Q;i) sind alle lokalen Ereignisse der Submodelle vom Tygusammen-

gefalt, wahrend die Matrize@d!” und Q') dazu dienen, die Art der Teilnahme von
Submodellen des Typs an dem synchronisierenden Ereigrizu beschreiben. Die
Interpretation des Symbol§) ist wie im Abschnitt 4.4.2.

Die Matrizen fir den reduzierten stochastischen Prozel der Submodelle voirk@ym
man nun mit Hilfe dieser Definition, der ProjektionsmatviX’ und der Selektionsmatrix
Ul wie folgt angeben:

Q) =uvzQlve, QY =umQlve Q=i vy

Das Dach kennzeichnet in dieser Arbeit Matrizen und Konstanten (¥glunten in
Gl. (4.12)), die sich auf den reduzierten Prozel3 beziehen.

Fur den Beweis werden wir nun digquivalenz zweier Ausdriicke fir die Generator-
matrix der reduzierten Markovkette zeigen. Wir vergleichen den Ausdruck, den man
erhalt, wenn die Aggregierung nach Aufbau der Generatormatrix des Gesamtmodells,
wie sie in Gl. (4.1) dargestellt ist, durchgefuhrt wird, mit dem Ausdruck, der sich ergibt,
wenn man die Generatormatrix des Gesamtmodells aus den bereits auf Klasssenebene
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reduzierten Submodellmatrizen erzeugt. Es ist also die folg@qdévalenz zu zeigen:

Q= U(@Q, +ZA<®QP @@“))v

eel =1 - (411)
L@ (@00 -®a)
ceEFE 1=1 =1

Beide in Gl. (4.11) einander gegdvergestellten Ausdcke sind aus drei Teilen auf-
gebaut. Es wird sich herausstellen, daB zwischen den einander entsprechenden Teilen
Aquivalenz herrscht, so dal3 der Beweis in drei voneinander unabhangige Teile zerfallt.

Am kompliziertesten gestaltet sich der Nachweis Aiguivalenz fir den ersten Teil, der
sich auf die lokalen Ereignisse bezieht und auf Matrizen des @}Bsaufbaut. Wir be-

ginnen mit dem Ternﬁ](@ Q}“)v der linken Seite und zeigen durch Umformungen,
i=1

dal® eraquivalent zum Terrr@ 057) der rechten Seite ist.

i=1
u (@ QE”) v
<® U ) (Z I, ... @1, ® Q;i) Qg ®...9 [d() <® VZ,“)

=1 =1

S TS

C

vy | e (veaive) e | @ (UuLViy)

—

c 1—

i=1 \j=1 J=i+l
¢ i—1 ) ‘
ni A1 0

> (@) o (mavr)e | @ 1,

i=1 \j=1 J=itl
~ P (vmai )

=1
- G(éo(i) (4 12)
prm— VZ '

Im einzelnen werden in Gl. (4.12) folgende Umformungen vorgenommen: Zunachst
werden die MatrizerJ und V' in ihrer Form als Tensorprodukte dargestellt, die aus
Abschnitt 4.5.3 bekannt ist (vgl. Gl. (4.7)). Die Tensorsumme uber die Mat@é?n

wird als Matrixsumme von Tensorprodukten geschrieben (siehe Anhang B.1, S. 133,
Gl. (B.2)). Daraufhin wird die Matrixsumme nach aufl3en gestellt und anschlieRend
die Regel der GI. (B.3) angewendet. Dabei ergibt sich die besondere Behandlung des
i-ten Faktors innerhalb des Tensorprodukts, da dieser der einzige Faktor ist, bei dem
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keine Identitsmatrix auftritt. Wir machen die Feststellung, daf3 die leicht nédhare
Beziehung

Us) 1, ij] - [«i,»
gilt. Dabei bezeichnet/; die Anzahl der Zustande des kombinierten Prozesses des
Submodelltyps; vor der Reduktion, und]} die entsprechende Zustandszahth der
Reduktion, d.h. es gelten die Beziehungen= R;’ undd; = C?’. Als letzter Schritt
erfolgt dann die Rckumwandlung der Matrixsumme in eine Tensorsumme.

Fur den zweiten Teil der GI. (4.11), wo es um die Matrizen des ryf:i% geht, weist
man die Aquivalenz wiederum unter Anwendung der Eigenschaft von Gl. (B.3) aus
Anhang B.1 und mit Hilfe der Tensordarstellungemr flie MatrizenU und V' durch
folgende Betrachtung nach:

(60

ceE =1

=S AU (@ Q@) 1%
=1

cell
=5 ®U_:y> (@ Q&“) (@ V) (4.13)
eelR =1 i=1 i=1
= ®(U.:i*©5¥“w:"')>
eel =1
S ®Q§f’>
eel =1

Eine analogeJberlegung wie iir den zweiten Teil kann auclinf den dritten Teil der
Gl. (4.11), an welchem die Matrize@ff;},, beteiligt sind, angestellt werden, so daf}
insgesamt die Gitigkeit der GI. (4.11) und damit die Behauptung bewiesen ist.

4.5.5 Quantifizierung der Reduktion des Zustandsraums

Das Anwenden des Prinzips der Zusammenfal3barkeit auf der Ebene von Submodellen
desselben Typs hat den bedeutenden Vorteil, dal3 die Generator@aleix Gesamtmo-

dells fur die Ausnutzung von Symmetrien niemals explizit aufgebaut werden muf3. Das
heil3t also, dal3 das Zusammenfassen durchgefiuhrt werden kann, wahrend gleichzeitig —
durchgehend durch den gesamten Modellierungsablauf — voll von den Speicherplatz-
ersparnissen des Tensordeskriptoransatzes profitiert wird.

Die Matrizen, welche den aggregierten Markovprozeld beschreiben, werden in einem
Vorverarbeitungsschrittif jeden Submodelltyp unabhgig berechnet. Im Vergleich

mit der Dimension von() sind die Matrizen, mit denen bei der Aggregierung auf
Submodelltypenebene gearbeitet wird, sehr klein. Im folgenden Abschnitt 4.6 wird ein
neuer, effizienter Algorithmus fur die Aggregierung replizierter identischer Submodelle
vorgestellt.

Wir sind nun in der Lage, die Grof3e des urspringlichen und des aggregierten Zu-
standsraums zu vergleichen. Allgemein gilt, daf} sich dié¥@rdes Zustandsraums in
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Abbildung 4.6: Reduktionsfaktor des kombinierten Zustandsraums von
Submodellen desselben Typs in Abtgigkeit vonn; fur einige Parametey;

bezug auf einen Submodelltyp um den Fakipr/C? reduziert. Dieser Faktor ist in

Abb. 4.6 gegeiiber der Anzahl»; der zu einem Typ gditenden Submodelle aufge-
tragen (vgl. [Siegle, 1994b]). Dabei wird zusatzlich der Parameted.h. die GrolRe

des Zustandsraums eines einzelnen Submodells dieses Typs, variiert, wodurch sich eine
Kurvenschar ergibt. Man erkennt in der Abbildung, dal3 der Gewinn durch die Zu-
standsraumreduktion in der Tat enorm ist! Die Reduktion lohnt sich umso mehr, je
groRer die Anzahl; der replizierten Submodelle ist.

Nach der Durchihrung des Zusammenfassens auf Submodelltypenebene wird der Ten-
sordes,kriptor@ des reduzierten Gesamtmodells aus den reduzierten Submodellmatri-
zenQ!” Q! und Q) aufgebaut. Das Gesamtmodell profitiert auf diese Weise voll

von der Reduktion auf Submodelltypenebene. Sein Zustandsraum wird um den Faktor

H s;*/Cli, also um das Produkt der Reduktionsfaktoren auf Typenebene, verringert.
=1

Beispiel:

Der Reduktionsfaktor fur das Multiprozessormodell betragt
52 2L 6l 25 2 6 300
2 el eI T 1276 180

5 2 6

Selbst in diesem Beispiel, wo lediglich vainemSubmodelltyp zwei Duplikate vor

liegen, wird ein Reduktionsfaktor von etwar erreicht.

Von den nach der Reduktion verbliebengh Zuséinden des kombinierten Zustands-

raums der beideRrocessotSubmodelle sind zwei nicht erreichbar, namlich genau die

beiden, die den Paargmccess. access) und (under repair, under repair) entspre-

chen. Diese Information ist jedoch bei der Reduktion des Zustandsraums auf Submo-

delltypenebene leider noch nicht bekannt und kann daher nicht genutzt werden.




4.6 Ein schneller Reduktionsalgorithmus 97

Man darf jedoch angesichts der beeindruckenden Zahlen von Abb. 4.6 nicht versucht
sein, zu glauben, dafd mit der dargestellten Methode gro3e Zustandsraume grundsatzlich
vermieden werdendnnen. Bei der Modellierung komplexer Systeme kann auch die

Grol3e des reduzierten Zustandsraums, gegeben qI[rél‘f betrachtlich sein. Daher

bleiben effiziente numerische Methoden (siehe z B [Stewaral, 1993]) fur die
anschlielBende Matrixanalyse unerlaflich.

Weiterhin mul3 festgestellt werden, daf das bisher fur das Zusammenfassen dargestellte
Vorgehen {ir die Praxis noch verbessert werden muf3. Auch auf Typenebene ist
die Ausfuhrung des Tensorprodukts bzw. der Tensorsumme und die anschlieende
Durchfuhrung der Multiplikation mit einer Projektions- und einer Selektionsmatrix
noch aufwendig. Diese Tatsache haben wir schon weiter oben in Abschnitt 3.4.2
festgestellt, vgl. auch Abb. 3.11. Daher wird im folgenden Abschnitt ein schneller
Reduktionsalgorithmus vorgestellt, der diese beiden Matrixmultiplikationen effizient
vereint.

4.6 Ein schneller Reduktionsalgorithmus

In diesem Abschnitt geht es um praktische Gesichtspunkte der Zustandsraumreduktion.
Die Fragestellung lautet dabei: Wie kann das reduzierte Modell auf effiziente Weise
generiert werden? Zur Beantwortung dieser Frage stellen wir einen neuen Algorith-
mus vor, mit dessen Hilfe die Matrizen, die den reduzierten stochastischen Prozel}
eines Submodelltypsbeschreiben, auf effiziente Weise berechnet werden (vgl. [Siegle,
1994a]). AnschlieRend wird die Komplexitat dieses Algorithmus analysiert und mit
der Komplexitt eines analogen Algorithmu#rfdie Berechnung des nicht reduzierten
Tensordeskriptors verglichen.

4.6.1 Beschreibung des Algorithmus

Es folgt nun die Beschreibung eines neuen Algorithmus, mit dessen Hilfe Matrizen
vom Typ

QU =vpQvi =up | QW | Vi (4.14)

geschickt in einem einzigen Arbeitsschritt, d.h. direkt aus der mit einem Submodell as-
soziierten Matrix)'"), berechnet werden kénnen, ohne dabei jemals die Tensoroperation
innerhalb der Klammern explizit auszifren. Wir interpretieren dabei das Symlool
entweder als Tensorprodukt oder als Tensorsumme, je nachdem, ob die beteiligten Ma-
trizen synchronisierte oder unsynchronisidteerginge in den beteiligten Submodellen
beschreiben. Die Matrizefi;’" und V. werden in dem neuen Algorithmus nicht als
solche beitigt. Ihre Rolle wird |mpI|Z|t beiicksichtigt.

Die folgende Abb. 4.7 enthalt eine Beschreibung des allgemeinen Rahmens des Algo-
rithmus in Pseudocode. Die rechtélHe der Abbildung wird iir die in Abschnitt 4.6.2
dargestellte Komplexitatsanalyse benotigt.
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Q) row=0 1

2  (o1,...,0n,) = (0,...,0) + n;

(3) while ((01,...,0n,) # (si —1,...,8 — 1)) + Ol %

(4) {col =0 {1

(5) (t1,...,tn,) = (0,...,0) + n;

(6) while ((tl,..wtm) 7& (S,j — 17...,Sj—1)) + Cg]_' X
7) {Bestimmung vonQ"")(row, col) {K
(8) increment_orderéé,, . .., t,,) +n;
(9) col++ +1
(10) } }
(11) increment_orderéd;, ..., 0,,) + n;

(12) row++ +1

(13) } }

Abbildung 4.7: Rahmen fur den schnellen Reduktionsalgorithmus
(Pseudocode und Anzahl elementarer Rechenoperationen)

Die Grundidee des Algorithmus ist es, nur diejenigen Zeilen der Mafix zu be-
rechnen, welche durch die anschliel3ende Links-Multiplikation mit der Selektionsmatrix
Ul ausgewahlt werden. Innerhalb jeder Zeile wird unmittelbar die Projektion aller
symmetrischen Zustande vollzogen, die normalerweise durch die Rechts-Multiplikation
mit der Projektionsmatrix//'* erreicht wird. Um ein solches Vorgehen zu égh-

chen, merkt sich der Algorithmus fur jedes Matrixelement die Tupeldarstellung der
Zustandsbeschreibung des Ausgangszustands (originating Gtate).,o,,) und die

des Zielzustands (target statg)....,t,,).

Das Inkrementieren der Zustandsbeschreibung in Tupelform wird durch die Funktion
increment_ordered() bewerkstelligt, welche Zustande in lexikographisch aufsteigender
Reihenfolge generiert, dabei jedoch solche Znde (k1,....%,,) Uberspringt, #r

die die Bedingungk; < ... < ky, nicht erfullt ist. Es werden von der Funktion
increment_ordered() also nur die rapentativen Zuande erzeugt.

Nachfolgend wird nun die noch fehlende Zuweisungsvorschrift fur das Matrixelement
C:)(i)(mw,col) = C:)(i)((ol ..... ,On, ), (t1,....t,,)) in Zeile (7) des Algorithmusifr die
beiden Falle Tensorsumme und Tensorprodukt entwickelt.

Zunachst behandeln wir den Fall, daf das in Gl. (4.14) benutzte Syml¢ Tensor-
summes reprasentiert. Betrachtet man die Elemente der nicht reduzierten Mzttix

fur diesen Fall, so haben diese die folgende Darstellung:

(4.15)

O (01 0n,). (1. Zcz 0j 1)LV 2 0y = 1)

Ein solches Matrixelement entspricht der Rate eines einzelnen — also asynchronen
— Zustandsiubergangs in genau einem deridentischen Submodelle, was durch

die Bedingungl(...) ausgedickt wird. Der Ubergang von der MatrixQ!") zur
reduzierten MatrixQ(") erfordert in jeder Zeile ein Aufsummierémer alleaquivalenten
(symmetrischen) Zustande, also Uber alle Zustande, die Permutationen voneinander
sind. Dieses Aufsummieren wird normalerweise durch die Multiplikation mit der
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Projektionsmatrixl/;* erreicht, wir schreiben sie aber ZAghst in folgender Form:

= Z ZTQ(U(OJ-, ENL(Ym #£ 50y = ki) (4.16)

(k1,...7k”i )=Pe7'm(tl,...,tn£) Jj=1

Diese Zuweisungsvorschrifknte man nun in die Zeile (7) des Algorithmus einsetzen.
Da das Aufsummieren Uber alle moglichen Permutationen einer Zustandsbeschreibung in
der Praxis jedoch umémdlich ist, geben wir noch eine zweite Schreibweise an, die wie

in Abschnitt 3.4.2, Gl. (3.1) wieder die Funktion ndiff() benutzt. In diesem Fall handelt
es sich um einen entsprechenden Algorithmus wie derjeriigelié Matrix-Semantik

des unsynchronisierten Replikationsoperators. Unter Verwendung der dort eingefiihr-
ten Funktion ndiff() eralt man folgendeaquivalente Darstellung zur Berechnung der
Matrixelemente in Zeile (7) des Algorithmus:

(:)(1?)((01) o0 (t, ) = { w.(0)q., fallsndiff (0,t) =1 (4.17)

0 sonst
Dabei bezeichnet.(0) wieder das Gewicht der Ziffer im Tupelo, undg., die Rate
vom Zustand: in den Zustand, in der Matrix(Q'"). Die Beschreibung des Zielzustands
entsteht aus der Beschreibung des Ausgangszustands durch das Ersetzen genau einer
Ziffer z durch die Ziffery, wobei die Position der Ziffern keine Rolle spielt (d.h. die
Tupel werden als Multimengen angesehen).

Beispiel: AsynchronerUbergang

s=3,n =2
00 01 02 11 12 22
00 2x1
0 2
0 1 01| 2 3 1
Q(i): 12 3 a0 _ 02 1
) n 2x2 2x3
12 2 3
22

Q((0.0).(0,0)) =0 da ndiff((0,0), (0,0)) =0

Q((0,0).(0,1)) =2 x go1 = 2 x 1 da ndiff((0,0),(0.1)) =1 und wp(0,0) = 2

Der bisher dargestellte Fall umfalt asynchrdsieerginge, findet in der Modellwelt

also Anwendung bei den internen Ereignissen. Auf3erdem werden auch die sich auf
ein synchronisierendes Ereignis beziehenden Matrizen so behandeltedadjiéch ein
Submodell des betreffenden Submodelltyps an der Synchronisation teilnimmt.
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Als zweites betrachten wir den verbliebenen Fall, dafhirch in Gl. (4.14) das Symbol

© als Tensorproduk® zu interpretieren ist. Innerhalb unserer Modellwelt findet dieser
Fall bei synchronisierenden Ereignissen Anwendung, waller Submodelle des be-
trachteten Submodelltyps an der Synchronisation teilnehmen. Dann haben die Elemente
der noch nicht reduzierten Matrig") aufgrund der Definition der Tensormultiplikation
folgende Darstellung:

Q(i)((ol, cesony )y (B1s oo k) = H Q(i)(()j, k) (4.18)
j=1

Die Elemente der reduzierten Matr@(“ konnen wieder durch Aufsummieren uber
alle aquivalenten Zugéinde angegeben werden:

Q(ZT)(<OL cer 071,:‘)7 (tla ce 7t7li)) = Z H Q(i) (0‘7’7 kY) (419)

(kﬁl,...,]{:”i ):P(il'l‘ll,(fl,...,fni ) Jj=1

Es werden also wieder die Eiagge fir alle symmetrischen Zustde innerhalb einer
Zeile aufsummiert, was der Projektion mit Hilfe der Matk'' entspricht. Da die
Matrizen, die die synchronisierenden Ereignisse beschreiben, nur Null- und Eins-
Eintrage haben, ist das Produkt in Gleichung (4.19) besonders leicht zu realisieren.
Offensichtlich ist das Produkt nur dann verschieden von Null, welt@ Faktoren
Q'")(0;, k;) verschieden von Null sind, die entsprechendéergange also in allen
Submodellen des betreffenden Typségtich sind. Wenn mindestens eines der Elemente
Q" (0;,k;) gleich Null ist, kann die Multiplikation vorzeitig abgebrochen werden.

Beispiel: SynchronerUbergang

§=3n=2
00 01 02 11 12 22
00 1
0 2
OB ) 50
) IR 2x1 1
12
22

Im Vergleich zum Beispielifr den unsynchronisiertddbergang entit die Matrix Q")
keine Raten, sondern lediglich 1-Eintrage an den Stellen, wo synchronidteetgange
moglich sind. Auf den ersten Blick mag es vielleicht erstaunen, dal3 hier positive Dia-

gonalelemente entstehen konnen. Wenn es um die Ermittlung von zustandsorientierten
Leistungsmal3en geht, kann man diese Diagonalelemente veissigein, da sie die Zu-
standswahrscheinlichkeiten nicht beeinflussen. Fur funktionale Betrachtungen spielen
sie aber durchaus eine Rolle.
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Eine zweite Darstellung, die das Aufsummieréber alle Permutationen vermeidet,
kann hier nicht so leicht in geschlossener Form angegeben werden wie im Fall des
asynchronerlUbergangs bei der Darstellung in Gl. (4.17). Das liegt daran, daR die
Anzahl der Ziffern, in denen sich die Tupeldarstellungen des Ausgangs- und das Ziel-
zustands unterscheiden, hier nicht a priori bekannt ist. Um trotzdem ohnéagtigel
Berechnung der Permutationen in Gl. (4.19) auszukommen, kann am Algorithmus aus
Abb. 4.7 eine leichte Modifikation vorgenommen werden. Dazu berechnet man in der
auBeren Schleife, etwa vor Zeile (4), die Menge aller mittels eines synchidioen
gangs aus dem Ausgangszustand erreichbaren Zielzustande samt zugehoriger Vielfach-
heit. In Zeile (7) findet dann keine eigentliche Berechnung mehr statt, sondern es
genugt, festzustellen, ob und gegebenenfalls in welcher Vielfachheit der Zielzustand
in dieser (Multi-) Menge enthalten ist. Diese Vielfachheit ergibimiich genau das
Matrixelement((row, col).

Beispiel: Berechnung der Menge der Nachfolgezumnste

s;=4,n =4
0 1 2
0 1 1 1 Ausgangszustand 0=(0,1,1,3)
Q(i) _ 1)1
2 1
3 11 Mégliche Nachfolger 1,23 0 0 1,2

Menge der Zielzustande  Zugehdrige Repréasentanten Vielfachheit

(1,0,0,1) (0,0,1,1) 1
(1,0,0,2) (o,o,1,2}

(2,0,0,1) (0,0,1,2f "= 2
(2,0,0,2) (0,0,2,2) 1
(3,0,0,1) (0,0,1,3) 1
(3,0,0,2) (0,0,2,3) 1

4.6.2 Komplexitatsanalyse

Fur die nun folgende Analyse der Komplexitat des Algorithmus wird das Schema
in der rechten Spalte von Abb. 4.7 herangezogen. Es gibt die Anzahl elementarer
Rechenoperationen an, die in der jeweiligen Zeile des Algorithmus ausgefuhrt werden.
Unter elementaren Rechenoperationen verstehen wir dabei Vergleiche, Zuweisungen,
Additionen und Multiplikationen.

Fur die allgemeine Darstellung des Algorithmus werden insgesamt
14mn; + CZ} (2 + 2n; + Cf(l +n; + K))
A n; n; 2
=1+n; + (2+2n;)C + (1 +n; + K)(C)
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Operationen bditigt, wobei fir die Berechnung in Zeile (7) dearf die verschiedenen
Falle noch zu bestimmende Wekt angenommen wurde.

Wir wollen zunachst exemplarisch eine Analyse fur den Fall des Tensorprodukts in der
Darstellung nach Gl. (4.19) vornehmen. Daivird das Wissen verwendet, d&i £inen
gegebenen Zielzustar{d;. . ...7,,) im Durchschnitts} /C!'" Permutationen betrachtet
werden mussen. Das heif3t, daR die Summe im Durchschiniit’) Summanden hat,
wobei fur die Berechnung jedes SummandenMultiplikationen notwendig sind. &

die Bewertung von Zeile (7) ergibt sich algo = n; x s /C}", so dal insgesamt

14 m 4 (24 20)C% + (14 mi + nislijC1) (C)
=1+ n; + (24 2n; + nis!)CL + (14 n;) (CL"’L,’)2

Operationen beitigt werden. Der dominante Term in diesem Ausdruck lautet C'',
da der Wert vors; ja viel schneller anwéachst als der veif.

Die nicht reduzierte Generatormatrid'’ kann durch einen Algorithmus berechnet
werden, der dieselbe Form wie der in Abb. 4.7 dargestellte hat, jedoch statt der Funktion
increment_ordered() die gewohnliche Inkremetierungsfunktion und in Zeile (7) den
Ausdruck von Gl. (4.18) verwendet. Dafergibt sich folgende Anzahl von elementaren
Rechenoperationen

14mn; + s;' (2 + 2n; + s;' (14 n; + ni))
=1+ n; + (2 + 20;)s" 4 (1 4 n; + n;)s2™

i
mit dem dominanten Term,s>"".

Ein Vergleich der dominanten Terme der beiden ermittelten Komplexitaten ergibt, daf3
die Konstruktion der reduzierten Generatormatrix mit Hilfe des neuen Algorithmus min-
destens um den Faktdn;s?"*)/(n;s!*C") = s /C" billiger ist als die Generierung

der nicht reduzierten Generatormatrix.

Dieses Ergebnis entspricht in der Tat dem aufgrund folgebderlegungen zu erwar-
tenden Gewinn: In die Berechnung einer Zeile der reduzierten M@tﬂﬁi&gehen alle

in der entsprechenden Zeile stehenden Elemente der Mafrixein. Insbesondere wird

Uber die Permutation jedes solche Element genau einméitigenDaher kann inner-

halb einer Zeile kein Gewinn erwartet werden. Da jedoch sfatZeilen lediglichC?

Zeilen berechnet werdenirasen, ist tatechlich der oben ermittelte Gewinn zu erwarten.

Fur eine lllustration des Gewinns fur verschiedene Parametand n; kann wieder

auf Abb. 4.6 verwiesen werden.

Fur den Fall der Tensorsumme legen wir der Kompkgsiéanalyse die Darstellung nach

Gl. (4.17) zugrunde. Die Funktion ndiff() kann mit lediglich Vergleichsoperationen
berechnet werden, da die zu vergleichenden Tupel bereits sortiert, d.h. mit aufsteigenden
Ziffern vorliegen. Beim Vergleich fallt als Nebenprodukt auch sofort das Gewicht)

ab. Der Wert vonK ergibt sich in diesem Fall also zi§ = n;, so dal} insgesamt

14+ n; + CZL (2 + 2n; + Czl(l +n; + 'n,i))
=14 n;+ (2+2n))CL + (1 + nj + n;) (CL)

Rechenoperationen bendotigt werden. Der dominante Term lautet in diesem(Ealﬂ)?
und liegt daher noch unter derirfdie Tensormultiplikation.
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4.6.3 Bewertung des Algorithmus

Die Komplexititsanalyse belegt, da die Berechnung der Matrigéh mittels des
neuen Algorithmus bedeutend billiger ist als die Berechnung der Mattj#€n Dies

ist ein sehr wichtiges Ergebnis. Es besagt zum einen, dal} keiteliaser Preis bezahlt
werden muf3, um fur die folgende Analyse der Markovkette von der Zustandsraumre-
duktion zu profitieren. Im Gegenteil, schon beim Aufbau der Generatormatrix wird viel
Arbeit eingespart. Zum anderen wird deutlich, dal3 der vorgestellte Algorithmus die Ma-
trix Q') viel effizienter berechnet als das mit dem naiven Anggitz = U7 Qv
moglich ware, also durch explizite Ausfuhrung der Tensoroperation und anschlie3ende
Matrixmultiplikation mit den MatrizenU//'* und V.

Der vorgestellte algorithmische Rahmen zur Berechnung der reduzierten Matrizen auf
Submodelltypenebene ist ein wichtiger Baustein fur ein automatisiertes Vorgehen bei
der Markovanalyse in unserer Modellwelt. Er hat den Vorteil, dal3 mit seiner Hilfe die
Reduktion des Zustandsraums effizient durchbefwerden kann.






5 Erweiterung der Modellwelt,
Zusammenfassung und Ausblick

5.1 Erweiterung und Verallgemeinerung der Modellwelt

In diesem Abschnitt werden sinnvolle Erweiterungen und Verallgemeinerungen der
Modellwelt aus Kapitel 4 angesprochen. Wie bereits in der Einleitung zu Kapitel 4
gesagt, wurde dort eine minimale Modellwelt beschrieben. Auf den nachfolgenden
Seiten soll dem Leser zumindest eine intuitive Vorstellung davon gegeben werden, wie
diese ausgebaut werden kann und welche zusatzlichen Moglichkeiten der Modellierung
sich damit ebffnen. Die Erweiterungen werden anhand von Beispieleiuéslt.

5.1.1 Verallgemeinerte Raten

Die Verzdgerungszeit eines jeden Ereignisses ist in der beschriebenen Modellwelt
exponentiell verteilt. Br eine eindeutige Parametrierung der Verteilungiggrdaher

die Angabe einer Rate. Bisher wurden nur konstante, endliche Raten betrachtet.
Dariiberhinaus sind aber verschiedene Erweiterungen denkbar aglicm

1. Als Grenzfall werden unendlich grol3e Raten, d&Raten mit dem Wert = oo
zugelassen Ereignisse mit einer solchen Rate heil3en zeitlose Ereignisse. Sie
haben eine Vekmerungszeit gleich Null, treten also ohne \@agerung auf und
haben daher stets Vorrang (Prioritat) vor Ereignissen mit exponentiell verteilter,
also streng positiver Veégerungszeit.

2. Im Zusammenhang mit synchronisierenden Ereignissen ist es von In-
teresse, mit probabilistischen Ratenzu arbeiten, um PRinomene wie
z.B. Routingwahrscheinlichkeiten zu modellieren. Man mul3 dazu fur jede
Kombination aus Submodell und Ereignis ein Gewicht definieren, das festlegt,
mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Submodell an einem bestimmten synchroni-
sierenden Ereignis teilnimmt.

3. Es ist moglich, Ereignisse mitinktionalen Raterzu versehen. Dies sind Raten,
deren konkreter Wert vom globalen Zustand des GesamtmodebsgblDie Rate,
mit der ein bestimmter (lokaler oder globaler) Zustandsiibergang stattfindet, kann
also vom aktuellen Zustand eines oder mehrerer Submodeléngbh. Ein solcher
Ansatz wurde von Plateau verfolgt (z.B. in [Platestual., 1988]). Er wird daher
hier nicht raher erautert.

Von diesen drei raglichen Verallgemeinerungen soll lediglich der erste Punkt, die
Erweiterung um zeitlose Ereignisse, in der nachfolgenden Diskussion vertieft werden.
Es wird sich herausstellen, dafl3 ein grundlegender Aspekt des zweiten Pamkighn

die Festlegung von Wahrscheinlichkeiten durch Gewichte, dabei auch schon eine Rolle
spielt.

Zeitlose Ereignisse erleichtern die Formulierung bestimmter Synchronisations- und War-
tesituationen, ohne die zugiige Markovkette unaitig aufzub&hen. Man kann bei der
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Analyse von Modellen mit zeitlosen Ereignissen ein analoges Grundvorgehen wie bei

der Analyse verallgemeinerter stochastischer Petrinetze (GSPN) mit zeitlosen u

nd ex-

ponentiellen Transitionen anwenden. Auch hier erfordert das Aufstellen der zugrunde-
liegenden Markovkette eine Vorverarbeitung, d.h. die Elimination der verschwindenden
Zusi@inde. Das sind diejenigen Zasde, in denen mindestens ein zeitloses Ereignis

stattfinden kann, vgl. Abschnitt 2.2.3. Anhand eines einfachen Beispiels soll dies nun

verdeutlicht werden.

Beispiel:

Es liegen zwei Submodelle vor, die Uiber ein synchronisierendes Ereigasmuni-
zieren. Dieses synchronisierende Ereignis besitzt die Ratdat also die Verage-
rungszeit Null. Unter den beiden Submodellen sind die zaggan Matrizen sowoh

fur die lokalen Ereignisse als auch fir das synchronisierende Ereigarsgyegeben.

Zur Hervorhebung sind alle Matrixeiidtge, die sich auf das synchronisierende Erei
¢ beziehen, mit einem Kastchen versehen. Eintrage auf der Hauptdiagonalen
negativen Zeilensummen — sind der Einfachheit halber nichidksichtigt.

OO

e, e,,0.5
OO
o 1 2 3
o 1 2
0
0 V)
1 2y 1
Q(I):l A Q(I):
2 a
2 | M
3 B
o 1 2 3
0o 1 2 0 1
0 1
1 > 1105 0.5
Q(e):1 Q(e)=
2
2
3

Im linken Submodell ist eirtJbergang von Zustand 0 nach Zustand 1 auf zwei A
moglich: Entweder als internes Ereignis mit der Rat®der als synchronisierend

Onis
— die

rten
eS

Ereignise mit der Rateco.
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Im rechts dargestellten Submodell ist aus dem Zustand 0 mittels des synchronisig
Ereignisses: ein Ubergang in den Zustand 2 moglich. Zustand 1 hat zwei mog
Folgezusinde: Sowohl Zustand O als auch Zustand 3 sibdr das synchronisieren
Ereignise erreichbar. Die Wahrscheinlichkeit betragt dabei in beiden Fallen 0.5.

AnschlieRend ist die Matrix); + ). des Gesamtmodells dargestellt, die sich aus
Submodellmatrizen wie folgt zusammensetzt:

Q+Q =" Q" +0" 2 Q%

Es handelt sich bei dieser Matrix nicht um eine Generatormatrix, da sie nden
gangsraten auckhlbergangswahrscheinlichkeiten ealth In der Matrix Q; + Q. be-
zeichnen 00 und 01 verschwindende Zustande, da in ihnen zeitlose Zustandsub

moglich sind. Die beiden zeitbehafteten Zustanmrginge 00-10 und 01-11, beide

mit Rater, konnen aufgrund der Prioritat des zeitlosen Ereignissgsmals stattfinder.

00 01 02 03 10 11 12

1

13 20 21 22 283

00 Y

0.5

01 0.5

02

03

10
11
Q +Q

12

13

20

21

22

23

B

Um die beiden verschwindenden Zastle 00 und 01 zu eliminieren, sind alle Zustan
ubergange, die den Zustand 00 oder 01 als Zielzustand haben, geeignet “umzulg
So ist z.B. detUbergang 20-00 in 20—12 abzuandern. Ddobergang 21501 fiihrt
zu den beiden neuedbergaingen 2110 und 21-13, wobei die Ratg: gemaR der
Wahrscheinlichkeiten aufgespalten wird. Dieses Vorgehen fuhrt schlie3lich z

H

renden
iche
e

den

ergange

ds-
nken”.

u der

folgenden Matrix@.
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02 03 10 11 12 13 20 21 22 23
02 0.5a v |0.5a

03| B Vv

10 A

11 A
12 a A

13 B

20 M

21 0.5u 0.5u

22 | M a
23 H B

Bei dieser Matrix handelt es sich nun wieder um eine ganz normale Generatormatrix
einer zeitkontinuierlichen Markovkette, die das Verhalten der Kombination der beiden
Submodelle beschreibt.

Es sei noch darauf hingewiesen, dal3 es durchaus sinnvoll ist, einen “doppelten”
Zustandsubergang wie den von Zustand 0 nach Zustand 1 im linken Submodell zu
spezifizieren, da sich erst auf der Ebene des Produktzustandsraums entscheidet| ob eine
Zustandskombination Ox (hierbei bezeichen “x” den Zustand des rechten Submodells)
einen verschwindenden oder einen stabilen Zustand bezeichnet.

Im allgemeinen kdnnen sowohl interne als auch synchronisierende Ereignisse mit einer
unendlichen Rate versehen werden. Der erste Fall istalterbnaf3ig einfach zu
handhaben, da die zeitlosen Zustandsuibergange bereits vor dem Zusammenschalten
der Submodelle eliminiert werdendknen. Bei synchronisierenden Ereignissen mit
unendlicher Rate kdnnen potentiell entstehende verschwindende Zustande dagegen erst
nach dem Aufbau des Produktzustandsraums identifiziert und eliminiert werden. In
solchen Fallen, in denen mehrere zeitlose Zustandsubergange in Konflikt stehen, missen
die Ubergangswahrscheinlichkeiten mit Hilfe von Gewichten festgelegt werden, was bei
synchronisierenden Ereignissen recht komplex werden kann.

Die Verwendung zeitloser Ereignisse ist auch mit der Zustandsraumreduktion auf Ebene
der Submodelltypen vertraglich. Man kann z.B. ohne weiteres obiges Beispiel um ein
zusatzliches Submodell des ersten Typs erweitern, dan@&chst eine Zustandsraum-
reduktion fur die beiden symmetrischen Submodelle durchfihren, um anschlie3end die
Verknipfung mit dem Submodell des zweiten Typs durchihoén und die verschwin-
denden Zustande zu eliminieren. Damit kann man zusammenfassend feststellen, daf}
sich zeitlose Ereignisse gut in die Modellwelt integrieren lassen.
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5.1.2 Verallgemeinerte Verteilungen

Markovanalyse setzt voraus, dafd die Verweilzeit in jedem Zustand exponentiell verteilt
ist. Da reale Laufzeiten diese Voraussetzung oft nicht erfullen, stellt dies eine Einschran-
kung fur den praktischen Einsatz von Markovmodellen dar. Bei den Anwendern besteht
haufig der Wunsch, Laufzeiten mit anderen Verteilungen, im Grenzfall auch deterministi-
sche Laufzeiten zu verwenden. Eineddlichkeit, dies zu erreichen ohne den Kontext

der Markovmodelle zu verlassen, ist die Verwendung von aus exponentiellen Phasen
zusammengesetzten Verteilungen, kurz Phasenverteilungen genannt. Mit Phasenvertei-
lungen lassen sich allgemeine Verteilungen beliebig genau approximieren. In [Bux und
Herzog, 1977] wurden sie beispielsweise flie Approximation gemessener Verteilun-

gen benutzt. Eine Methode zur Schatzung der Parameter einer Phasenverteilung nach
der Maximume-Likelihood Methode auf der Basis von Mel3daten wird in [Bobbio und
Cumani, 1991] beschrieben. Auch in [Schmickler, 1992] geht es um die Approximation
empirischer Verteilungsfunktionen, und zwar mit Hilfe gemischter Erlangverteilungen.
Der mit der Verwendung von Phasenverteilungen verbundene Nachteil besteht jedoch in
einem zuatzlichen Anwachsen des Zustandsraums wegen der unteiabaest grof3en

Zahl von beftigten Phasen.

Eine Phasenverteilung wird beschrieben durch eine quadratische Ratenimatng

einen Wahrscheinlichkeitsvektor derselben Dimension [Neuts, 1989]. Die Matfix

hat negative Diagonalelemente und nichtnegative Elemente aul3erhalb der Hauptdiago-
nalen. Mit ihr ist zugleich ein nicht negativer Vektdf = —Te (Vektor der negativen
Zeilensummen) der Austrittsraten aus der Phasenverteilung bestimmt. Der Wektor
legt die Wahrscheinlichkeiten dafur fest, dal? die Bearbeitung in einer bestimmten Phase
begonnen wird.

Beispiel:
Ein typisches Beispielir eine Phasenverteilung ist die Cox-Verteilung. Die Bearbeitung
beginnt in der ersten Phase. Aus jeder Phase ist nebetJengang in die Folgephase
(mit Rate v; ;+1) auch die Beendigung der Bearbeitung (mit Ratg) moglich. Im
folgenden ist eine 3—phasige Cox-Verteilung dargestellt.

—(yo1 + Y00) Yo1 Yoo
o =[1,0,0] T = —(712+710) 712 T° = |10
—720 Y20
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Die Verteilungsfunktion einer durckw, T') gegebenen Phasenverteilung lautet in ge-
schlossener Form

F(t)=1—aexp(Tt)e t>0

Dabei ist der Matrixexponentxp (7'¢) gleich der unendlichen Summyg (Tt)i//i! und

e bezeichnet einen mit lauter Einsen besetzten Spaltenvektor. =

Es stellt sich nun die Frage, wie sich Phasenverteilungen geschickt in die Modellwelt
aus Kapitel 4 integrieren lassen.

Eine naheliegende ®tlichkeit besiinde darin, die Phasenverteilung als eigéndi-

ges Hilfs-Submodell zu spezifizieren und Uber ein Eintritts- und ein Austrittsereignis
mit dem eigentlichen Modell, in dem eine Phasenverteilung benutzt werden soll, zu
synchronisieren. Dieser einfache Ansatz hat aber den schwerwiegenden Nachteil, dal3
viele unerreichbare Zughde entstehen, weil im Produktzustandsraum jeder Zustand des
Modells mit jeder Phase kombiniert auftritt. Aul3erdem ware diese Vorgehensweise pro-
blematisch bei Phasenverteilungen mit mehreren Ein- und Austrittspunkten sowie bei
Spezialfallen, in denen moglicherweise nur eine Phase durchlaufen wird, wo also Ein-
und Austritt zusammenfallentkinen (wie es z.B. bei Cox-Verteilungen der Fall ist).

Ein anderes Verfahren, bei dem diese Probleme vermieden werden, besteht in der
direkten Ersetzung eines Zustands mit exponentieller Verweilzeit durch mehrere, den
einzelnen Phasen einer Phasenverteilung entsprechenden Unterzustande. Auf Matrix-
ebene bedeutet dies eine Modifikation einer vorliegenden Métrir eine Matrix Q'

gemald des folgenden Vorgehens (es wird angenommen, dald die Verweilzeiemm
Zustand durch eine Phasenverteilung ersetzt wird):

1.a) Das:-te Diagonalelement der Matrig) wird durch die Matrix7" der Phasenver-
teilung ersetzt.

Q=T
2. Um die Eintrittswahrscheinlichkeiten in die Phasenverteilung zu realisieligsgsen

die Zustandsiibergange in déten Zustand hinein mit dem Vekter multipliziert
werden.

Qji = qjic  JFi
3.a) Die Austrittsraten aus der Phasenverteilung (VektOrwerden entsprechend der
urspringlichen Zustandgergangswahrscheinlichkeiten aus detan Zustand her-

aus gewichtet.
Qi =pij T  j#i
Die Zustandsbergangswahrscheinlichkeiten sind dabei gegeben durch
~1
pij =aij | > 4ij J#i
J#i
4. Alle anderen Zustandberginge bleiben unvéandert.

UG =Gk I kF
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Beispiel:
Die exponentielle Verweilzeit in Zustanddes linken Modells, deren Erwartungswert

1/(A10 + A12) betidgt, wird durch die dreiphasige Cox-Verteilung aus dem letgzten
Beispiel ersetzt.

)\20 @ )\10 )\20 @
oS0 G

Cox-3
Ao 12

0 10 11 12 2

0o 1 2 0| - Ay Aoz
01 -2 App Ap 10 Rfod = Yor 1200
Q=11 Ap 2 Ap Q= 1 |R¥i, S PILPET
2| Ay Z 12 By 5 PPN

2| Ay "z

Bp=M0/ Aot A10) B, = A/ (At Ag))

Dieses Verfahren der Ersetzung eines Zustands durch mehrere, den Phasen entsprechen-
den Unterzustande erlaubt noch folgende differenziertere Variante: Statt der Verweilzeit
in einem Zustand soll nur ein bestimmter Zustandstibergang aus diesem Zustand heraus,
z.B. der von Zustand nach Zustand: mit phasenverteilter Veimerungszeit erfolgen.
Andere mogliche Zustandsuibergange aus dem Zustaedaus sollen jedoch nach wie

vor mit exponentieller Veragerungszeit stattfinden. Mit dieser Variante wird also eine
grolRere Flexibilitat bei der Modellspezifikation erreicht: Anstatt grundsatzlich alle Er-
eignisse, die in einem bestimmten Zustandgfich sind, mit einer phasenverteilten
Verzogerungszeit zu versehen, kann dies bei Bedarf nur fir ein bestimmtes Ereignis
geschehen. Die Berechnungsvorschriften in den Punkten 2. und 4. der voranstehenden
Liste bleiben davon unberiihrt. Lediglich die erste und dritte Berechnungsvorschrift
sind wie folgt zu modifizieren:

1.b)Vor der Ersetzung desten Diagonalelements der Matrig durch die MatrixT'
ist von allen Diagonalelementen der Matfix der Wert >~ ¢;; zu subtrahieren.
j#ik
Damit werden auf der Hauptdiagonalen der resultierenden Ma&drixauch die
Zustandgberginge mit exponentieller Vedgerungszeit bécksichtigt.
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3.b)Die Austrittsraten aus der Phasenverteilung in den Zielzustasidd durch den
Vektor T bestimmt. Aus allen Phasen gelten auRerdem die exponentiellen Aus-
trittsraten in andere dyliche Zielzusande.

Q:k — T()
Qij =gqije  JF LK
Bei dieser Variante sind in jeder Phase der Phasenverteilung die parallel laufenden Ex-

ponentialverteilungen unverandert gultig, d.h. die Phasenverteilung steht im Wettbewerb
mit einer oder mehreren Exponentialverteilungen (race policy, vgl. S. 21).

Beispiel:

Im Gegensatz zum vorigen Beispiel wird nun lediglich die Verzégerungszeittes
gangs von Zustand nach Zustand® des linken Modells durch die dreiphasige Cox-
Verteilung ersetzt. Der Verzogerungszeit détsergangs von Zustandnach Zustand
bleibt unveéndert exponentiell verteilt mit Ratk.

)\20 @ )\10 )\20 K
10

q
Ao Cox-3

o 10 11 12 2
0 1 2 0| = Mgy Moo

0| -2 A A
oL "~z 10| Mg | -2 Vo Yoo
Q=+ Mo 2 Ay Q = 11| Mg V| Vi
2| Ao Z 12 | Apg | Yy

Die Vorteile bei beiden Varianten dieser Ersetzungsstrategie bestehen darin, daf? keine
unerreichbaren Zughde entstehen. Die Dimension der resultierenden Még'rbist

genau um die Anzahl der Phasen (minus eins) grol3er als die Ausgangsthasaxdald

also die GoRRe der entstehenden Matrix minimal gehalten wird.

Bisher haben wir nur die Ersetzung der Verzogerungszeit lokaler Ereignisse durch
eine Phasenverteilung diskutiert. Im Rahmen unserer Modellwelt ist @ébethinaus
wichtig, zu untersuchen, wie sich Submodeilber Ereignisse mit phasenverteilter
Verzogerungszeit synchronisieren lassen. Dabei konnen die beiden folgenden Ansatze
verfolgt werden:



5.1 Erweiterung und Verallgemeinerung der Modellwelt 113

1. Zurachst wird mit exponentiell verteilten Vaigerungszeiten gearbeitet. Synchro-
nisierende Ereignisse werden daher so behandelt wie in Kapitel 4 beschrieben. An-
schliel3end wirdiir diejenigen Submodelle, digber Ereignisse mit phasenverteilter
Verzogerungszeit synchronisiert werden sollen, der Produktzustandsraum explizit
aufgebaut. Erst danach werden die exponentiellen Verteilungen der betreffenden
Ereignisse durch Phasenverteilungen ersetzt. Dabei kann man genauso vorgehen
wie oben fir lokale Ereignisse beschrieben. Der Nachteil dieses Ansatzes besteht
darin, dafl3 der Produktzustandsraum dber Ereignisse mit phasenverteilter Ver-
zogerungszeit synchronisierten Submodelle explizit aufgebaut werden muf3, was
teilweise zum Verlust der Vorteile des Tensordeskriptor-Ansatiaesids Gesamt-
modell fuhrt.

2. Die Ersetzung der exponentiellen Mégerungszeit durch eine phasenverteilte wird
in genau einender an der Synchronisation beteiligten Submodelle vorgenommen.
Die Synchronisation mit defibrigen an dem synchronisierenden Ereignis teilneh-
menden Submodellen geschieht tiber eine Synchronisation der letzten Phase der
Phasenverteilung, d.lilber ein Ereignis mit exponentieller Vé&gerungszeit. Mit
diesem Ansatz werden die Vorteile des Tensordeskriptors nicht geschmalert. Er ist
jedoch weniger flexibel was die Gglichen Synchronisationsmuster, d.h. die an der
Synchronisation teilnehmenden Submodelle betrifft, da ein Submodell — dasjenige,
in dem die Ersetzung vorgenommen wird — als Teilnehmer a priori feststehen muf3.
Sollen mehrere gleichartige Submodelle synchronisiert werden, so wird bei diesem
Ansatz die vollstandige Symmetrie durchbrochen, da in eines der Submodelle die
Phasenverteilung eingebaut werden muf3.

Zum Schluf3 dieses Abschnitts soll noch eine Bemerkung zum Anwachsen des Zustands-
raums bei der Verwendung von Phasenverteilungen erfolgen. Aufgrund ded3entgn
Zustandsraums eines einzelnen Submodells wachst naturlich auch der Zustandsraum des
Gesamtmodells. Die Zustandsraumreduktion, die anwendbar ist, wenn mehrere Submo-
delle eines Typs vorliegen, wirkt sich aber auch gunstig auf die Zahl der durch die
Phasenverteilung hinzukommenden Unteraonde aus. Kommen in einem Submodell

mit s Zustanden durch die Verwendung einer Phasenverteiturigustande hinzu, so

steigt die Zustandszahl des Gesamtmodells:b8ubmodellen nicht um den erwarteten
Faktor ((s + m)/s)". Man kann den Anstiegsfaktor folgendermaR3en atzen

n+s+m—1
s+m—1

n+s—1
s—1

(m+s+m—1)1(s—=1)!n!

(s+m—1)nl (n+s—1)!

m+s+m—1)(n+s+m—2) ... (s+m+1)(s+m)
(n+s—1) (n+s—2) ... (s+1) $

s+ m "
<
S

Damit ist gezeigt, dal der Anstiegsfaktor echt kleiner(éis+ m)/s)" ist.




114 5 Erweiterung der Modellwelt, Zusammenfassung und Ausblick
5.1.3 Weitere Synchronisationsmuster

Bisher stehen in der vorgestellten Modellwelt zwei Synchronisationsmuster zur Ver-
fugung: Enweder nehmealle Submodelle eines Typs an einem synchronisierenden
Ereignis teil (wir assoziieren diesen Fall mit dem Operadr odergenau einSubmo-

dell eines Typs nimmt an der Synchronisation teil (Operatpr

Es stellt sich nun die Frage, ob und gegebenenfalls wie das Schema von Abb 4.2,
S. 77 erweitert werden kann. Es gibt beispielsweise Falle, in denen eine bestimmte
Anzahl & (mit 1 < k& < n;) zufallig ausgevhlter Submodelle eines Typs an einem
synchronisierenden Ereignis teilnehmen sollen. Die Darstellung dieses Sachverhalts
mit der Methode des Tensordeskriptors in geschlossener Form ist zaglicm aber
umstandlich. Mochte man z.B. erreichen, dafl3 genau zwei Submodelle des ayps

der Synchronisation teilnehmen, so &@thman einen Ausdruck der Form

W=QVeQVel, o. &I,
+QVenL, 00V el .01,
+...
+1,®..01L Q" @QY

Fur andere Blle, wie z.B. das Rudikat “es sollen mindesteris Submodelle deg-ten
Typs an der Synchronisation teilnehmen”, werden die geschlossenen Formeln sogar
noch aufwendiger.

Trotz dieser Komplexét der geschlossenen Darstellung ist erfreulicherweise festzustel-
len, dalR der Reduktionsalgorithmus mit relativ wenig Aufwand so erweitert werden
kann, dal} die Teilnahme einer spezifizierten Anzahl von Submodellen eines Typs an
einem synchronisierenden Ereignis beherrscht wird. Dazu ist der Algorithmus so zu
modifizieren, dal3ifr jeden Ausgangszustand unter Beksichtigung des vorgegebenen
Pradikats eine Berechnung der mittels des synchronisierten Ereignisses erreichbaren
Zielzustinde durchgéihrt wird.

5.1.4 Lockerung der Symmetriebedingungen

In Anhang A.2 sind die drei Arten von ZusammenfalR3barkeitnhch gewbhnliche, ex-

akte und strikte Zusammenfal3barkeit, erlautert. Im Kontext unserer Modellwelt wurden
bisher lediglich Beispielelfr strikte Zusammenfal3barkesingegeben: Wir stellten in
Kapitel 4 fest, dal3 die Reduktion des Zustandsraums auf Ebene der Submodelltypen
aufgrund des Vorliegens strikter Zusammenfal3barkei&dsgid) ist. Eine interessante
Fragestellung lautet nun: Wie konnten die strengen Symmetriebedingungen der Mo-
dellwelt abgeschéacht werden, damit gedtnliche (ohne exakte) oder exakte (ohne
gewdbhnliche) ZusammenfalRbarkeit vorliegt?

Wir betrachten zunachst ein Beispiel, in dem ausschliel§jeivdhnliche Zusammen-
fallbarkeitvorliegt.



5.1 Erweiterung und Verallgemeinerung der Modellwelt 115

Beispiel:
Drei Prozessoren, die durch die Submodelle P1, P2 und P3 reprasentiert w
bearbeiten ankommende Auftge. Die Prozessoren befinden sich entweder im Zug

O (idle) oder im Zustand 1 (busy). Die Prozessoren P2 und P3 versuchen
Moglichkeit, einen Auftrag, den sie erhalten haben, an den links von ihnen lieg
Prozessor weiterzureichen. Dies geschieht Uber ein synchronisierendes Ereigr
“handover” genannt wird.
P1 P2 P3
0...idle
G ° a 1 ... busy
slual h21  h21 h32 h32 ssl a3 a...arrval
S ... service
G G Q h ... handover

Im folgenden ist die Matrix) des Gesamtmodells dargestellt, wobei der Einfach
halber fur die Raten dieselben Bezeichner wie fur die zugehorigen Ereignisse g
wurden. Aulerdem wurde von der Annahme ausgegangen, dafd die Ankunft
Bedienraten bei allen drei Prozessoren identisch sind, dal} alsol gita2 = a3 =«
und s1 = s2 = s3 = s.

Die Matrix () besitzt nicht die Eigenschaft der exakten Zusammenfal3barkeit (bez

der eingezeichneten Partition), da innerhalb der Diagodellel das Teilspaltenkriterium

nicht erfullt ist. Dagegen ist das Teilzeilenkriterium erfullt, sogar unabhangig da
ob die Raten21 und ~32 identisch sind oder nicht. Es liegt also g@wliche
Zusammenfal3barkeit ohne exakte Zusammenfal3barkeit vor.

000 001 010 100 011 101 110 111

00| X|a a a
01| s | 2 h32 a a 000 001 011 111
010 | S > h21 a a 000l ¥ 3a
100 | S 2 a a 001 s Z Z2a

Q = Q =
011 S s > h21 a 011 2 2 a
101 S S > h32l a 111 3s Z
110 S S 2 | a
111 S s s|Z

Die rechts dargestellte Matrig) erhalt man durch Zusammenfassen der Zustand
Makrozusinden, wozu man den Reduktionsalgorithmus aus Kapitel 4 verwenden
Beim Zusammenfassen geht erwartungsgemal die Information tiber das “handov
loren, d.h. das Zusammenfassen kommt einem Ausblenden der “handover’-Ere
gleich.

erden,
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nach
enden
nis, das
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Offensichtlich ist die beobachtete Asymmetrie zwischen den drei Prozessoren im Bei-
spiel verantwortlich fur das Fehlen exakter Zusammenfal3barkeit. Die Prozessoren ver-
halten sich dagegen geddrer der Umwelt identisch (arrival und service), daher die
festgestellte gewohnliche Zusammenfal3barkeit. Allgemein wird man feststellen, daf? ge-
wohnliche ZusammenfalRbarkeit ohne exakte ZusammenfalR3barkeit bei asymmetrischem
Verhalten innerhalb eines Submodelltyps, jedoch bei identischem Verhalten gegenuber
den Submodellen anderer Typen (der Umwelt) vorliegt.

Es ist uns bisher nicht gelungen, einfache Beispiéleeikxakte Zusammenfal3barkeit
(ohne gleichzeitige gewodhnliche ZusammenfalR3barkeit) zu finden, die im Rahmen un-
serer Modellwelt sinnvoll sind.

5.2 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Methoden zur Beschreibung und Analyse von Markovmodellen
mit grofdem Zustandsraum untersucht. Wir wollen zum Abschluf3 noch einmal kurz
die inhaltlichen Schwerpunkte der Arbeit rekapitulieren und die wichtigsten Ergebnisse
zusammenfassen.

Kapitel 2 enthalt eine vergleichende Untersuchung verschiedener Modellbeschreibungs-
methoden, die zuichst anhand eines gemeinsamen Beispielproblems amgefnd
anschlie3end bezuglich verschiedener Kriterien verglichen werden. Bei diesem Ver-
gleich stellten wir fest, dal3 die untersuchten Modellbeschreibungsmethoden wesentli-
che Unterschiede aufweisen, die Wahl der geeigneten Modellbeschreibungsmethode also
entscheidenden Einflu3 auf den Erfolg eines Leistungsbewertungsprojekts nehmen kann.

In Kapitel 3 wurden unterschiedliche Ansatze fur die effiziente Modellierung groR3er
Systeme untersucht. Bei den Modelltransformationen mit dem Ziel der Modellvereinfa-
chung wurde insbesondere die Vereinfachung verallgemeinerter stochastischer Petrinetze
naher untersucht. Anschlielend wurden Methoden der strukturierten Modellbeschrei-
bung und -analyse betrachtet. Im Rahmen eines geschitkiersetzens von der Mo-
dellbeschreibung auf hoherer Ebene in die darunterliegende Markovkette stand eine
Matrixsemantik @ir stochastische Prozel3algebren im Vordergrund.

Die mehr analytischen Arbeiten der Kapitel 2 und 3 munden in Kapitel 4 in die Be-
schreibung einer neuartigen Modellwelt. Diese zeichnet sich durch eine strukturierte
Beschreibung des Gesamtmodells aus, welches aus interagierenden Submodellen aufge-
baut wird. Eine Besonderheit dieser Modellwelt ist ihre Eignung zur Beschreibung von
Systemen mit replizierten Komponenten durch replizierte Submodelle. Ohesdazu,

daf3 mit Hilfe eines schnellen Reduktionsalgorithmus der Zustandsraum des Gesamtmo-
dells unter Umsinden dramatisch reduziert werden kanir &ie Generatormatrix des
Gesamtmodells wird eine Darstellung in Form eines Tensordeskriptors angegeben, auf
deren Basis eine effiziente verteilte numerische Analyse duraghgeivird.

Aus Sicht der vorliegenden Arbeit ist fur die erfolgreiche Durchfuhrung einer Modellie-
rungsstudie zuichst die Auswahl einer geeigneten Modellbeschreibungsmethode wich-
tig. Ab einer gewissen @fe und Kompliziertheit des zu modellierenden Systems sollte
unbedingt eine strukturierte Modellbeschreibung gewahlt werden. AnschlieRend wird
man versuchen, im Rahmen einer Voranalyse Teilmodelle mit Hilfe von Transformatio-
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nen soweit wie raglich zu vereinfachen. Danach kann bei Modellen mit replizierten
Submodellen eine Zustandsraumreduktion auf Ebene der Submodelltypen durchgefuhrt
werden, woran sich die strukturierte numerische Analyse auf der Basis des Tensordes-
kriptors anschlief3t.

Durch eine solche Kombination von strukturierter Modellbeschreibung, Modelltransfor-
mation, Ausnutzung von Symmetrien und strukturierter Analyse kommt man zu einem
Gesamtvorgehen, mit dem man eidglicherweise auftretendes Zustandsraumproblem
bestmoglich in den Griff bekommt.

Trotz der positiven Ergebnisse der Arbeit gibt es natirlich nach wie vor eine Reihe
schwieriger Probleme, von denen exemplarisch das der unerreichbarémdaisin
Zusammenhang mit dem Ansatz des Tensordeskriptors noch einmal hervorgehoben
sei. Diese und die in diesem Kapitel nur angerissenéglichen Erweiterungen der
Modellwelt bilden Ausgangspunkte fur aufbauende Arbeiten.






Anhang A Markovprozesse

A.1 Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfuhrung in die Thematik der stochastischen
Prozesse gegeben, wobei insbesondere Markovprozesse im Vordergrund stehen. Dies
geschieht, um aus der Fulle der Literatur mit nicht immer einheitlicher Nomenklatur
den in dieser Arbeit béigten begriffichen Apparat bereitzustellen. Aiiisflichere
Abhandlungen zu diesem Thema sind unter anderem in [Cinlar, 1975; Kleinrock, 1975;
Kemeny und Snell, 1976; Trivedi, 1982; Stewart, 1989] enthalten.

Der Begriff des stochastischen Prozesses ist fur die Leistungsbewertung im allgemeinen
und fur die Markovmodellierung im besonderen von zentraler Bedeutung stBoha-
stischer Prozelist definiert als eine Familie von Zufallsvariablen.

{X(1)|teT)

Die MengeT wird als Index- oder Parametermenge bezeichnet. Normalerweise ist
mit dem Parametet eine Zeitvorstellung verbunden, so da&l§t) den Zustand eines
Systems zum Zeitpunkt beschreibt.

Anhand des Wertebereichs der Zufallsvariabléft) lassen sich stochastische Prozesse

in zwei Gruppen einteilen. Zum einen gibt es stochastische Prozesse, die Werte
aus einem kontinuierlichen Wertebereich annehménnkn. Uns interessieren im
Rahmen dieser Arbeit jedoch stochastische Prozesse mit diskretem (endlichem oder
abzhlbar unendlichem) Zustandsraum. Ein diskreter Wertebereich kann bijektiv auf
eine Teilmenge der naturlichen Zahlen abgebildet werden, so dal3 im folgenden ohne
Beschéankung der Allgemeinheit angenommen wird, daf$ gilt

X(t)€{0.1,2,..}

Stochastische Prozesse mit diskretem Zustandsraum werden ak@italsezeichnet.
Anhand der Indexmengdg kann eine weitere, analoge Einteilung stochastischer Prozesse
vorgenommen werden. Wird der stochastische Prozel3 nur zu diskreten Zeitpunkten
(Zeitschritten)t,,, n € {0,1,2,...} betrachtet, so spricht man von einemitdiskreten
stochastischen Prozefhd verwendet &ufig die Bezeichnung (¢,) = X,,. Ist dagegen

X(t) fur jeden Wertt € IR bzw. t € IR] definiert, so handelt es sich um einen
zeitkontinuierlichen stochastischen Prozel3

Fur eine weitere Klassifikation stochastischer Prozesse ist die stochastische Abhan-
gigkeit zwischen den Zufallsvariablei(¢) fur verschiedene Werte des Parameters
entscheidend. Je nach der Art der Abhangigkeit erhalt man Prozesse aus der Klasse der
Markovprozesse, Birth-Death Prozesse, Random Walks, Erneuerungsprozesse (renewal
processes), Semi-Markovprozesse, usw., wobei sich diese Klassen zuibelrélppen.

Wir wollen die besonderen Eigenschaften der fur diese Arbeit wichtigen Markovprozesse
betrachten und dabei mit der Definition zeitdiskreter Markovketten beginnen.
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Definition: Eine Familie von ZufallsvariablefiXy, X1, X, ...} bildet einezeitdiskrete
Markovkette falls fur allen € IV, fur alle moglichen Wertey. 71, ....7,-1 und
fur alle 5 qilt

P")Ob[Xn =J | Xo = 70, X1 = (T :X'nr—l = 7:71,—1]

Al
:P"’Ob[Xn, =7 | Xp-1= 7:71,—1] ( )

Umgangssprachlich ausgégdkt heil3t das, dal3 die zukitige Entwicklung einer zeit-
diskreten Markovkette lediglich vom gegenwartigen Zustand, nicht jedoch von der Vor-
geschichte aldmngig ist. Diese Eigenschaft bezeichnet man aucMal&oveigenschatft

Wir betrachten nun die Wahrscheinlichkeiir fden Ubergang von einem Zustandn
einen Zustang in n Schritten. Diese:-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit; (n) ist
definiert als

Piy (n) = P"’Ob[Xm—Hz, = 7 | X, = 7:]

Im allgemeinen kann diese bedingte Wahrscheinlichkeitaagly vom Zeitschritin
sein. Wir wollen hier jedoch nur dehomogenerfall betrachten, d.h. den Fall dal3
pij(n) unabl&ngig vonm ist. Fur » = 1 erhalt man speziell

pij = pij(1) = Prob[Xy41 =7 | X = 1]
und in Matrixform

P11 P12
P21

P =pij] = 5

Die Dimension detUbergangsmatrix® kann sowohl endlich als auch unendlich sein,
je nachdem, ob die Markovkette endlich oder unendlich viele verschiedenandest
annehmen kann. Aus den beiden offensichtlichen Bedinguigeh p;; < 1 und

> pij = 1, sowie der Zusatzbedingung : > p;; > 0 (d.h. jede Spalte der Matrix

J [}
P muf3 mindestens ein vofi verschiedenes Element enthalten) folgt, dafeine
stochastische Matrix ist [Varga, 1962; Stewart, 1989].

Betrachten wir nun den Zusammenhang zwischen deschritt und den 1-Schritt
Ubergangswahrscheinlichkeiten: Umsin+n Schritten vom Zustandin den Zustand
j zu gelangen, mul3 nach den erstenSchritten ein Zwischenzustarid durchlaufen
werden. Daher gilt

pij(m+n) = Z pir(m)pyj(n)
k

Diese Beziehung ist als Chapman-Kolmogorov Gleichungeéitdiskrete Markovketten
bekannt, mit deren Hilfe sich die-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten rekursiv
berechnen lassen als

pij(n) =Y pixpri(n — 1)
k
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In Matrixschreibweise et man
P(n)=[pij(n)]=P-P(n—-1)=...=P"

Nun seiwj(.") definiert als die Wahrscheinlichkeit, dalR sich die Markovketterhten
Zeitschritt im Zustand; befindet

7rj(-n) = Prob[X, = Jj]
Damit gelangt man zu der wichtigen Beziehung

) |:ﬂ_§")i| — 7T(n_1)P N 71_(O)P‘n
Die Zustandswahrscheinlichkeiten imten Zeitschritt sind also eindeutig bestimmt
durch dieUbergangsmatrix” und die Ausgangsverteilung?.

Man nennt eine Markovkettgreduzibel falls jeder Zustang ausgehend von einem
beliebigen, fest vorgegebenen Zustandn endlich vielen Schritten erreichbar ist.

Ist ausgehend vom Zustanddie Rickkehr zum selben Zustandnur nach-, 2+,

37, ... Schritten moglichy > 1), so nennt man den Zustangeriodisch Anderfalls
heil3t: aperiodisch.

Mit Hilfe dieser Begriffe kbnnen wir nun die Voraussetzungen angeben, unter denen eine
zeitdiskrete Markovkette eine statéme \erteilung (Gleichgewichtsverteilung) besitzt
[Trivedi, 1982, S. 320; Kleinrock, 1975, S. 29]. Ist eine homogene Markovkette
irreduzibel und aperiodisch, so existieren die Grenzwerte

T = ”li_I}Iolo 7rj(-n)
fur alle 7 und sind unabhangig von der Ausgangsverteilung. Als zusatzliche Bedin-
gung fur die Existenz einer statiémen Verteilung ist noch zu fordern, dal3 die mittleren
Rekurrenzzeiten der Zustande, d.h. die mittlere Anzahl der Schritte bis zum Wiederein-
tritt in denselben Zustand, endlich sind. Markovketten, die neben Irreduaibuirtd
Aperiodizitat diese Bedingung erfullen, nennt mengodisch

Aus der Beziehung

(n (n—1

i

erhalt man — unter Voraussetzung der Existenz der Grenzwerte — durchibengang
und Vertauschung von Grenzwert und Summation die folgende Identitat:

lim 7" = "li_{lgoZWg“_DPij = ang“go W‘l("'_l)Pij
i i

n—oo J

Daraus folgt der fur die Bestimmung der stationaren Verteilung wichtige Zusammenhang

T =) mipij
i
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mit der Nebenbedingung
Zﬂj =1
J

In Matrixform lautet diese Beziehung

TP =m
(A.2)

e =1
Dabei iste ein Vektor, dessen Elemente alle gleich eins sind. Es handelt sich hierbei
also um ein (singulares) lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der stationaren
Zustandswahrscheinlichkeiten der zeitdiskreten Markovkette.
Bevor wir zur Betrachtung zeitkontinuierlicher Markovkettdhergehen, wollen wir
noch die Verteilung der Verweilzeit in einem Zustand einer zeitdiskreten Markovkette
angeben. Sel; definiert als die Anzahl der Zeitschritte, die die Markovkette in einem
Zustand verweilt, bevor eine Transition in einen anderen Zustand erfdigist eine
Zufallsvariable, deren Verteilung nun leicht angegeben werden kann als

Prob[N; = n] = p;'fl(l —pii), n=12,...

Man sieht, daf3 sich als direkte Folge aus der Markoveigenschatt fur die Zufallsvariable
N; die einzige diskrete Verteilung mit der Eigenschaft der &ddnislosigkeit, also
eine geometrische Verteilung, ergibt.

Wir gehen nun vom zeitdiskreten zum zeitkontinuierlichen faalér.

Definition: Der stochastische Prozefy?) bildet einezeitkontinuierliche Markovkette
falls fur allen € IN und fur alle nbglichen Wertetg < t; < ... < t, gilt

P'I’()Z)[X(fn) =7 | X(t()) = 19, X(fl) =11,..., X(fn_l) = 7:71—1]

A.3
=Prob[X(t,) =7 | X(tn-1) = in—1] (A-3)

Diese Bedingungiir zeitkontinuierliche Markovketten ist offensichlich analog zu der
oben dargestellten fur den zeitdiskrteten Fall, vgl. Gl. (A.1).

Die UbergangswahrscheinIickeji,;j(At) vom Zustand: in den Zustand; Uber ein
Zeitintervall der lange At ist definiert als

pij(At) = Prob[X(s + At) = j | X(s) = 1]

Die Matrix P(At) enthalt alle solchéJbergangswahrscheinlichkeiten zwischen zwei
Zustnden
P(At) = [pij(At)]

Wahrendp; ;(At) im allgemeinen vom absoluten Zeitpunkablhangig sein kann, wollen
wir auch hier nur den homogenen Fall betrachten, also die lamagipkeit vons
voraussetzen. Fur di@bergangswahrscheinlichkeit ist dann nur die Zeitdifferexz
mal3gebend.
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Wir definieren die Wahrscheinlichkeit, dal3 sich die Markovkette zum Zeitptirdt
Zustand; befindet

mi(t) = Prob[X(t) = j]

und kdonnen damit die Zustandswahrscheinlichkeit zum ZeitpunktAt wie folgt
schreiben

Tt A =Y mi(Hpii(At)
bzw. in Matrixform
m(t + At) = 7(1) P(At)

Zur Bestimmung des Vektors der Zustandswahrscheinlichkeiten zum Zeitplsiket
man Uber eine Grenzwertbetrachtung folgende Differentialgleichung her:

dm(t f Y — (¢
(1) ~ lim 7(t + At) — (1)
dt At—0 At
) P(At) -1
=1 t)——————
Agoﬂ( ) At
) P(At) -1
=7(t) im ————
( )A}%n—}o At

Hierbei bezeichnef eine Identiitsmatrix passender Dimension. Wir definieren die
Ratenmatrix(), die auch alsinfinitesimale Generatormatrixier zeitkontinuierlichen
Markovkette bezeichnet wird, folgendermalen:

. P(A) =T
= lim — 2~
@ AtD At
Im einzelnen ergeben sich fur die Elemente der Mafyixlie Beziehungen
_opig(At)
=1 L
Gi= A0 At 7
. pii(At) =1
i = lim —————
T = i At

Die Differentialgleichung &f3t sich damit kurz schreiben als

dm(t)
=T7(t
o = (Q
Unter entsprechenden Voraussetzungen wie im zeitdiskreten Fall kann auch bei zeitkon-

tinuierlichen Markovketten auf die Existenz einer stationaren Verteiluiggschlossen
werden. Dann gilt also

7w = lim w(t)
t—o0

Da in diesem Fall der Differentialquotientirf grol3e Werte vort verschwinden muf3,
konnen wir schreiben

dm(t
lim (
t—oo dt

) _y
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Damit gelangt man zu folgendem linearen Gleichungssystendie Bestimmung der
stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten:

Q) =0

me =1

(A.4)

Anhand folgendetJberlegung kann man leicht zeigen, daf sich eine zeitkontinuierliche
Markovkette in eine zeitdiskreteberfihren &Rt und umgekehrt. Ausgehend von der
soeben gewonnenen Beziehun@ = 0 erreicht man durch Multiplikation mit einem
kleinen ZeitintervallAt und anschlieBendes Addieren des Vektorauf beiden Seiten
der Gleichung folgende Darstellung

TQAL + 1 =m(QAL+ 1) =m

Diesen Vorgang nennt man Diskretisierunly ist der Diskretisierungsparameter. Ist
At klein genug, d.h. gilt
1

At < —— (A.5)
max |g;;|

so ist? = QAt + I eine stochastische Matrix. Damit wurde eine Darstellung der der
folgenden Form gewonnen

nP=mn, me=1

Diese Darstellung entspricht genau der Problemdarstellung einer zeitdiskreten Markov-
kette in GI. (A.2).

Auch fur den Fall einer zeitkontinuierlichen Markovkette wollen wir abschliel3end noch
die Verteilung der Verweilzeit in einem Zustand betrachten. Aus der Markovbedingung
kann unmittelbar gefolgert werden, dald die Verweildaliem einem Zustand expo-
nentiell verteilt ist [Kleinrock, 1975, S. 45; Cinlar, 1975, S. 242]. Ausgehend von der
Gleichung

Prob[T; > s +t,T; > s| _ Prob[T; > s +1]
Prob|T; > s ~ Prob[T; > ]

Prob|T; > s+t |T; > s] =

erhalt man
Prob[T; > s +t] = Prob[T; > s+t |T; > s|- Prob[T; > s]
= Prob[T; > t] - Prob|T; > s

Die zuletzt benutzteAquivalenz gilt aufgrund der Markoveigenschaft. Die einzige
kontinuierliche Verteilung, die diese Gleichung erfillt ist die Exponentialverteilung.
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A.2 Zusammenfassen von Zusinden

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen fir das Zusammenfassen von Zustanden ei-
ner Markovkette dargestellt. Dieses Prinzip wird in der englischsprachigen Literatur als
Lumpabilitybezeichnet, und wir benutzen dafir den deutschen Ausdtusimmenfal3-
barkeit Es existieren diverse Kategorien von Zusammenfaf3barkeit)ioh gevdhnli-

che (ordinary), exakte (exact), strikte (strict), schwache (weak) undhemnde (near),

von denen wir hier nur die drei ersten diskutieren wollen, da sie fur die vorliegende
Arbeit relevant sind. Eine au#frlichere Darstellung der Grundlagen der Zusammen-
faRbarkeit wird in [Kemeny und Snell, 1976] gegeben, und eine giersicht findet

man in dem neueren Papier [Buchholz, 1994].

Das Zusammenfassen von Zastlen erraglicht eine Reduktion des Zustandsraums
durch die Aggregierung von Zustanden, wodurch eine vergroberte Sicht auf die Mar-
kovkette entsteht. Der Aufwandirf die Analyse der zusammengefaldten Markovkette
ist dann geringer als fur die Analyse der urspriinglichen. Fur viele Betrachtungen ist
diese vergdberte Sicht aber immer noch ausreichend zur Beantwortung interessierender
Fragen.

Die Grundidee der Zusammenfal3barkeit ist es, den Zustandsraum deinglsgren
Markovkette nach bestimmten Kriterien in disjunkte Zustandsmengen zu partitionieren
und jede dieser Zustandsmengen als Makrozustand zu interpretieren. Man beobach-
tet, dald das Maskieren von Zustandsiibergangen innerhalb eines Makrozustands einen
reduzierten stochastischen Prozel3 ergibt, der unter bestimmten Voraussetzungen eben-
falls die Markoveigenschaft besitzt, man also wiederum eine Markovkette erhalt. Dabei
stehen die stati@ren und transienten Zustandswahrscheinlichkeiten deriungichen

und der zusammengefaliten Markovkette in engem Zusammenhang.

Wir wollen nun den mathematischen Hintergrund fur die Zusammenfal3barkeit von
zeitdiskreten Markovketten betrachten, entsprechende Zusarangbelten aber auch

fur zeitkontinuierliche Markovketten. Sei als® eine zeitdiskrete Markovkette mit
dem endlichen,n-elementigen Zustandsrautd, d.h.Vi ¢ IN : X; € Z. Diese
Markovkette ist eindeutig spezifiziert durch eine stochastiséergangsmatrix’. Sei

Q = {wi....,wy} eine Partition des Zustandsraumisin N disjunkte Teilmengen,
wobei N < n. Zwei Zustnde, die in derselben Teilmenge liegen, bezeichnet man
als im Sinne der Partition aquivalent. Dann wird die zugehofRgejektionsmatrix
(Buchholz nennt si&ollektormatriy V e IR"*" definiert als diejenige Matrix, deren
Elemente gegeben sind durch

V(ZJ): {1 1 E Wy

0 sonst
Die Matrix V' gibt an, welche Zustandein welcher Teilmengev; liegen. Ferner ist
U=VT ¢ RV*" die zugehorigeDistributormatrix, die ausV’ durch Transposition
und Normalisierung entsteht. Die Schreibwei$é bedeutet also eine Normalisierung
der Zeilen der MatrixV’? auf den Wertl. Die Rechts-Multiplikation vonP mit V/
bewirkt ein Aufsummieren aller derjenigen Spalten v@ndie bexziglich der Partition
aquivalent sind. Die Linksmultiplikation mit/ bewirkt eine Mittelwertbildung Uber
diejenigen Zeilen, diéquivalente Zu$inde repisentieren.
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Definition: Seienl’, ), U und V' definiert wie oben. Die Markovkett& heifl3t

* gewodhnlich zusammenfalibar (ordinarily lumpable) bezudlichdw.V.J €
{1.....N} undVi,j € wy qilt: (e; —e;)PV = 0. (Teilzeilenkriterium)

* exakt zusammenfal3bar (exactly lumpable) bezu@ligaw.v.J € {1,... N}
undVi.j € wy gilt: (e; — ej)PTV = 0. (Teilspaltenkriterium)

o strikt zusammenfal3bar (strictly lumpabtg)w. X sowohl gewdhnlich als auch
exakt zusammenfal3bar ist.

Dabei bezeichnet; einen Zeilenvektor passender Lange inin Position: und
0 in allen anderen Positionen.

Die Analyse der aufgrundewodhnlicher Zusammenfal3barkeiitstandenen reduzierten
Markovkette erlaubt die exakte Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten der Makrozu-
stande, nicht aber der Einzelwahrscheinlichkeiten derahdg#. Die Wahrscheinlichkeit

fur den Makrozustandl; ist gleich der Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten der
Zustinde, die zum Makrozustand gehbren:

My=> (A.6)

1EWy

Liegt gewohnliche Zusammenfal3barkeit vor, so sind im Prodiykt alle Zeilen, die
aquivalenten Zustanden entsprechen, identisch. Es ist daher nicht notwendig, bei der
Linksmultiplikation mitU eine Mittelwertbildung vorzunehmen und deshalb vorteilhatft,
eine modifizierte Distributormatrik’’ zu benutzen, welche a8’ entsteht, indem man

in jeder Zeile allel-Elemente aul3er dem ersten duftlersetzt. Dies bewirkt, daf}
durch die Links-Multiplikation mitl/’ jeweils genau eine (die erste) dieser identischen
Zeilen ausgewhlt wird. Aus diesem Grund bezeichnen Wit in diesem Fall als
Selektionsmatrix Fur die Einzelwahrscheinlichkeiten lassen sich bei gewohnlicher
Zusammenfal3barkeit nur (mehr oder weniger ungenaue) Schranken angeben

Im Falle von exakter Zusammenfal3barkegilt ebenfalls Gl. (A.6), die Einzelwahr-
scheinlichkeiten sind jedoch nun exakt bestimmbar durch die Beziehung

I
T = I , 1EWJ
jwr|
Es haben also alle zu einem Makrozustand gehorenden Zustande dieselbe Wahrschein-
lichkeit.
Allgemein gilt fir ZusammenfaRbarkeit, daR dieergangsmatrix® der zusammenge-
falRten Markovkette beziiglich einer vorgegebenen Partitiais das Matrixprodukt

P=UPV (A7)
berechnet werden kann [Kemeny und Snell, 1976]. Entsprechendesigieitkon-
tinuierliche Markovketten, wenn man di¢bergangsmatri¥® durch die Generatormatrix

() ersetzt.
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Beispiel:
Wir betrachten eine zeitdiskrete Markovkette mit di#ivergangsmatrix® welche ge-
geben ist durch

0 1/2 1/2
P=|1/4 1/4 1/2
0 5/8 3/8

Die stationare Verteilungr dieser Markovkette wird ermittelt aus der Gleichu
(P — 1) =0 und fuhrt zu dem Wahrscheinlichkeitsvektor

7 =(1/9,4/9,4/9)

Betrachten wir nun die Partitiol; = {{1,2}, {3}}, welche die ersten beiden Zustan
in Relation setzt. Wir stellen fest, dal3 die Markovkette tlgizh dieser Partition
gewohnlich zusammenfal3bar ist, da das Teilzeilenkriterium erfullt ist. Es gilt nan

P(1,1)+ P(1,2) = P(2,1) + P(2.2) = 1/2

und
P(1,3) = P(2,3) =1/2

Wir berechnen didJbergangsmatrix der zusammengefaten Markovkette als

10
100

1 0|=

R

0 1

Die statiorére Losungll der zusammengefal3ten Markovkette ergibt sich aus de

stimmungsgleichungl(” — I) = 0 und wir erhalten

0 1/2 1/2

pevpv=]| °° 1/4 1/4 1/2
oo 1
0 5/8 3/8

1/2 12
1/2 12
5/8 3/8

12 1/2
5/8 3/8]

= (5/9,4/9)

Offensichtlich gilt wie erwartel; = n1 + 72
Die Markovkette unseres Beispiels ist bgiich der Partitiorf2; nicht exakt zusammer
fallbar, da das Teilspaltenkriterium nicht erfullt ist, wie man leicht Gberprifen kar
Betrachten wir jedoch eine andere Partition= {{1}. {2,3}}, so stellen wir fest, da
P beziglich dieser exakt zusammenfal3bar ist. Das Teilspaltenkriterium |adnetiatn
in diesem Fall

P(2,2)+ P(3,2) = P(2.3) + P(3,3) = 7/8

und
P(1,2) = P(1,3) =1/2

ng

de
|
nlich

Be-

nn.
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Hier erhalt man dieUbergangsmatrix der zusammengefaRten Markovkette wie folgt:
0 1/2 1/27[1 0 0 1
A 1 0 0 1 0 0 0 1
P=UPV = {0 1/ 1/2] [1/4 1/4 1/2] [0 1] = {0 12 1/2} [1/4 3/4] = L/g 7/8]
0 5/8 3/8][0 1 0 1
und die stationare Losung alE P’ — I) = 0 als
II=(1/9,8/9)

Auch hier gilt, dal3 die Makrozustande die Wahrscheinlichkeiten der ihnen zugehgprigen
Einzelwahrscheinlichkeiten auf sich vereinigen, dlh. = 71 und [l = 7 + 73.
Zusatzlich weil3 man hier, daf3 sich die WahrscheinlichKgit= 8/9 gleichmafigauf
72 und 73 verteilt, daf also giltry = 73 = I15/2 = 4/9.

A.3 Numerische Analyseverfahren

Zur Bestimmung der statiémen Zustandswahrscheinlichkeiten einer Markovkette ist im
allgemeinen eine Matrixanalyse erforderlich, d.h. diising eines Problems in einer
der beiden folgenden dualen Darstellungen:

Q=0 , te=1

nP=n , me=1

Man kann das Problem also zum einen als ein homogenes, singulares lineares Glei-
chunsgssystem, zum andern als ein Eigenvektorproblem einer unsymmetrischen, oft
sehr dunn besetzten Matrix zum vorgegebenen Eigenwert eins ansehen.

Einen Uberblick lber numerische Verfahren zur Analyse von Markovketten geben
z.B. [Krieger, 1990] und [Philippet al, 1992]. Grundatzlich kann man eine Einteilung
in direkte Verfahren und iterative Verfahren vornehmen.

Grundlage dedirekten Verfahrernist das bekannte Gauf3’'sche Eliminationsverfahren,
zu dem es verschiedene Varianten gibt, z.B. die LU-Zerlegung. Die direkten Verfahren
konnen nur bei kleinen, dicht besetzten Matrizen vorteilhaft eingesetzt werden. Das liegt
daran, dafd im Zusammenhang mit direkten Verfahren nicht von Speichertechniken fur
dinnbesetzte Matrizen profitiert werden kann. Bei solchen “sparse-matrix”-Techniken
werden nur die von Null verschiedenen Elemente der Matrix gespeichert. Beim Gaul3-
Verfahren kann sich jedoch die Nicht-Null-Struktur der Matrix dynamiacdkern, da

bei der Elimination des fuhrenden Elements einer Zeile Eintrage in solchen Positionen
entstehen &nnen, die zuvor mit Null besetzt waren (fill-in).

Dagegen knnen Speichertechnikeiirf dunnbesetzte Matrizen bei déterativen Ver-
fahren gut eingesetzt werden, denn hier ist die Grundoperation eine Vektor-Matrix-
Multiplikation, bei der die Matrixstruktur der Iterationsmatrix erhalten bleibt. Um zu
einem lterationsschema zu gelangen, wird das Syst@m- 0 umgeformt zurH = 7

und daraus das Iterationsschema

71_(n) _ 7T(71,—1)H
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abgeleitet (vgl. Abschnitt 3.5.2). Beispielsweise benutzt miandie Power-Methode

die Iterationsmatrixf,,., = QAt + I, wobei At wieder die Bedingung aus Gl. (A.5)

zu erfillen hat. Aufahnliche Weise entstehen die Iterationsvorschriften des Jacobi-
Verfahrens, des Gaul3-Seidel-Verfahrens und des SOR-Verfahrens [Buchholz, 1991,
S. 34]. Ein Problem bei den iterativen Verfahren kann ein schlechtes Konvergenz-
verhalten sein. So ist z.B. bei der Power-Methode der Konvergenzfaktor durch den
Quotienten\s/\; bestimmt, wobei\, den subdominanten Eigenwert der Iterationsma-
trix H,,., darstellt. In Fllen, bei denen sich die Eigenwerte in deitfé des dominanten
Eigenwerts\; = 1 haufen, kommt es zu einem sehr schlechten Konvergenzverhalten.
Dies ist z.B. bei fast vollgindig zerlegbaren Systemen (nearly completely decomposable
systems, NCD) [Courtois, 1977] der Fall. Abhilfe kann in diesem Fall eine Vorkon-
ditionierung schaffen.

Im Rahmen der iterativen Verfahren ist auch auf die sogenannten Projektionstechniken
hinzuweisen, zu denen das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren), das
Arnoldi-Verfahren und das GMRES-Verfahren ¢geén. Die Grundidee bei diesen
Verfahren ist es, die exakte Losung durch eine Folge von Naherungen aus einem
Unterraum kleinerer Dimension zu approximieren.

Auf Dekompositions/Aggregationsverfahren wurde bereits in Abschnitt. 3.5.1 kurz ein-
gegangen, als weitere Literatur sei auf [Koetyal., 1984] und [Cao und Stewart, 1985]
verwiesen. Ein neueres solches experimentelles Verfahren, das von den zur Losung von
partiellen Differentialgleichungen eingesetzten Mehrgitterverfahren inspiriert wurde, ist
das Multi-Level-Verfahren [Horton und Leutenegger, 1993].

Neben den bisher erwahnten Verfahren gibt es eine Reihe besonderer Verfahren fir
Markovmodelle mit unendlichem Zustandsraum [King und Mitrani, 1980], z.B. die ma-
trixgeometrische Methode [Neuts, 1981] und die Methode der Spektralanalyse [Chakka
und Mitrani, 1992]. Modelle mit unendlichem Zustandsraum werden in dieser Arbeit
nicht behandelt.

Neben der Ermittlung der statiaren Zustandswahrscheinlichkeiten ist ésdie Beant-
wortung vieler Fragestellungen wichtig, transiente Leistungsmafie zu ermitteln, also die
Markovkettetiber einen endlichen Zeitraum zu betrachten, ausgehend von einem vorge-
gebenen Ausgangszustand. Die transiente Analyse spielt besonders bei Anwendungen
aus den Gebieten Zuvédsigkeitsbewertung und Performability [Meyer, 1980; Smith
et al, 1988] eine grofRe Rolle. Fur die transiente Analyse ist die Losung der folgenden,
im Anhang A.1 hergeleiteten Differentialgleichung erforderlich:

d7(rj§:‘,) 210
Klassische Verfahren wie z.B. das Verfahren der numerischen Integration nach Runge-
Kutta fuhren zwar zu einer Losung, nutzen aber nicht die speziellen probabilistischen
Eigenschaften der Generatormatfixund des Vektorsg. Daher werden i.a. sogenannte
Randomisierungsverfahren eingesetzt, die die zeitkontinuierliche Markovkette in eine
zeitdiskrete Uberfuhren, dafur die Zustandswahrscheinlichkeiten-tem Schritt be-
rechnen und schlie3lich zur Wiederdihfung der kontinuierlichen Zeit die diskrete
Markovkette in einen Poissonprozel} einbetten [Jensen, 1953; Grassmann, 1977; Gross
und Miller, 1984; Ramesh und Trivedi, 1993].
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Anhang B Tensoralgebra

B.1 Mathematische Grundlagen

Als wichtiges mathematisches Handwerkszeug werden in Abschnitt 3.5.2 und in
Kapitel 4 Methoden der Tensoralgebra begt. Daher werden in diesem Abschnitt die
Grundlagen der Tensoralgebra bereitgestelliir &ne vertiefende Behandlung dieses
Stoffes sei auf die Arbeiten [Davio, 1981] und [Massey, 1984] hingewiesen.

Zunachst werden die neben der Matrixmultiplikation und Matrixaddition wichtigen Ope-
ratoren Tensorprodukt und Tensorsumme definiert. Diese beiden Verknupfungen erlau-
ben es, gifiere Matrizen aus kleineren aufzubauen, und so grof3e Matrizen in struk-
turierter Form darzustellen. Diese Operatoren werden wir benutzenJogngangs-

bzw. Generatormatrizen komplexer Markovprozesse, d.h. solcher Markovprozesse, die
das cartesische Produkt meherer, teilweise uaabiger Markovprozesse sind, anzu-
geben.

Definition: Das Tensorprodukt(oft auch als Kroneckerprodukt bezeichnet) zweier
Matrizen A € IR"™*“* und B € IR"?*“? ist definiert als die MatrixC' €
RT'AT'BXUACB m|t

annB  apB ... ai.,B
an B

C=A®B= ; :
Ay 4 1B R (:AB

Die Definition fur das Tensorprodukt stellt also keinerlei Anforderungen an die Dimen-
sion der beiden beteiligten Matrizehund B. Man veranschaulicht sich die Definition
des Tensorprodukts leicht an folgendem Beispiel:

a11bir  a1ibiz  aizbin  azbiz aisbin  aisbrz
a1 a2 as bin b1z | _ |a1bnn  anba  aizba  aizby  aisbar  aizba
a1 a2 a3

b1 ba a21b11  anbia  axbin  azbiz  a3bin  azzbio

a21ba1  a2ibaa  azeba  azebar  az3bar  azzbar

Wir wollen noch auf eine zweite, duale Sicht hinweisen: Stellt man sich die aus dem
Tensorprodukt vonA und B resultierende MatrixC' in Blocke der GroRerp x cp
strukturiert vor, und bezeichnet man ndit( (i, 42), (j1,72)) das(i2,j2) Element von
Block (i1.71), so gilt

C((41,172). (J1.72)) = A(i1, 71) B(i2. j2)

n
Das verallgemeinerte Tensorprodukt von mehr als zwei Matrizea= & A; wird
k=1

n n—1
induktiv definiert als§) A = <® Ak> ® A,,. Man erhalt damit eine Gesamtmatrix
k=1 k=1
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C, die aus geschachteltendken aufgebaut ist, wobei ein bestimmtes Element gleich
dem folgenden Produkt ist:

C((”? cet 77:")7 (j1> s :j’"/)) = H Ak(ik:jk)
k=1

Das verallgemeinerte Tensorprodukt kann auch als Matrixprodukt von Tensorprodukten
wie folgt geschrieben werden.

QA= I ©Are 1L,
k=1 k=1

Dabei istA;. eine Matrix der Dimension,, und I;, und I,,, bezeichnen ldentitatsma-

(B.1)

k-1 n
trizen der Dimension][] d; bzw. [] d;.
i=1 i=k+1

Die zweite wichtige Verkhpfung ist die Tensorsumme, deren Definition auf der des
Tensorprodukts basiert.

Definition: Die Tensorsummest ein Operator zur Verknipfung zweiguadratischer
Matrizen A € R%*74 und B € IR"»*7%_ Sje ist mit Hilfe des Tensorpro-
dukts definiert als

A@BZA@L]B—FLM@B
wobei /; eine Identiatsmatrix der Dimensiod bezeichnet.

Die Definition fur die Tensorsumme verlangt also, daf? die beiden beteiligten Matrizen
A und B quadratisch sind. lhre Dimensionen, bzw. dp konnen beliebig ge@éhlt

werden. Zur Veranschaulichung der Tensorsumme dient das folgende Beispiel

a1 + b1y b1z a2 a3
b a1+ boy ay ary
a1 a12  di13
biv big a1 azy + b1y by a23
az1 a2z azz | D =
ba1  bas a1 b2y az2 + baa 23
as1 (32 (33
a31 a32 ass + bi1 b1
a3 @32 a1 33 4 bay

In der dualen Rejisentation (Blocksicht) ergibt sich nuarfein ausgewhltes Element
der Matrix C = A @& B die Formel

C((i1,42), (J1,72)) = A(i1, j1)1(i2 = ja) + B(iz, j2)1(i1 = j1)

Dabei hat die Funktiori() entweder den Wert oder 1, abkangig davon, ob die in
Klammern angegebene Bedingung wahr oder falsch ist.

Die verallgemeinerte Tensorsumme verMatrizen ist analog zum verallgemeinerten

n n—1
Tensorprodukt induktiv definiert alép A, = <@ Ak> @ A,,. Fur die Elemente der
k=1 k=1
ErgebnismatrixC' gelangt man dann zu der Beziehung

C((ila ceey in)a (jlv e jn)) — ZAL“,(Z'I{;jk)l(V7n 7£ k 7./1‘11, — jm)
k=1
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Die verallgemeinerte Tensorsumme kann auch als Matrixsumme von Tensorprodukten
wie folgt geschrieben werden.

k=1 k=1

Dabei istA; eine quadratische Matrix der Dimensidp, und /;, und /,, bezeichnen
wie oben Identiitsmatrizen aguater Dimension.

Neben den Definitionen fur das Tensorprodukt und die Tensorsumme sind schlief3lich
fur diese Arbeit die im folgenden Satz zusammengefaliten Regetia Rechnen mit
Tensoroperatoren wichtig.

Satz: Fur das Rechnen mit Tensoroperatoren gilt:
a. Assoziativiit des Tensorprodukts
AR (Be®C)=(A®B)oC
b. Distributivitat des Tensorprodukts higglich der Matrixaddition
A®(B+C)=(A®@B)+(A®C)
(A+B)eC=(AC)+(Ba ()

c. Hir die Transposition gilt
(A B)T = AT @ BT
d. Kompatibilitat des Tensorprodukts mit der Matrixinversion
(A@B) '=4"lg B!

e. Ein weiterer wichtiger Zusammenhang, den wir in Abschnitt 4.5.4 benotigen,
ist die Kompatibiliit zwischen Tensorprodukt und Matrixmultiplikation, ge-
geben durch

(A1B1) ® (A2B2) = (A1 ® A2)(B1 @ Ba)

Dieser Zusammenhang kann durch Induktion leicht verallgemeinert werden

®(AiBi) = <® Ai) <® Bi) (B.3)
i=1 i=1

i=1
f. Es ist zu beachten, daflirf das Tensorprodukt die Kommutatidt nicht
gilt, wie man sich leicht anhand eines einfachen Beispiels veranschaulicht.
Allerdings steherd ® B und B ® A in der Beziehung
AR B=P.(B®A)P.

Dabei sind P. und P. zwei Permutationsmatrizen, die eine Zeilen-
bzw. Spaltenpermutation in Form eines Perfect Shuffle bewirken.

Mit den Definitionen der Tensoroperatoren und dem abschlieRenden Satz sind die fur
diese Arbeit bedatigten Grundlagen der Tensoralgebra bereitgestellt.
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