Erzeugung reduzierter Markovketten
am Beispiel einer stochastischen ProzeRalgebka

Markus Siegle
Universitat Erlangen-Nurnberg
IMMD VI

Kurzfassung: Markovmodelle spieleniir die Leistungsbewertung paralleler und verteilter
Systeme eine grof3e Rolle, da ihnen eine verhaltnismallig einfache mathematische Theorie
zugrunde liegt und effiziente Analyseverfahren bekannt sind. Bei der Modellierung komplexer
nebenlaufiger Systeme kann es aber zum Problem des unkontrollierten Anwachsens des Zu-
standsraums kommen (Zustandsraumexplosion), das die praktische Handhabung eines Modells
unmaoglich macht.

In bestimmten Situationen lal3t sich eine erhebliche Reduktion des Zustandsraums eines Mar-
kovmodells erreichen, indem man Zastle nach dem Prinzip der sogenannten Lumpability
zusammenfaldt. Wir zeigen am Beispiel einer stochastischen Prozel3algebra, wie die Zusam-
menfallbarkeitiquivalenter Zuginde bereits @hrend der Erzeugung der Markovkette aus einer
prozel3algebraischen Modellbeschreibung ausgenutzt werden kann. Diese Methode hat den
Vorteil, dal3 als Endergebnis eine im Sinne der Lumpability reduzierte Markovkette vorliegt,
ohne daf’ jemals unbeherrschbar grof3e Zwischenergebnisse verarbeitet oder gespeichert werden
mussen.

1. Idee der Matrix-Semantik

Fur TIPPY3, eine modifizierte Version der ProzeRalgebra TIPP [1], wurde von Rettelbach und
Siegle eine sogenannte Matrix-Semantik entwickelt [2]. Die Modifikation der Sprache gegenuber
TIPP besteht aus der Hinzunahme eines Replikationsoperators und aus dem Verzicht auf einen
allgemeinen Paralleloperator und Ausblendeoperator. Um die Notation der im folgenden
diskutierten semantischen Regeln so einfach wiglioh zu halten, sei zu#thst angenommen,

dal’ die Sprache nur Uber einen einzigen Aktionstyp, die Akiiomerfugt. Die Erweiterung

auf mehr als einen Aktionstyp ist auf einfache Weiségiith und wird in Abschnitt 3.1
angesprochen. Der Sprachumfang von PPPwird durch die folgende Grammatik festgelegt

Pu=01]X]| (a,r).P | P+P | recX:P | sP

Der neu in die Spache TIPP aufgenommene Replikationsoperatédr beschreibt dien-
fache Parallelschaltung eines Prozesses mit sich selbst, Wobel Menge der synchronisiert
stattfindenden Aktionen angibt. Er kann also mit Hilfe eines @avichen Paralleloperatoflsy
wie folgt ausgedriickt werden.

A= AllsA s llsA

n mal

1 Fachgesprach “Modellierung und Bewertung Paralleler Systeme”, Universitat Erlangen-Nurnberg, IMMD 11, Interner Bericht 2/96



Die Matrix-Semantik erlaubt ein direktdsbersetzen von ProzeRtermen in die Darstellung der
zugeldrigen Markovkette als Transitionsratenmatrix. Damit wird die aufwendige Erreichbar-
keitsanalyse vermieden, welche auf dem ublichen Weg zur Gewinnung der Markovkette bei
der Berechnung des beschrifteten Transitionssystems notwendig ist. Bei der Abbildung von
Prozel3termen auf die zugehorigen Ratenmatrizen wird angestrebt, dald eine erzeugte Matrix
folgende wichtigen Eigenschaften erfullt:

e Laut Konvention wird der erste Zustand als Startzustand angenommen, und akb&déust
missen vom Startzustand aeseichbar sein. Dies wird gefordert, um zu vermeiden, dai3
fir unerreichbare Zustande Speicherplatz vergeudet wird.

« Es wird nicht vorausgesetzt, dal3 die Matrizen eine irreduzible Markovkette beschrei-
ben. Vielmehr sindreduzible Markovketten, also solche mit absorbierenden Zustanden
bzw. absorbierenden Teilmengen von Zusten erlaubt.

» Die Matrix beschreibt eine Markovkette, die beziglich des Konzepts.depability [3]
nicht weiter zusammenfal3bar ist, die also in diesem Smmemal ist.

» Da stochastische ProzefRRalgebren auch die qualitative Analyse unterstiitzen sollen, sind
Schleifentransitionen, d.h. Transitionen von einem Zustandckuru sich selbst, sinnvoll.
Daher sind die verwendeten Matrizen nicht Generatormatrizen, sondern haben nichtnegative
Diagonalelemente.

Die Matrix-Semantik enthlt die beiden folgenden Definitionen, die die Zuweisung von den
elementaren ProzeRRtermer{gestoppter ProzelR) und (Prozel3variable) zu elementaréx 1-
Matrizen beschreiben:

Qo = (0)

v

Qx = (X)

Mit ) 4 wird allgemein die dem Prozel3terrh durch die Matrix-Semantik zugeordnete Matrix
bezeichnet.

Die komplexen Prozel3termen entsprechenden Transitionsmatrizen werden aus diesen elementaren
Matrizen mit Hilfe von semantischen Regeln fir die Operatoren der Sprache aufgebaut. Die
Semantik eines Operators der Sprache beschreibt also die Art detigéukig der den Operanden
zugeordneten Matrizen. Daher spricht man auch von dmenpositionellen SemantikDie

Regeln fir Piafixoperator, Auswahloperator, Rekursion und Replikation sind im folgenden kurz
dargestellt.

2. Semantik der einzelnen Operatoren

2.1. Prafixoperator

Die Semantik @fir den Pafixoperator, also das Vorschalten einer Aktian)) vor einen Prozel

A, ist in Abb. 2.1 dargestellt. Dabei wird angenommen, daf} die zum ProzeRtey@modrende

Matrix ) 4 schon bekannt ist, d.h. in vorausgegangenen Schritten ermittelt wurde. Die Matrix
fur den Term(a, \). A ergibt sich aus) 4 durch Erweiterung um eine Zeile und eine Spalte, deren
einziges von Null verschiedenes Element &iin der Position(1. 2) ist. Dieses\ reprsentiert

die Rate vom neuen Anfangszustand in den Nachfolgezustand, den alten Anfangszustand des
Prozessesi. Wegen der momentanen Beschrankung der SprachePRRif einen einzigen



Aktionstyp (die Aktiona) tritt der Name der Aktion in den Matrizen nicht explizit auf, sondern
steht implizit fest.
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Abbildung 2.1: Matrix-Semantik des Prafixoperators

Es ist moglich, dal3 die nach dieser einfachen Regel konstruierte Matrix eine zusammenfalibare
Markovkette beschreibt. Man kann leicht zeigen, dal3 dies genau dann der Fall ist, wenn der
ProzeRA einen Zustand enthalt, von dem aus &lhergang nur in den Anfangszustand von

A moglich ist, und zwar mit derselben Rate Dieser Zustand kann dann mit dem neu
hinzukommenden Zustand zusammengefal3t werden. In diesem Fall muf3 zur Erzeugung der
Matrix ¢(4.»).4 lediglich die Matrix ()4 permutiert werden, so daf3 der betreffende Zustand an
die erste Stelle gelangt. Dies ist in Abb. 2.2 dargestellt.

QA = Qa@p.A =

Abbildung 2.2: Semantik des &fixoperators bei zusammenfalibaren Znden

2.2. Auswahloperator

Dieser Operator beschreibt eine Auswahl zwischen zwei alternativen Verhalterd B. Die

erste stattfindende Aktion bestimmt, ob sich der Prozel} in der Folgel wiger wie B verhalt.

Der Grundgedanke fur die Matrix-Semantik des Auswahloperators ist in Abb. 2.3 dargestellt.
Im Anfangszustand sind alle Transitionen moglich, dieAnoder in B stattfinden konnen.
Daher ist die erste Zeile vo 1+ p aus den ersten Zeileqy und ¢z der Operandenmatrizen
zusammengesetzt. Die gesamte erste Spalte ist mit Nullelementen besetzt, da der Prozel} sich
nach einmal erfolgter Entscheidung in der Folge entwederAnagler wie B verhalt und niemals

zum Ausgangszustand zuriickkehren kann.

Damit ist jedoch nur das Grundprinzip der Semantik fir den Auswahloperator beschrieben. Die
SO erzeugte Matrix) 4, p erfullt nicht notwendigerweise die oben geforderten Eigenschaften
der Erreichbarkeit und Minimalitat. Es zeigt sich, daf3 die Anfangszustande der Prazasse

B in der resultierenden Matrig) 4+ p unerreichbar sein konnen. Dies ist genau dann der Fall,
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Abbildung 2.3: Grundidee der Matrix-Semantik fur den Auswahloperator

wenn die erste Spalte der Matrix, () 3) nur Nullelemente entdt. Trifft dies zu, so kann der
vormalige Anfangszustand voA (B) eliminiert werden.

Schwerer wiegt die Tatsache, dély . Teilmengen von zusammenfal3baren Zustanden bein-
halten kann. Dieser Fall tritt ein, wen#A und B gemeinsames Teilverhalten aufweisen. Um
dieses Problem in den Griff zu bekommen, wird eine Normalform fir Transitionsratenmatrizen
definiert, die auf der “Inselstruktur” der Matrizen basiert. Als Inseln werden dabei Teilmengen
gegenseitig erreichbarer Zustande bezeichnet. Die Verwendung dieser Normalform erleichtert
das Lokalisieren gemeinsamen Teilverhaltens wesentlidlr. d&s Erkennen und Zusammen-
fassen des gemeinsamen Verhaltens vbrund B gibt es einen Algorithmus, welcher die
Normalformeigenschaften ausnutzt.

2.3. Rekursionsoperator

Wir wollen nur den Grundgedanken der Matrix-Semantik den Rekursionsoperator beschrei-
ben. Um die zum Prozeldtermc X : A getbrende Matrix zu bestimmen, wird angenommen, daf3
die Matrix () 4 fur den Prozel# bereits vorliegt. Uns interessieren hier nur die Falle, in denen in
A die Prozelvariabl& vorkommt, da andernfalls der Rekursionsoperator keinen Effekt hat. Die
allgemeine Struktur der Matrig) 4 ist in Abb. 2.4 (links) dargestellt. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit kann man annehmen, dal3 sich der Einkfag der letzten Position befindet. Mehr
als einenX-Eintrag kann eine Matrix in Normalform nicht enthalten, da meh8r&intrage
beim Aufbau von() 4 als identisches Verhalten erkannt und daher zusammengeta@énv

Der Rekursionsoperator bedeutet informell, daf3 immer dann, wenn innerhalb des Prokzesses
die Prozel3variablé& auftaucht, der Prozel3 in seinen Anfangszustandckspringt. Deshalb
entsteht die in der rechten Halfte der Abbildung wiedergegebene Mairix .4 aus@ 4 durch
Aufaddieren der letzten Spalig] auf die erste Spaltge) und anschlieRendes Streichen der

4
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Abbildung 2.4: Grundidee der Matrix-SematilérfRekursion

letzten Zeile und Spalte. Die&ft sich so interpretieren, daR dibergang in den Zustand’
gleichbedeutend ist mit einetdbergang in den Anfangszustand des Prozesses.

Auch hier sinduber das dargestellte Grundprinzip hinaus weitergehélmglegungen in bezug
auf Minimalitat und Normalform der entstehenden Matffjx..x.4 notwendig.

2.4. Replikationsoperator

Zur Ermittlung der Transitionsratenmatriggr. 4 fur den Replikationsoperator nimmt man
zunachst an, daf? keine Synchronisation stattflndet daf alsp gili. Dann wird das Verhalten
desn-fach replizierten Prozesses durch die Matrix

Q=Qi0Qi®...0Qy

n mal

beschrieben. Dabei bezeichnet der Operatalie Tensorsumme von Matrizen. Die so definierte
Matrix () beschreibt fur. > 1 eine zusammenfal3bare Markovkette, ist also in diesem Sinne nicht
minimal. Unter der Annahme, daf34 die Dimensions hat, folgt, daf¥) von der Dimension

s™ ist.

Zur ldentifizierungaquivalenter Zusinde betrachten wir nun eine Tupeldarstellung. Bie
Zustande vord) konnen wie folgt mit.-Tupeln aus den Zifferqo, 1, ..., s—1} in aufsteigender
lexikographischer Reihenfolge durchnumeriert werden:

Zustando = ( 0o 0o e , 0 )
Zustand1 = ( 0o 0o . e , )
Zustands™ — 1 = ( s—1, s—1, \ s—1)
Im allgemeinen bezeichnet das Tupal, iz, . . .. 7, ) einen Zustand, in dem sich dage Replikat

des Prozessesl im Zustandi; befindet,k = 1,...,n. Aus Symmetriebetrachtungen ist
bekannt, dal} alle Zustande, deren Tupeldarstellungen auseinander durch beliebige Permutation
hervorgehen, eine Teilmengguivalenter (und deshalb zusammenfal3barer)addst darstellen.
Insgesamt existiere(i’**7") solche Teilmengen aquivalenter Zustande.

Daher hat die minimale Matrl@m 4, die das Verhalten votj A beschreibt (”Jrs 1) Zustande.
Jeder Zustand VOQ?!gA reprasentlert eine Teilmenge va@guivalenten, also zusammenfalibaren
Zustanden der Matrix). Als Reprasentant fur eine solche Teilmenge wird das lexikographisch
kleinste Element ausgewahlt. Zum Beispiel ist das Tap2lder Reprasentant fur die Teilmenge
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Abbildung 2.5: Zwei Wege zur Konstruktion der Matr@qu

{012,021, 102,120, 201,210}. Man kann sich zwei verschiedene Wege zur Konstruktion der
Matrix )i»4 aus()4 vorstellen, siehe Abb. 2.5.

Das explizite Aufstellen der Tensorsumme und anschlieRendes Zusammenfassen der aquivalenten
Zustande vare extrem aufwendig. Wir haben eben gesehen, dal3 die Zwischenatig
Dimensions” hat! Daher schlagen wir einen Algorithmus vor, der die reduzierte Mé}ré)g

direkt aus der Matrix)) 4 berechnet. Dieser Weg entspricht dem direkten Pfeil in Abb. 2.5.

Wir erlautern den Algorithmus anhand eines Beispiels. In Abb. 2.6 ist eine M@tgixder
Dimension3 vorgegeben. Aul3erdem sind auch die Matriz;@_gh und Q%A dargestellt. Man

kann beobachten, dal? die Edde der beiden letztgenannten Matrizen auf einfache Weise aus
den Eintagen von@ 4 entstehen. Zur Verdeutlichung des Vorgehens wurderdie von Null
verschiedenen Eintrage der Ausgangsmaflix verschiedene natirliche Zahlen verwendet, so
dal3 fir die Eintége der zusammengesetzten Matrizg,r;h und Q,:&A ersichtlich wird, aus
welchen Eintragen der Ausgangsmatrix sie entstanden sind.

Um die Elemente der Matrii@w allgemein formal zu spezifizieren, definieren wir zunachst die
Hilfsfunktion ndiff(¢;,¢1), welche die Anzahl der Ziffern zurtickgibt, in denen sich zwei Tupel

t1 undts unterscheiden. Die Position einer Ziffer innerhalb des Tupels ist bei dieser Betrachtung
irrelevant, da Tupel, die durch Permutation auseinander hervorgehen, aquivalente Zustande
bezeichnen. Genau hier vollzieht sich also téergang von der Betrachtung der individuellen
Replikate zu einer abstrakteren Sicht, die nur die Anzahl der sich in einem bestimmten Zustand
befindlichen Replikate bertcksichtigt.

Als Beispiel fur die Funktion ndiff ergibt sich nd{ff00,001) = 1, ndiff(011,112) = 1 und
ndiff(011, 122) = 2. AuRerdem definieren wir die Gewichtsfunktion(t), welche die Hwufigkeit

des Vorkommens der Zifferim Tupelt angibt. Z.B. ergibt sichuy(001) = 2 undw;(001) = 1.

Seien nuno und ¢ die beidenn-Tupel, welche den Ausgangs- und den Zielzustand eines
Ubergangs bezeichnen. Darait sich die Transitionsratg; vom Ausgangs- in den Zielzustand

wie folgt allgemein schreiben:

> wi(o)a;; falls ndiff(o, 1) =0

Tot = 'lue);(o)aij falls ndiff (0, 1) = 1 1)
0 sonst

Der erste der drei &le bezieht sich auf die Eirige auf der Diagonalen V0@z$,4- Diese
beschreiben den Fall einer Schleifentransition eines Replikats vom Zustarden Zustand.
Dafur wird die Rateu;; mit dem Gewicht der Ziffei im Ausgangszustand, also der Anzahl der
sich im Zustand: befindlichen Replikate, multipliziert.
Im zweiten Fall unterscheiden sich Ausgangs- und Zielzustand um genau eine Ziffer (wobei
wiederum die Position einer Ziffer innerhalb des Tupels irrelevant ist). Wir nehmen an, daf3 eine
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Abbildung 2.6: Beispiel iir die Konstruktion der Matri@,gA

Ziffer 7 durch einj ersetzt wurde. Dann ergibt sich die Transitionsratezgisnultipliziert mit
dem Gewicht der Ziffer: im Ausgangszustand.

Im dritten Fall unterscheiden sich Ausgangs- und Zielzustand um mehr als eine Ziffer. Da
simultane Transitionen unter Markovschen Bedingungen mit Wahrscheinlichkaitftreten,
ergibt sich die Transitionsrate in diesem Fall als

Bei den eben angestellten Betrachtungen waren wir davon ausgegangen, daf keine Synchroni-
sation zwischen den Replikaten existierte, dal3 &lse (). Was geschieht nun im Fafl # () ?

Unter der Annahme, dal3 alle durch die Matf}x beschriebenen Aktionen vom Typsind und
daRBubera synchronisiert wird, ist in obiger Definitioruf die Matrix () die Tensorsumme durch

das Tensorprodukt zu ersetzen, man erhalt also

Q=Q4®0Q10..00Q
n mal
Die Teilmengen zusammenfal3barer Zustande sind hier dieselben wie im unsynchronisierten Fall
und es laldt sich ein entsprechender Algorithmus angeben.




Wenn die Ausgangsmatrix) 4 reduzibel ist, missen die Zustande des replizierten Modells
in einer Reihenfolge entsprechend der Inselstruktur ¥pn generiert werden, damit die
resultierende Matri>Q15A wiederum Normalform besitzt.

3. Erweiterungen der Methode und Zusammenfassung

3.1. Mehrere Aktionstypen

Um zwischen verschiedenen Aktionen unterscheiden zu kdnnen ist es notwendig, die Sprache
TIPPYS so zu erweitern, daR neben der Aktionauch andere Aktionstypen Assig sind.

Das in diesem Abschnitt dargestellte Vorgehen kann dazu wie folgt ausgebaut werden: Die
Matrixeintrage der einem Prozel3terfrzugeordneten Matrig) 4 werden durch Tupel ersetzt, und

zwar so, daR jede Komponente des Tupeldttiergange beziglich eines bestimmten Aktionstyps
beschreibt. BeintUberpiifen derAquivalenz von Zusinden mufR nun didquivalenz beiglich

aller Aktionstypen uberprift werden, d.h. zwei Zustande konnen nur dann als aquivalent
betrachtet werden, werdquivalentes Verhalten bigglich aller Aktionstypen vorliegt.

Bei der Anwendung der semantischen Regéinden Replikationsoperator ist ein differenziertes
Vorgehen notwendig, wenn von der Replikation sowohl unsynchronisierte als auch synchro-
nisierte Aktionen betroffen sind. Uf jeden Aktionstyp, d.h.Uir jede einzelne Komponente
eines Tupels, ist dann zu entscheiden, ob die Regelihsynchronisierte oder die Regéir f
synchronisierte Aktionen anzuwenden ist.

3.2. Vorteile der Matrix-Semantik

Die bedeutenden Vorteile der Matrix-Semantik fie Sprache TIPBS gegerniber dem her-
kommlichen Vorgehen bei der Generierung der Markovkette sind nicht zu Ubersehen. Die
normalerweise notwendige aufwendige dynamische Erreichbarkeitsanalyse, bei der die in den
Prozel3termen steckende Strukturinformation nicht genutzt werden kardl|temtfjunsten eines
strukturierten Verfahrens, welches direkt zur minimalen Darstellung der zugehorigen Markovkette
fuhrt. Wahrend das Auffinden und Zusammenfaséepuivalenter Zuginde in einem unter
Umstanden riesigen Zustandsraum praktisch kaum durchfuhrbar ist, leistet die neue Matrix-
Semantik dies durch ein geordnetes kompositionelles Vorgehen, bei dem schrittweise minimale
Matrizen aufgebaut werden.

Die eingeschrankte Sprache TIP®, anhand derer das Konzept der Matrix-Semantik eingefiihrt
wurde, ertillt die Anforderungen und \shsche der Benutzer noch nicht. Beispielsweise ist eine
Erweiterung um einen allgemeinen Paralleloperator fur die Praxis unabdingbar. Ebenso wiinscht
man sich zur Abstraktion vom internen Verhalten eines Prozesses einen Ausblendeoperator.
Die grundsatzliche Vorgehensweise bei der Matrix-Semantik, die Vorteile und die zu losenden
Probleme sind jedoch klar erkennbar.

3.3. Schlu3bemerkung

Neuere Erkenntnisse zur Minimadditder von der Matrix-Semantik erzeugten Matrizen finden

sich in der Diplomarbeit von Bohnenkamp [4]. Dort wird hachgewiesen, dal3 die Semantik nicht
immer minimale Matrizen erzeugt. Insbesondere gibt es eine Klasse von Prozel3termen, aus
denen der Replikationsoperator Matrizen generiert, die auch nach dem Zusammenfassen aller
auseinander durch Permutation hervorgehenden Zustande noch aquivalente Zustande beinhalten,



wo also eine weitere Reduktion moglich ist. Man kann eine Charakterisierung der Prozel3terme
angeben, iir die dieser Fall eintritt.

In der Dissertation von Siegle wird eine Darstellung der Zustandsraumreduktion fur strukturierte

Markovmodelle in einem allgemeineren Rahmen als dem der stochastischen Prozel3algebren
gegeben [5].
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