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Einfiihrung in die lineare Viskoelastizitit

Die Theorie der linearen Viskoelastizitét ist eine grundlegende und sehr etablierte Material-
theorie, die seit vielen Jahren zur mathematischen Beschreibung der Stoffeigenschaften von
Polymeren verwendet wird. Das Ziel dieser Ausarbeitung, die ein Vorlesungsskript zu einer in
2006 gehaltenen Blocklehrveranstaltung darstellt, besteht darin, dem Leser einen ersten Ein-
blick in die Methoden und Denkweisen der linearen Viskoelastizitéitstheorie zu vermitteln.
Um einen vollstindigen Uberblick zu bekommen, wird auf die einschligige Fachliteratur ver-
wiesen.

Nach einer kurzen Darstellung der wichtigsten Grundlagen werden ausgehend von eindimen-
sionalen aus linear elastischen Federn und viskosen Ddmpfern aufgebauten rheologischen
Modellen die Begriffe Relaxations- und Kriechfunktion sowie komplexer Modul und kom-
plexe Nachgiebigkeit eingefiihrt. Auf dieser Basis wird der Begriff der thermomechanischen
Konsistenz erldutert, wozu der zweite Hauptsatz der Thermodynamik fiir isotherme Prozesse
zugrunde gelegt wird. Darauf aufbauend werden im Sinne einer natiirlichen Verallgemeine-
rung kontinuierliche und diskrete Relaxations- und Kriechspektren definiert und mathemati-
sche Beziehungen zwischen ihnen hergeleitet. In diesem Rahmen werden auch verallgemei-
nerte Viskoelastizititsmodelle mit fraktionellen Zeitableitungen diskutiert und in einen Zu-
sammenhang mit kontinuierlichen Relaxations- und Kriechspektren gestellt. Diese Methode
bietet sich immer dann an, wenn das Materialverhalten im Zeit- oder Frequenzbereich durch
Potenzgesetze beschrieben werden kann. Die eindimensionale Theorie der linearen Viskoe-
lastizitét schliet mit der Formulierung des bekannten Konzeptes der thermorheologisch ein-
fachen Stoffe ab. Daraus werden die bekannten Zeit/Temperatur- und Zeit/Frequenz- Ver-
schiebungsprinzipien hergeleitet, welche fiir die Relaxations- und Kriechfunktionen sowie fiir
die komplexen Moduli und Nachgiebigkeiten gelten.

Aufbauend auf den in dieser Ausarbeitung diskutierten Gedanken, Modellen und Kenntnissen
wird abschlieend ein dreidimensionales tensorielles Materialmodell der anisotropen linearen

Viskoelastizitit formuliert.
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2 Grundlagen

Einfiihrendes Beispiel: Rollender Reifen auf fester Unterlage

W Polymermaterial,
7 z.B. Gummi

N

Abbildung 2-1 Rollendes Rad auf Unterlage

Gesucht: z.B. Spannungs- und Deformationsverteilung, Temperaturverteilung, etc.

Aufgabe der Kontinuumsmechanik

Berechnung der Systemeigenschaften von komplexen Strukturen unter mechanischen, thermi-

schen oder allgemeinen thermomechanischen Beanspruchungen.

2.1 Beschreibung der Geometrie deformierbarer Korper (Kinematik)

: Momentankonfiguration
Referenzkonfiguration e, 5

Abbildung 2-2 Referenz- und Momentankonfiguration

(X, t)ist der Verschiebungsvektor

EX,t) = %[ gradii + (grad )" } ist der linearisierte Verzerrungstensor

E=¢,¢6 ®¢,

1| Ou  Ou,
Ck 2| A T
oX, 0X,
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2.2 Allgemeingiiltige Bilanzgleichungen (Naturgesetze)

In der allgemeinen Kontinuumsthermomechanik gelten unabhingig von den Materialeigen-
schaften der betreffenden Systeme bzw. Stoffe fiinf Bilanzgleichungen, die im Folgenden ta-
bellarisch aufgelistet werden. Die bilanzierten Gréfen sind die Masse, der lineare Impuls, der
Drehimpuls, die Energie und die Entropie. Fiir die mathematischen Herleitungen und Diskus-
sionen dieser Relationen wird auf die einschlégige Fachliteratur (siche z.B. Haupt oder Alten-
bach & Altenbach) verwiesen.

Massenbilanz

p+pdivi=0, v=1u
8Vk
oX,
aVk — aVl +8V2 +8V3
X, X, 0X, X,

Vv=v, ¢, divv=

p ist die Massendichte.
v ist das Geschwindigkeitsfeld.

Impulsbilanz
p\;z =divT+ pf(

T =o0,¢ ®¢, ist der Spannungstensor.

k =k.¢e, ist die volumenverteilte Kraft pro Masseneinheit.

v ist der Beschleunigungsvektor.

Komponentenschreibweise der Impulsbilanz:

v _ 0oy
PV X

1

+pk,

Drehimpulsbilanz
T=T' oder o, =0,

(Symmetrie des Spannungstensors)

Energiebilanz
pe=T-E—divg+pr
e ist die innere Energie pro Masseneinheit.

q ist der Warmestromvektor.

r ist eine volumenverteilte Warmezufuhr.

T-E= ;¢ Ist die Spannungsleistung.




Entropiebilanz

A I, ..
ps:e—zq-gradﬁ—g(dlvq—pr)+py

s ist die Entropie pro Masseneinheit.

0 ist das Temperaturfeld.

vy ist die lokale Entropieproduktionsrate pro Masseneinheit aufgrund irreversibler Vorginge.

2. Hauptsatz der Thermodynamik: y >0

Folgerung (Kombination der beiden Hauptsédtze der Thermodynamik):
divg—pr=T-E—pé
A 1 <
= ps =?q-grad9—6(T-E—pe)+py
= p(6s—¢)= pGy—T-E+%c]-grad6
i 1.
= pOy = T-E—p(é—eé)—aq-grade

y:=e—0s istdie freie Energie

Y =¢-05-s0
:>p6y:T-E—p\if—psé—%q-gradGZO

Da p,0undy >0 ist, darf der letzte Ausdruck fiir beliebige thermomechanische Prozesse nicht

negativ werden. Er wird als Clausius-Duhem-Ungleichung bezeichnet. Fiir isotherme Prozes-

se lautet die Clausius-Duhem-Ungleichung:

T-E>py
In Worten: Die Spannungsleistung ist bei beliebigen mechanischen Prozessen stets grof3er o-
der gleich der zeitlichen Anderung der im Material gespeicherten freien Energie.
Samtliche Materialgleichungen der Kontinuumsmechanik miissen der allgemeinen Form bzw.
bei isothermen Prozessen der isothermen Form der Clausius-Duhem-Ungleichung geniigen. In

diesem Fall werden sie als thermomechanisch konsistent bezeichnet.
2.3 Materialmodelle zur Beschreibung von Werkstoffeigenschaften

Die Materialmodelle der Mechanik stellen allgemeine mathematische Beziehungen zwischen
Spannungs- und Deformationsprozessen in Form von Funktionalen her. Ublicherweise wird

die Spannung als abhingige Variable und die Deformationsgeschichte als unabhéngige Vari-
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able aufgefasst. Bei thermomechanischen Materialmodellen kommt die Temperaturgeschichte

als weitere unabhéngige Variable hinzu.

o Deformationsprozess: ~ E(s), —oo<s<t
e Spannungsprozess: T(s), —o<s<t
e Materialmodell: T(t)= F [E (s)]

—0<s<t

Materialeigenschaften

Festkorper Fluide

Elastizitit Reibungsfreies elastisches Fluid
Plastizitat Viskoses Fluid

Viskoelastizitét Viskoelastisches Fluid
Viskoplastizitdt

Materielle Symmetrieeigenschaften

Isotrope Stoffe: Polymere, polykristalline Metalle, ...

Anisotrope Stoffe:  Einkristalle, Faserverbundwerkstoffe, Richtungsabhéngigkeit der Mate-

rialeigenschaften, z.B. durch Deformationsprozess induziert

Geometrische Zwangsbedingungen (Idealisierungen)

Starrer Korper: Deformationen sind vernachldssigbar

Inkompressibilitit: Volumendeformationen sind vernachlissigbar, z.B. Gummi

Undehnbare Fasern: ~ Steifigkeit der Fasern ist gro3 gegeniiber der Steifigkeit der Matrix

Materialeigenschaften bei isothermen Beanspruchungen (eindimensional)

fF

A
F
Spannung: o©=—
A L, I
1-1,
Dehnung: €=
10
v

11



Dehnungskontrollierte Prozesse

& ag
Relaxation
g, /
E—
- -
t t t

0

Abbildung 2-3 Dehnungskontrollierter Prozess und Spannungsantwort

Spannungskontrollierte Prozesse

o £

- -
t

Abbildung 2-4 Spannungskontrollierter Prozess und Dehnungsantwort

Einteilung des beobachtbaren Materialverhaltens

In der phdnomenologischen Materialtheorie ist es sinnvoll, das experimentell beobachtbare
Materialverhalten in bestimmte Klassen einzuteilen. Diese Methodik basiert darauf, dass die
Materialmodelle fiir jede dieser Klassen bestimmte mathematische Darstellungsformen besit-
zen, z.B. Funktionen, geschwindigkeitsunabhéngige und geschwindigkeitsabhingige Funktio-

nale.

+ Haltezeiten

12



A ol
Ratenabhangigkeit

//

Gleichgewichtshysterese

Abbildung 2-5 Beobachtbares Materialverhalten

In Abhingigkeit des Auftretens von Ratenabhingigkeit und Gleichgewichtshysterese kann das

beobachtbare mechanische Materialverhalten in vier Klassen eingeteilt werden:

Beobachtung im Versuch Materialklasse

Keine Ratenabhingigkeit Elastizitit

Keine Gleichgewichtshysterese

Keine Ratenabhingigkeit Plastizitit
Gleichgewichtshysterese

Ratenabhingigkeit Viskoelastizitit
Keine Gleichgewichtshysterese

Ratenabhéngigkeit Viskoplastizitit

Gleichgewichtshysterese

Symbolische Darstellung der vier Materialklassen

Die in der folgenden Tabelle verwendeten rheologischen Symbole Feder, Ddmpfer und Reib-
element dienen nur zur Veranschaulichung. Sie kénnen aber auch als anschauliche Hilfsmittel

zur Formulierung von Materialgleichungen verwendet werden.

Elastizitit —\/\V\V/\—

Feder
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Plastizitit _/\/\/\/_{

N

Reibelement

Viskoelastizitit:

— VNV~

Déampfer

Viskoplastizitit: | \ f

A

Fiir jede dieser vier Materialklassen haben die Materialgleichungen spezielle mathematische
Eigenschaften.

In der Elastizitdt werden die Materialeigenschaften durch lineare oder nichtlineare algebrai-
sche Gleichungen zwischen dem Spannungs- und Deformationstensor beschrieben. In den an-
deren drei Materialklassen werden die Stoffeigenschaften durch Integral- oder Differential-
gleichungen modelliert. In der Plastizitdt hdngen die Losungen der Differentialgleichungen
geschwindigkeitsunabhéngig vom Deformationsprozess ab, wogegen sie in der Viskoelastizi-
tat und der Viskoplastizitit von der Geschwindigkeit der Verzerrungsprozesses abhéngen. Bei
unendlicher Verlangsamung des Verzerrungsprozesses gehen die Materialgleichungen der
Viskoelastizitdt in Materialgleichungen der Elastizitdt tiber und die Materialgleichungen der

Viskoplastizitit gehen in Materialgleichungen der Plastizitét {iber.
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3 Allgemeine Materialgleichungen der linearen Viskoelastizitit

Die lineare Viskoelastizitit ist dadurch ausgezeichnet, dass der aktuelle Spannungszustand

T(t) ein lineares Funktional der Verzerrungsgeschichte E(s) mit —oo <s <t ist:

()= L[E(5)]

s<t

Dabei hat das lineare Funktional L. folgende Eigenschaft:
L |:oc1El (s)+a,E, (s)] =a, L [El (s)] +a, L [Ez (s)]

s<t s<t s<t

Eine dquivalente Darstellung der linearen Viskoelastizitét ist durch das lineare Funktional L
mit
E(t) = SI;[T(S)] mit

L [OLITl (s)+a,T, (s)} —a, L [Tl (s)]+ a, L [Tz (s)}

s<t s<t s<t

gegeben. Dieses ist das zu L inverse Funktional. Lineare Funktionale lassen sich allgemein

durch Integrale vom Faltungstyp darstellen:

T(t):j;é(t—s)E(s)ds

f—

t 4 .
E(t)= I (t—s)T(s)ds
4

Dabei ist G(t) ein zeitabhdngiger Tensor 4. Stufe mit den Matrixelementen Gy, (t) Auf-
grund der Symmetrie von T und E gilt G, =G, und Gy, =Gy, . Er beinhaltet damit 36
Relaxationsfunktionen. Entsprechende Symmetrieeigenschaften gelten fiir den Tensor 4. Stufe
4

J (t) , der 36 Kriech- bzw. Retardationsfunktionen enthélt.

In Komponentenschreibweise lauten die beiden Materialgleichungen wie folgt:

(1) ] G (15)8 (5

bzw.

t

g;(t)= _J;Jijkl (t—s)&,(s)ds

4 4
Der Tensor G (t) bzw. J (t) muss dabei den materiellen Symmetrieeigenschaften geniigen.

Bei materieller Isotropie ist es iiblich den Spannungs- und Verzerrungstensor in einen Kugel-

und einen Deviatoranteil zu zerlegen und entsprechende Materialgleichungen zu formulieren:

15



Sp(E(t))=

h(t—s)Sp(T(s))ds

fe— L e—

Dabei bezeichnet G(t—s) die Scherrelaxationsfunktion und k(t—s) die Volumenrelaxati-

onsfunktion. J(t—s) und h(t—s)sind entsprechend die Scher- und Volumenretardations-

funktionen.

Beispiel: dehnungsgesteuerter Zugversuch, die Funktion s(t) ist beliebig gegeben:

T=| 0 |, Sp(T)=0, T’ =0| -

Einsetzen in das Materialmodell liefert:

G(t)z:t[oG(t—s)[é(s)—éQ(s)]ds

und *

t

G(t) = I k(t—s)[é(s)+2éQ (s)]ds

—o0

Dies sind zwei gekoppelte Integralgleichungen zur Bestimmung der Spannung G(t) und der

Querdehnunge, (t).
= _J;G(t —s)[é(s)—éQ (s)]ds = __[Ok(t—s)[é(s)+ 28, (s)}ds
<:>L(G(t—s)—k(t—s))s(s)ds=j;(G(t—s)Jer(t—s))éQ(s)ds



Mit Hilfe dieser Integralgleichung lésst sich prinzipiell die Querdehnung ¢, (t) als Funktional
der Dehnungsgeschichte s(s),—oo <s<t, ermitteln. Setzt man dies in eine der beiden Glei-
chungen, die mit * gekennzeichnet sind ein, so ergibt sich die Spannung c(t) . Die experimen-
telle Ermittlung der Relaxationsfunktionen G (t)und k(t) aus Zugversuchen gestaltet sich al-
so ziemlich schwierig. Der Zugversuch ist kein rein dehnungskontrollierter Versuch. Besser
geeignet sind entsprechende Versuche, bei dehnen der Verzerrungstensor komplett bzw. voll-
standig von aulen vorgegeben werden. Dies trifft beispielsweise fiir den Scherversuch und die

reine uniaxiale Dehnung (ohne Querdehnungen) zu.

Beispiel: dehnungsgesteuerter Scherversuch, y(t) gegeben:

[0 © ] 0t ]
T=|t 0 , Sp(T)=O, T ={t 0

L 0_ L 0_

0 1 ] 0 1 ]
E=|{ 0 , Sp(E)zO, E°=|1 0

0 0

Finsetzen in das Materialmodell liefert das Funktional
1 .
t(t) =5:|;G(t—s)y(s)ds

fiir die Schubspannung.
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4 Das Dreiparameter-Modell der linearen Viskoelastizitit

Das mechanische Verhalten des aus zwei Federn und einem Dampfer bestehenden Dreipara-
meter-Modells wird durch eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten beschrieben. Diese Differentialgleichung weist eine Symmetrie in den Spannungen
und Dehnungen auf und kann sowohl flir Dehnungssteuerung als auch fiir Spannungssteue-
rung gelost werden. Dieses Modell stellt das einfachste Materialmodell fiir inelastisches
Werkstoffverhalten dar und beinhaltet praktisch alle experimentell beobachteten geschwin-
digkeitsabhdngigen Phinomene. Zur quantitativen Beschreibung von realen Materialeigen-

schaften ist es allerdings zu einfach.

E
—\/ NNV N\N— O
c <— —»c —» ©
— AN~ -
n c
¢ >
8in >|< Se

4.1 Mathematisches Modell

Die entsprechenden Modellgleichungen des Dreiparameter-Modells erhdlt man durch die
Anwendung des Schnittprinzips auf die obige Abbildung. Die rheologischen Grundelemente

Feder und Dampfer werden als linear angenommen.

6=0,+0,,
g=¢g +¢g,
o =Ee ) ) o1 . C . Ec
eq = 6=Eé+c|é-——(o-Ee) | 6+—o=(E+c)é+—e
G,, =C¢g, n n n
1
SIHZ_GOV
n

Verhalten bei sehr langsamen Prozessen

) ) E
c<<£c, (E+c)s<<—cs — o=Ee¢
n n

Diese Beziehung wird als Statische Kennlinie oder Gleichgewichtskennlinie bezeichnet. Das

Materialverhalten wird bei sehr langsamen Prozessen durch diese Kennlinie beschrieben.
18



Verhalten bei sehr schnellen Prozessen
6>>(¢/n)o, (E+c)é>>(Ec/n)e 2¢
=o=(E+c)e

{Frc

Diese Beziehung wird als Spontane Kennli-

nie bezeichnet.

Abbildung 4-1 Verschiedene Kennlinien

Verhalten bei beliebigen dehnungsgesteuerten Prozessen: Vorgabe von g(t)

(Ge”tJ = ((E +c)é+Eaj en
n

C C c c C C
X Et X Ht C Ht C Ht Ht X Et
mit : €e =ge' +e—e' =>—ee' =|¢€e — &€
n n

:>(cs(t)e“t :(E+c){3eHt +E[se“tJ _Eée"

= (G(t)ent = E(se”t] +céeHt

C C

= o(t)e" —0(0):E8(t)e”t—E8(0)+ice”5é(s)ds
mit (0)=0 und &(0)=0

~Z(t-s)

=o(t)= Es(t)+ice " g(s)ds

0

=o(t)= j{E+ce_;(t_S)}é(s)ds

Verhalten bei beliebigen spannungsgesteuerten Prozessen: Vorgabe von o(t)

A E ¢ | E ¢l
e+ —le= G+ —|=o
E+cn E+c E+cn)E
Durch Koeffizientenvergleich erhilt man die Losung am schnellsten:
19




Allgemeine Form

Hiermit wurden zwei dquivalente Darstellungsformeln des Antwortverhaltens des Dreipara-

meter-Modells hergeleitet, welche die allgemeine Form
t
o(t)= j- G(t—s)&(s)ds (Dehnungssteuerung)
und
t
€ (t) = J. J (t - s) G (s) ds (Spannungssteuerung)
besitzen. Um die Materialfunktionen G (t - s) bzw. G (t) und J (t - s) bzw. J ( t) Zu interpre-

tieren, werden als Anregung Rampenfunktionen zugrunde gelegt und das Antwortverhalten

jeweils fiir t > T untersucht.

Dehnungssteuerung
&
A
N y 0 fir t<0
e={0¢t fir 0<t<T
T
g, fur t>T
|
T t

Abbildung 4-2 Rampenfunktion (Dehnung)

Um einen Dehnungssprung zu modellieren, wird nach den entsprechenden Umformungen der

Grenziibergang T — 0 gebildet:

T

c(t):j;G(t—s)é(s)ds:IG(t—s)é(s)ds+iG(t—s)é(s)ds:

0

=0

T
g
—[G(t-s)d
-!(tS)TS

Substitution: S=Tx =ds=Tdx
1

=o(t)= SOJ‘G(t—Tx)dx
0

20



Grenziibergang T — 0
1

=o(t)= SOJ.G(t)dX
0

= o(t)=¢,G(t)

GO

E+c

G()

a 5

C

Tr —

Abbildung 4-3 Relaxationsfunktion G(t) der Dreiparameter-Modells

Spannungssteuerung

al

Fiir den unten dargestellten Sprungprozess in der Spannung ergibt sich mit den unten aufge-

fithrten Begriffen die entsprechende Dehnungsantwort.

0

/ G,
i

T

Abbildung 4-4 Rampenfunktion (Spannung)

Sie hingt linear von der Spannungsamplitude ab.

21
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t<0

t>T

o= %t fir 0<t<T

.'; die folgende Beziehung:

£(t)=0,J(1)



I

by

HE+e

_ E+c
LT TE

Abbildung 4-5 Kriechfunktion J(t) des Dreiparameter-Modells

Die Funktion G(t) beschreibt das zeitliche Abklingverhalten der Spannung bei Deformati-

onsspriingen und heifit Relaxationsfunktion. Entsprechend beschreibt die Funktion J(t) das

Anwachsen der Dehnung bei Spannungsspriingen. Sie heiflt Kriech- oder Retardationsfunkti-

on. Beide Funktionen wurden aus demselben Materialmodell hergeleitet und hdngen daher
auch von denselben Materialparametern ab. Sie sind also nicht unabhéngig voneinander. Spi-
ter werden mathematische Relationen zwischen diesen beiden Funktionen im Zeit- und im
Frequenzbereich hergeleitet.

Die Zeitkonstante 1, =n/c ist beim Dreiparameter-Modell ein MaB fiir die Dauer des Rela-
xationsvorgangs und die Konstante 1, =1, (E+c) / E ein MaB fiir die Dauer des Kriechvor-
gangs. Offenbar gilt hier die Ungleichung t_ > 7, . Das heifit Kriechvorgénge dauern in der
Regel deutlich linger als Relaxationsvorginge. Falls die Gleichgewichtsspannung Null ist,

d.h. E =0, dauern die Kriechvorginge sogar unendlich lange.
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“| (E+c)e Fe

0T - Ende des Kniechvorgangs

- Gleichgewichtskennlinie

~_ Ende des
Relaxationsvorgangs

£y &

Abbildung 4-6 Relaxations/Retardationszeit

Bei linear viskoelastischen Stoffen ldsst sich die Gleichgewichtskennlinie, o . = Ee, sowohl

durch Relaxationsversuche als auch durch Kriechversuche ermitteln. Aufgrund dessen, dass
die Relaxation nach kiirzerer Zeit zum Stillstand kommt als das Kriechen, ist es vorteilhafter,

Relaxationsexperimente durchzufiihren.
4.2 Verhalten bei sinusformiger dehnungsgesteuerten Beanspruchungen

In der Priifung von viskoelastischen Stoffen ist es iiblich, die Werkstoffe mit sinusférmigen
Dehnungen oder Spannungen unter Zug-/Druck- oder Scherbelastungen zu beanspruchen und
die Antwortgréflen zu messen.

£

e(t)=¢,+Aesinot

g, : konstante Vordeformation 8, N /\ £
Ag : Dehnungsamplitude \// \/f

Abbildung 4-7 Sinusféormige Dehnung

Bei Dehnungssteuerung normiert man die gemessene Spannungsamplitude auf die vorgege-
bene Dehnungsamplitude und im umgekehrten Fall die beobachtete Dehnungsamplitude auf
die Spannungsamplitude. Bei diesen Experimenten werden héufig die Frequenz, der Mittel-
wert und die Amplitude der Anregung variiert.
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Spannungsfunktional bei Dehnungssteuerung
L =S(t-s)
o(t)=Ee(t)+ Ice T g(s)ds
0

) L S(t-s)
o(t)—Eg, = EAesinot+ mAscIe " cosmsds

f=}

o(t)—Eeg, , St S
——< =—Fsinot+wnce " Ie“ cosmsds
Ag 0
c t
t)—Ee -t n
L:Esinmt+mce " e—z{ECOSCOS‘F(DSin(DS}
Ag o’ +(c/m) (N
0
t)—Eg -5 %
L=Esinwt+wce n % e (Ecoswt+wsinwtj—(£+0j
Ag o’ +(c/n) n n
o(t)-Eg, : ®c c : oce " ¢
—=Esm0)t+ﬁ —Ccos ot + ®sin mt - o o
Ae o’ +(¢/n)” N o’ +(¢/m) M
| —

—0 fiir t—>o0

o()=Fa [, o' oo 0 oo
Ag o’ +(c/n) o’ +(c/n)

2 2
o(t)=Eg, +As{[E +%Jsin mt+&nzcos mt}

o’ +(c/n) o’ +(c/n)

In vielen Publikationen wird der aus der konstanten Vordeformation ¢, resultierende Span-

nungsanteil als statische Spannung o =Eg, bezeichnet. Der mit der harmonischen Deh-

stat

nung s(t) in Phase laufende Anteil der Spannung bzw. dessen Vorfaktor wird als Speicher-

modul bezeichnet:
c(on/ 0)2

G'(o)=E
() +((on/c)2+1

Der mit der Dehnrate S(t) in Phase laufende Anteil der Spannung bzw. dessen frequenzab-

héngiger Vorfaktor ist der Verlustmodul:
c(on/c)

@ (e)= (om/c)2 +1

Der Speichermodul ist ein MaB fiir die frequenzabhédngigen elastischen Materialeigenschaften

des betreffenden Werkstoffes und der Verlustmodul ein MaB fiir seine frequenzabhingigen
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Dampfungseigenschaften. In der linearen Viskoelastizitét sind beide Moduli von der Deh-

nungsamplitude unabhéngig. Mit diesen Vereinbarungen gilt:

(1) =0, (&) +Ae{G'(w)sin ot +G"(w)cos (Dt}

stat

o(t) =0y, (& )+AeGy, sin(wt+3)

mit Gy, =vG"” +G" und tand = %
Die Grofle G, ist der geometrische Mittelwert aus Speicher- und Verlustmodul und der
Winkel & =arctan(G"/G") beschreibt die Phasendifferenz zwischen Spannung und Dehnung.
Die beiden oben aufgefiihrten Darstellungen der Spannungsantwort sind dquivalent. Mit der
Abkiirzung t, =n/c fiir die Relaxationszeit gilt:
0T, )2 c

G'(0)=E+ (

1+ (o1, )

G"(0) = (o1g)c

1+ (o1, )

E+c

|
|
1
TR
Abbildung 4-8 G' und G" des Dreiparameter-Modells

Der frequenzabhéngige Speichermodul hat bei hinreichend kleinen Frequenzen o <<1/t, den

Wert E des Gleichgewichtselastizitdtsmoduls und bei  >>1/t, den Wert E+c des sponta-
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nen Moduls. Dazwischen steigt er monoton an. Der Verlustmodul weist bei der Frequenz

o=1/1, ein ausgeprigtes Maximum auf und fiir ® <<1/t, und w>>1/7, geht er gegen Null.

4.3 Verhalten bei sinusformiger spannungsgesteuerter Beanspruchung

o(t)=0,+Acsinot
o, : konstante Vorlast

Ac : Spannungsamplitude

Dehnungsfunktional bei Spannungssteuerung

o(t) ¢ 1 1] el
e(t)= + ——re " S(s)ds
( ) E '([{E+c E} ( )
t)— E _Eet B
8()—GO/:lsin(Dt+m{ 1 e Fren IeEﬂn cos s ds
Ac E E+c E 0
mit der Retardationszeit T, = < ergibt sich :
E+cn
s(t)—GO/E_sinc)t+ 1 3

Ao E

s(t)—GO/E:sinmt_HD{ 1
Ac E E+c
a(t)—GO/E_sinmt+{ |
Ac E E+c E
e(t)=00/E _ l+{;_l}
Ac E |E+c E
Definitionen:
8statZGO/E’
, {1 { 1 1}} (0r,)’
J={—+ -—
E |E+c E (o)’cc) +1
) { 1 1} oT,
J = I 2
E+c EJ (ot ) +1
Damit gilt:

£(t)

(o1, )2

e™ cosmsds

’CC

oT, 1 .
—cos ot + msin
TC

i

ot,) +1

1

4

0T

t

¢ 1 .
e - —{—cosms+msmms

0

t

2

sin ot +{

E+c E

(

ot ) +1

C

Statische Dehnung

Speichernachgiebigkeit

Verlustnachgiebigkeit

e

T

C

Egu (00)+ Ac[J’(m)sin ot—J"(o)cos (ot]
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Abbildung 4-9 J' und J" des Dreiparameter-Modells

Die frequenzabhingige Speichernachgiebigkeit hat fiir hinreichend kleine Anregungsfrequen-
zen ®>>1/t, den Wert I/E und geht fiir ©>>1/7, gegen den Wert 1/(E+c). Die Verlust-
nachgiebigkeit weist bei der Anregungsfrequenz ®=1/7, ein Maximum auf und geht fiir sehr
groBBe und sehr kleine Frequenzen asymptotisch gegen null. Diese Eigenschaften liegen daran,
dass sich das hier untersuchte Materialmodell der linearen Viskoelastizitit fiir sehr groe und
kleine Frequenzen linear elastisch verhilt.

Die bisherigen Betrachtungen zum Speicher- und Verlustmodul bzw. zu den entsprechenden
NachgiebigkeitsgroBen haben gezeigt, dass sowohl die Speichergrofen als auch die Verlust-
groBBen bzw. die Moduli und die Nachgiebigkeiten von denselben Materialparametern abhin-
gen. Auch diese Materialfunktionen sind daher nicht unabhingig voneinander. Im Prinzip ist
es moglich aus jeder der bisher eingefiihrten viskoelastischen Materialfunktionen alle anderen
auszurechnen. Beim Dreiparameter-Modell ist diese Berechnung analytisch moglich, da sich
alle Funktionen aus der urspriinglichen Differentialgleichung berechnen lassen. Bei komple-
xeren Modellen der linearen Viskoelastizitdt muss hierzu allerdings die Numerik herangezo-

gen werden.
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4.4 Herleitung der komplexen dynamischen Materialfunktionen

Im Folgenden wird eine alternative Methode erldutert, mit der sich die dynamischen Material-
funktionen berechnen lassen. Diese Methode basiert darauf, dass sich die harmonischen An-
regungen und Materialantworten sowie die dynamischen Materialfunktionen mit Hilfe von

komplexen Zahlen bzw. Exponentialfunktionen darstellen lassen.
™" = cos(ot)+isin(wt)

= cos(mt) = %(eimt +e ! ) und sin(ot)= %(ei‘”t —e )

Hiermit wird nun die lineare Differentialgleichung des Dreiparameter-Modells ausgewertet.
.1 o1 .
c+—0= (E+c)s+—Es mit T, =1
Tr Tr
Ansatz: 6 =6(0)e, e=£&(o0)e', 6 und £ sind die jeweiligen Amplituden
N B ~ 1 .
= in6+—6=iw(E+c)é+—E&
TR TR

&(1+iot, ) =&(E+iot, (E+c))

& _ (1+i0)rR)E+i(ch _E. ioT,C

€ 1+ioT, l+ioT,

5 (ot) ¢

g: DA (m:R02

€ 1+(o0t)  1+(otg)

S _G'(0)+iG" (o)

€

& l+ietyy, B 1(E+c)/E+iot (E+c)/E
6_E+i(m:R(E+c)_E+ E 1+i(m:R(E+c)/E
& 1 (E+c)/E+ior, 1 1 L L e,
&5 E+c l+ior, CEl+ +iot, E+cl+iomrt,
&_1 l-ior, 1 (o1 )

6 El+(ot )2 E+c (

B !

G E+C ((x)’tc)z
: { } { 1} o,
G E+c 1+( (nr) E+c EJl1+(wrt,)
g

. _J”

£ r(0)-ir(o)
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Insgesamt wurde gezeigt:

*

=G'(0)+iG"(0)=G" (o)

*

=J(0)-1J"(0)= T (o)

Q)l(‘f)) CO>|Q>

Dabei wird die Funktion G'(w) als komplexer Modul und die Funktion I (w) als komplexe

Nachgiebigkeit bezeichnet. Die Materialgleichungen eines harmonisch beanspruchten linear

viskoelastischen Werkstoffes im Frequenzbereich entsprechen also formal denen eines linear

elastischen Materials im Zeitbereich. Aus den beiden Gleichungen * ergibt sich:

=G (0)] (0)=1

Fiir das Dreiparameter-Modell wurden also insgesamt vier charakteristische Funktionen her-
geleitet, die das Materialverhalten im Zeitbereich und im Frequenzbereich bei dehnungs- und
spannungsgesteuerten Prozessen beschreiben. Dies gilt ganz allgemein bei linear viskoelasti-
schen Materialien, wie spéter gezeigt wird._Ferner ist anzumerken, dass das Dreiparameter-
Modell zwar sehr gut zur Einflihrung der benétigten Begriffe geeignet ist, zur Darstellung rea-

ler linear viskoelastischer Materialeigenschaften aber zu einfach ist.
4.5 Thermomechanische Konsistenz des Dreiparameter-Modells

AbschlieBend wird die thermomechanische Konsistenz des Dreiparameter-Modells nachge-

wiesen. Die im rheologischen System gespeicherte freie Energie entspricht der in den beiden
Federn gespeicherten mechanischen Energie. Sie lautet:

Py :%Ea2 +%c(s—sin )

Die eindimensionale Clausius-Duhem-Ungleichung, welche o€ —p\y >0 lautet, muss von al-
len Modellgleichungen fiir beliebige Beanspruchungsprozesse erfiillt werden:
py = Eaé+c(8—8in )é—c(e—sm )8

in

Gé—p\i}=(6—[E8+C(8—8m )])é+c[s—sin]éin >0

Damit diese Ungleichung fiir beliebige Dehnraten & erfiillt wird, muss fiir die Spannung die

Bezichung o =Ee+c(e—¢, ) gelten. Um die verbleibende Restungleichung c¢(e—¢,, )&, =0
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zu erfiillen, wird fiir die inelastische Dehnrate &, =c/n(e—¢,, ) mit der positiven Viskositit
n >0 gesetzt. Diese Relation stimmt mit der eingangs eingefiihrten Beziehung {liberein. We-
gen ot —py =(1/ n)(c(s -g, ))2 ist das Dreiparameter-Modell der linearen Viskoelastizitit
fiir beliebige Beanspruchungsgeschichten thermomechanisch konsistent.

Mit Hilfe dieser Technik lésst sich prinzipiell fiir jedes aus beliebig vielen linearen oder nicht-
linearen Federn und Dampfern aufgebaute rheologische Modell die thermomechanische Kon-
sistenz nachweisen. Man kann damit sogar die Behauptung aufstellen, dass jedes durch rheo-

logische Elemente darstellbare Materialgesetz auch thermomechanisch konsistent ist.
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5 Allgemeine Konzepte der linearen Viskoelastizitat

Da das Dreiparameter-Modell der linearen Viskoelastizitdt nicht bzw. kaum dazu geeignet ist,

reale viskoelastische Werkstoffeigenschaften quantitativ abzubilden, werden nun allgemeine-

re Ansétze und Modellierungstechniken formuliert.

5.1 Diskretes Relaxationsspektrum

Die Idee eines erweiterten bzw. besseren Materialmodells besteht darin, n Maxwell-Elemente

mit einer Feder zur Darstellung der Gleichgewichtsspannung parallel zu schalten.

1 Tz

Cl C2

Materialgleichungen:
G =0, 10,
e=¢g, +¢g, fir k=1..,n

c,, =Ee

n
CYov = Z Govk
k=1

Ok = Ciuk

(4

Ok = Nik&ink < Einic = n_Govk
K

Y

107° 10° @
—— miteinem Mehrparametermodell

---- miteinem einfachen Modell

Eliminiert man die inelastischen Dehnungen der viskosen Dampfungselemente, so folgt zu-

néchst:

. o1
= Govk = Ck [8 _Tl_Govk
k

Cy

=0k =C&~—Ouu» Tpe =

k

=06, =CE——OC

TRk

ovk ovk
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Einsetzen liefert schlieBlich:

Im Vergleich zum einfachen Dreiparameter-Modell stehen hiermit also 2n+1 Materialparame-
ter zur Beschreibung des linear viskoelastischen Werkstoffverhaltens zur Verfiigung. Die Re-

laxationsfunktion hat dabei die Form:
n _t
G(t)=E+) ce ™
k=1

wobei die Parameter {ck, ’Ek} k =1,...,n als diskretes Relaxationsspektrum bezeichnet werden.
Die natiirliche Darstellung dieses Modell liefert die aktuelle Spannung als Funktional des De-

formationsprozesses.
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Relaxationsfunktion (MPa)

Relaxationsfunktion (MPa)

Abbildung 5-1 Relaxation iiber linearer und logarithmischer Zeitskala (5 Elemente)

10
Zeit (s)

10

Zeit (s)
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5.2 Thermomechanische Konsistenz

Zum Nachweis der thermomechanischen Konsistenz wird die im rheologischen Modell ge-

speicherte freie Energie, d.h. die in den Federn gespeicherte mechanische Energie, formuliert:

n
v =1E¢’ +§ch (a—sink)2
k=1

Die Clausius-Duhem-Ungleichung c€—\y >0 muss von allen Modellgleichungen fiir beliebi-
ge Beanspruchungsprozesse erfiillt werden:
v =Eee+ zck (S_Sink)é_zck (S_Sink)éink
k=1 k=1

GE—\ :{G—{ESJFZHZ% (S—Smk)}}éJrzck (6= )i 2 0
k=1

k=1

Damit diese Ungleichung fiir beliebige Dehnraten € erfiillt werden kann, muss fiir die Span-

nung die Materialgleichung

k=1 k=1

gelten. Um auch die verbleibende Restungleichung ch (=& )€ =0 zu erfiillen, werden
k=1
fiir die inelastischen Dehnraten die Definitionen &,, =c, /0, (¢~ €, ), N, >0 gemacht. Setzt

man diese in die Restungleichung ein, so folgt die thermomechanische Konsistenz.

5.3 Kontinuierliches Relaxationsspektrum

Eine elegante Moglichkeit, dieses Konzept thermomechanisch konsistent zu verallgemeinern,
besteht darin, ein kontinuierliches Relaxationsspektrum einzufiihren:
) t
G(t)= Ic(r)e ddr, c(1)=0

0
Dieser Ansatz fiir die Relaxationsfunktion hat den Vorteil, dass man bei einem Material mit
sehr dicht liegenden Relaxationszeiten anstelle eines sehr viele Materialparameter beinhalten-
den diskreten Relaxationsspektrums besser eine kontinuierliche Modulverteilungsfunktion

c(t) zur Beschreibung des Relaxationsverhaltens einfiihrt.

Beispiel:
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c
c(r): T_2 fir T, <t<7_,
0 sonst
T, t
‘max _+ dT
=G(t)=c, | ¢ ",
.- Trmin T
T'-min "-'rmm; T . . 1 dT
Substitution: —=s=ds = -—
T T

.
Tmin C _t .t
:)G(t):co j eiStdSz__O e Tmin —e Timax
t
1

_t t
:G(t):c_ole Tmax —e Tmin]

t

Mit Hilfe der kontinuierlichen Relaxationsspektren lassen sich Relaxationsfunktionen kon-
struieren, die im Fall von diskreten Spektren nur sehr schwer durch Superposition endlich vie-

ler diskreter Exponentialfunktionen darstellbar sind.

5.4 Diskretes Retardationsspektrum

Eine weitere Moglichkeit, allgemeinere thermomechanisch konsistente Materialmodelle der
linearen Viskoelastizitdt zu formulieren besteht darin, so genannte Kelvin-Modelle in Form
einer Reihenschaltung zu superponieren. In diesem Fall erhdlt man als natiirliche Darstellung
des Materialmodells die aktuelle Dehnung als Funktional des Spannungsprozesses. Prinzipiell

sind beide Darstellungsformen (Maxwell- und Kelvin Ketten) dquivalent.
Cn C2 C1

sAYAYA% -
v "NNNVN—

P | ;| [ |
_ ] _
Nn n2 ni €e
’ ) _
I »
€
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8=ge+§gmk —\M A AN i

s 9]
€, :E 4 —>
O =C &y T M8 ]
il
o1
=&y = _(G_Ckgink) 7.
Nk
) 1 c ﬁ
= &y T8, =—0C, —~=-— }4 Ein, >‘
K My Me T
t t
= {amk + 8mk}e”k = e™o(t)
ck

=6 ()= —Igﬁfwﬂgds mit &(0)=0 und &, (0)=0
k 0 vk
Em (1) = J-Ci{l—e_”}c(s)ds
0~k

Diese Formulierung erlaubt eine direkte und sehr einfache Beschreibung von Kriechversu-
chen. Auch hierbei ldsst sich in Analogie zur Relaxationsdarstellung ein kontinuierliches
Kriechspektrum einfiihren. Die Parameter {c,,t,} entsprechen einem diskreten Kriechspekt-

rum und die Retardationsfunktion hat die folgende Form:

n _t
I()=2ey e
E T
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5.5 Kontinuierliches Retardationsspektrum

Die formale Verallgemeinerung der letzten Gleichung auf ein kontinuierliches Spektrum lau-

tet:

J(t):Tj(T){l_e‘i}dr

0
Dabei beschreibt die Materialfunktion bzw. das Retardationsspektrum j(r) eine kontinuierli-

che Nachgiebigkeitsverteilung. Um zu verstehen, welche Art von Kriechfunktionen man da-

mit abbilden kann, wird das folgende Beispiel betrachtet.

Beispiel: kontinuierliches Kriechspektrum in Form einer abgeschnittenen Hyperbel

jA

Tmiu s

J
J(T): T_g ﬁlr Tmm <T<Tmax
0 sonst
- - 1 d
=J(t)=1], .[ {l—e T}T—z, ;:s:ds=—r—;
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6 Relationen zwischen den Zeit- und Frequenzbereichsfunktio-

nen

Bei der Formulierung eines allgemeinen Materialmodells der linearen Viskoelastizitit kann

entweder die Dehnung oder die Spannung als unabhéngige Variable gewéhlt werden:
t

t
o(t)= J‘ G(t-s)é(s)ds = e(t)= '[ J(t—s)6(s)ds
Wenn durch die beiden obigen Materialgleichungen ein und derselbe Werkstoff dargestellt
wird, d.h. im einen Fall bei dehnungsgesteuerten Prozessen und im anderen Fall bei span-

nungsgesteuerten Prozessen, dann konnen die beiden Funktionen G(t) und J(t) nicht unab-

héngig voneinander sein. Dies wird im Folgenden nachgewiesen:
6.1 Zusammenhang zwischen Zeitbereichsfunktionen

Berechnung der Spannungsantwort fiir einen Zugversuch unter Dehnungsvorgabe mit kon-

stanter Geschwindigkeit:

gt flr t>0
S(t)_{O fiir t<0

t t
= o(t)= ngG(t—s)ds = éojG(s)ds
0 0
< 6(t)=£,G(t)
Setzt man nun diese Spannungsantwort in die Kriechdarstellung ein, so muss die urspriingli-

che Dehnungsgeschichte * wieder herauskommen. (fiir t >0):

= gt :IJ(t—s)éOG(s)ds
0

. tziJ(t_s)G(s)ds:jJ(s)G(t-s)dS

Dies ist eine Volterrasche Integralgleichung der ersten Art mit der prinzipiell fiir eine gegebe-

ne Relaxationsfunktion G(t) die zugehorige Kriechfunktion J (t) berechnet werden kann
(und umgekehrt). Mit Hilfe der Substitutionsregel weist man nach, dass bei diesem Integral-

typ die Argumente s und t—s vertauscht werden diirfen. Die Zeitableitung dieser Integral-

gleichung fiihrt auf eine Volterrasche Integralgleichung der zweiten Art, welche durch Iterati-
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on gelost werden kann (siehe z.B. Schmeidler, Integralgleichungen mit Anwendungen in Phy-

sik und Technik):

Aus der Integralgleichung

konnen durch Bildung von Grenzwerten zwei Folgerungen gezogen werden, die Beziechungen
zwischen den asymptotischen Werten von G(t) und J(t) herstellen.

Substitution: s=tx = ds=tdx
1

:>1=IJ(t[1—X])G(tX)dX

0

Bildet man den Limes t — 0 und alternativ t — oo unter dem Integralzeichen, so ergibt sich:
1=J(0)G(0) und 1=J(0)G()

Relaxation Retardation

G(t)

G(0)

G(=)

Abbildung 6-1 Relaxation und Retardation
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6.2 Dehnungsgesteuerte Anregung im Frequenzbereich

Nachdem eine Beziehung zwischen den beiden Zeitfunktionen G(t) und J(t) formuliert wur-

de, wird nun eine entsprechende Relation im Frequenzbereich gesucht:

IGt s)€(s)ds, seie=0 fiirt >—-oo(0.B.d.A)

t t

= G(t)zJ;[G(t—s)—G(oo)}é(s)ds+ [ G(0)&(s)ds

Substitution t—s = x,—ds = dx und danach wieder umbenennen der Variablen.

<o(t)= I[G g(t—s)ds

Eine dehnungsgesteuerte komplexe Anregung im Frequenzbereich der Form g(t) = Age™
liefert die Bezichung &(t—s)=imAge e’ =ime &(t).
= o(t)=|G(x) +iwI{G(s)— G(oo)} e *ds |e(t)

0

¥

= 6(t)=G'(0)&(t)
Dabei ist die Funktion G'(®)=G()+ icoJ- {G (s)-G (00)} e *ds der komplexe Modul eines
allgemeinen linear viskoelastischen Materials. Er kann also aus der Relaxationsfunktion G (t)
berechnet werden. Der Grenzwert G(co) existiert immer.
Aus der Eulerschen Formel ie™ = i(cos ®s —isin ©s) = icos ®s +sin os folgt:

+co.[ smmsdsﬂmj —G(oo)} cos msds
0

G'(0)=G'(0)+iG"(v)
Dabei ist die Funktion
G'(0)= G(oo)+(o'[{G(s)—G(oo)}sinmsds

der Speichermodul und die Funktion

m.[ cos wsds

der Verlustmodul. Setzt man eine komplexe harmonische Dehnungsanregung in die Bezie-
hung o(t) = G (o)e(t) ein, so folgt:
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o(t)=G'(0)e(t) =G (0)Ace™

o(t)=(G'+iG") Ag(cos ot +isin ot)

o(t)= ASI:(G'COS ot—-G"sinot)+i(G'sin ot +G" cos (nt):I
Betrachtet man jeweils die Real- und die Imaginérteile der Dehnungsanregung und der Span-
nungsantwort, so erkennt man, dass G'(®) jeweils mit dem Spannungsanteil verkniipft ist, der
in Phase mit der Dehnungsanregung ist. Daher kommt der Name Speichermodul. Der mit
G"(®) verkniipfte Spannungsanteil ist jeweils in Phase mit der Dehnungsgeschwindigkeit,

woher der Name Verlustmodul kommt. Die beiden Ausdriicke:

G'(0)=G(x)+ mI{G(s)—G(oo)} sin s ds

G"(0)= wT{G(s) -G (oo)} cos wsds

0

sind die Fourierkosinus- und die Fouriersinustransformation der Relaxationsfunktion G(t).
Durch Invertierung kann aus beiden Funktionalen die Relaxationsfunktion ermittelt werden

(siehe z.B. Bronstein-Semendjajew, Taschenbuch der Mathematik):
1G'(0)-G(=)

G(1)=G () +2

0

27G"(w)
G(t)=G — | —= td
(t) (oo)+n.([ . cos ot do

sin otdw
®

Setzt man diese beiden Beziehungen gleich, so hat man eine allgemeine Relation zwischen

Speicher- und Verlustmodul gefunden.

TG’(OJ)—G(OO) 16"(@)

sinotdo = I cosowtdw

(v (O

0

f=1

Nachdem die linearen Viskoelastizitdtsmodelle fiir dehnungsgesteuerte Prozesse untersucht
wurden, werden nun die entsprechenden Darstellungen fiir Spannungssteuerung in den Fre-

quenzbereich transformiert.
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6.3 Spannungsgesteuerte Anregung im Frequenzbereich

Nun sollen entsprechende Relationen gefunden werden, welche die Zusammenhinge zwi-
schen den Kriech- und Nachgiebigkeitsfunktionen darstellen. Hierzu wird auf der Kriechdar-
stellung des allgemeinen Materialmodells der linearen eindimensionalen Viskoelastizitéit auf-
gesetzt und angenommen, dass der asymptotische Grenzwert J(«) existiert, andernfalls muss

der Grenzwert J(0) verwendet werden.

()= [ I(t-5)6(s)ds, o =0firt—>—o(oBdA)

—00

a(t)=J(oo)c(t)—_j;{J(oo)—J(t—s)}c's(s)ds

(Substitution: t—s=x

= ¢(t)=J(o0)o(t)-

St—8 ~—

{J(oo)—J(s)}c's(t—s)ds

In diese Relation wird nun eine harmonische Spannungsanregung der Form G(t) = Ace™

—ios

eingesetzt, woraus sich &(t—s)=ioe " Ace' =ine o (t) ergibt und die Beziehung
= g(t)= {J(oo) -~ i(oj {J(oo) - J(s)} ei‘”sds}c(t)
0
= g(t)=J(w)o(t)

fiir die Dehnungsantwort folgt. Die Funktion

J(@)=1J() —iwI{J(oo) —J(s)} e ds

ist die komplexe (dynamische) Nachgiebigkeit des linear viskoelastischen Materials. In Ana-

logie zum komplexen Modul gilt:
J(w)=J3(w)- co;f{J(oo)— J(s)} sin s ds —io)I{J(oo)—J(s)} cos ms ds
J(0)=V(0)-1U"(o)

Dabei ist die Funktion:

J(0)=1(o) —(DJ‘{J(OO) —J(s)}sin osds
0
die Speichernachgiebigkeit des betrachteten Materials und
J"(0)= (nj-{J(OO) - J(s)} cos s ds
0
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die Verlustnachgiebigkeit. Invertiert man diese beiden Funktionale, so kann daraus die Retar-

dations- bzw. Kriechfunktion ermittelt werden:

J(t)= J(oo)+zTMsinmtdw

my o
bzw
J(t)z](oo)—%]”"(w) cos ot do
Ty ®

Setzt man diese Beziehungen gleich, so erhdlt man eine Relation zwischen der frequenzab-

héngigen Speichernachgiebigkeit J' und der entsprechenden Verlustnachgiebigkeit J" :

T—J(OO)_J,((D) sinotdo = Tm

(O] w

cosmtdm

0 0

Aus den beiden, im Frequenzbereich geltenden, komplexen Beziehungen bei Spannungs- und

Dehnungssteuerung 6 = G'(o)e und e =J(w)o folgt schlieBlich:

1=G'(0)J(0)
Das heif3t: der komplexe Dynamische Modul G*((D) ist der Kehrwert der komplexen dynami-
schen Nachgiebigkeit J'(©).
Anhand dieser Betrachtungen wurden die zwischen den Zeit- und Frequenzbereichsfunktio-
nen bestehenden mathematischen Relationen hergeleitet. Sie werden in der folgenden Tabelle

zusammengefasst.
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Zusammenfassung der mathematischen Beziehungen zwischen den Zeit- und Frequenz-

bereichsfunktionen der linearen Viskoelastizitiat

Gegebene Materialfunktionen

G'(0)=G'+iG"

G(t)=G(=)+

%]‘3 oo)G)

oo s v )

-sin ot dw

E oS0 ~aNEE m—=D ~m 0o an L

Aus einer beliebigen dieser insgesamt vier Funktionen G(t),J(t), G (®),J(») konnen prin-

zipiell alle anderen ausgerechnet werden.
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7 Komplexer Modul fiir diskrete und kontinuierliche Spektren

Diskretes Relaxationsspektrum

oo)"'Zn:er_Dkt > Uy :L(
P

Ty

reziproke Relaxationszeit

bzw. Relaxationsfrequenz

Kontinuierliches Relaxationsspektrum

0

G(t)= G(oo)+J-g(U)e_°th

0
Komplexer Modul

G'(0)=G(xo)+ io;)T{G (s)- G(oo)} e *ds

7.1 Berechnung des komplexen Moduls fiir diskretes Relaxationsspektrum

G'(0)=G(x)+ icoi G, '[ e Tl ds
0

k=1

G (0)=G () +i0Y G, — [ ]’

G'(0)=G(xo)+ iw”g(u)ef(b”‘”)sdo ds

G'(0) =G () +io[ g(v) Ue ds]du

0

G*(m):G(oo)-i-Ig(U)Uf)imdU *
G((;))zG(oo)wLIg(u)U2 +2co do+1jg Uo+mco do
G'(w) G"(w)

An diesen Darstellungen erkennt man jeweils die charakteristische funktionale Form der dy-

namischen Moduli als Funktional eines diskreten oder kontinuierlichen Relaxationsspektrums.
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7.3 Die Stieltjes Transformation

Stellt man die Gleichung * von Kapitel 7.2 auf der letzten Seite um, so ergibt sich die folgen-

de Beziehung:
G'(0)-G(») 7 1
= d
10 _([g(u) L+im °

Das Funktional auf der rechten Seite dieser Gleichung ist die so genannte Stieltjes Transfor-

mation des Relaxationsspektrums g(v):

s(iw>=jg(o>

1
L+

dv

Wenn es gelingt, diese Transformation zu invertieren, so kann das Relaxationsspektrum g(u)

aus dem dynamischen Modul berechnet werden. Hierzu wird das Integral

s(0)= (2097

betrachtet. Dabei ist z=—-v+1y eine beliebige komplexe Zahl mit negativem Realteil, d.h.

v > 0. Nun wird der folgende Ausdruck gebildet:
1 1

S(—V—iy)—S(—V+iy):Ig(k){(x_v)_iy—(x_v)“y}dk

=2iT—g(7‘)y di
0 (7\.—V)2 +7°

Substitution: A —v=yu=dA=vydu

: . L glv+
S(—V—ly)—S(—V+1y):21j ‘(%(1+—132,u)

du

lim {S(—v—i7)~S(—v-+iy)} =lim?2i | slvem)

y—0 y—0 1+ u2

Y

: T du .
=2ig(v) I T =2mig(v)

—0

Dabei wurde die Formel _[ du S =T verwen det.
c 1+u
1 . ) ) inverse Stieltjes —
= g(v)=—-I1im{S(—-v—-1y)-S(-v+1
g( ) 271 v—0 { ( y) ( y)} (Transformation

Setzt man nun fiir die Funktion S den entsprechenden Ausdruck mit dem dynamischen Modul

ein, so ergibt sich die einfache algebraische Beziehung
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21 v=0 -v—1iy —V+1iy

(V) _ 1 11m{G*(_V_iY)_G(OO) ~ G*(—V+iy)—G(oo)}

zur Berechnung des Relaxationsspektrums aus dem komplexen dynamischen Modul. Da der

Grenzwert G(c0) immer existiert, ist diese Beziehung immer anwendbar.

Beispiel: Berechnung des Relaxationsspektrums einer Maxwell-Kette:

G'( ZG

oV, tio

ZG

oV, tio

=—hmZG{ e — }

21 v-0 —Vv—1y Vv, —V+Iy

-sade o)
ZG hm{ (%}= > G (v-v,)

=0 v, —V) +y

- G (10))

Darstellungsformel von Dirac—
Funktionen an den Stellen v=v;

Definition der Dirac-Funktionen:

S(X):{O fur - x#0 mltj x)dx =1

oo fir x=0

oder _]iS(x)f(x)dx:f(O)

Gé(v—wv) G,8(v—v,) G, 6(v—v,)
g ‘ A A A A A A
|
v v, v, V

Abbildung 7-1 Dirac Funktionen an den Stellen v,

Das Relaxationsspektrum einer Maxwell-Kette hat das Aussehen eines Kamms mit unendlich

hohen Spitzen. Die Positionen dieser Spitzen sind die diskreten Relaxationsfrequenzen v, .
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8 Komplexe Nachgiebigkeit fiir diskrete und kontinuierliche

Spektren

Diskretes Retardationspektrum

8.1 Komplexe Nachgiebigkeit fiir diskretes Retardationspektrum

J(OO) = J(O) + Zn:Jk (ergibt sich aus * fiir t — o)

k=1
=I(t)= J(w)—i“]ke‘v“
k=1

J(0)=T(o)- icoi kae_(vk+iw)sds
k=1 0

48



8.2 Komplexe Nachgiebigkeit fiir kontinuierliches Retardationsspektrum

Analog zum Zusammenhang zwischen dynamischem Modul G”(®) und Relaxationsspektrum
g(V) hingt auch die dynamische Nachgiebigkeit J (w) iiber eine Stieltjes-Transformation
mit dem Retardationsspektrum j (V) zusammen. Durch Invertierung dieser Transformation

erhdlt man in Analogie zum Vorgehen des vorherigen Kapitels:

i(v)- 1,nm{l<w>—f<—v—w> J(oo)—J*(—vm)}

2m1 10 -v—1iy —V+iy

Das Kriechspektrum kann also vergleichsweise einfach aus der komplexen dynamischen
Nachgiebigkeit berechnet werden.

Bemerkung: Die obige Beziehung zur Ermittlung des Kriechspektrums ist nur dann anwend-
bar, wenn der Grenzwert der Kriechfunktion fiir t — oo existiert, also wenn das Kriechen be-
schrinkt ist. Andernfalls muss eine dquivalente Formulierung mit dem Bezugswert J(0) herge-
leitet werden, was kein Problem darstellt und nun gezeigt wird. Hierzu wird der Zusammen-

hang zwischen der Kriechfunktion und der komplexen Nachgiebigkeit partiell integriert:
(o) =1(e)-i0f (3(2)-3(s))e " ds -
o —— v

['e]

: +J.J’(s)e*i“’sds
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Setzt man in diese Beziehung nun die spektrale Darstellung der zeitlich abgeleiteten Kriech-

funktion
: d - . T
J (t):a(J(O)+J~J(V)(1—C t)vazIVJ(V)e ‘dv
ein, so ergibt sich die Beziehung
J(w)=73(0)+ J-J-Vj(v)ef(mw)sdvds .
00

Nach Ausfiihrung der Integration iiber die Variable s findet man den gesuchten Zusammen-

hang:

* 1vilv)
J (0)=J(0)+ dv
( ) ( ) ;[ vV+io
Wendet man nun die in Kapitel 7.3 definierte inverse Stieltjes Transformation an, so ergibt
sich
1

_](V) = py— lyiirg{J(—V—iy)—J(—V+iy)}

fiir die Bestimmung des Kriechspektrums aus der komplexen dynamischen Nachgiebigkeit.
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9 Beziechungen zwischen den Relaxations- und Kriechspektren

Da der frequenzabhingige komplexe Modul mit der komplexen Nachgiebigkeitsfunktion ge-
méB J'(0)G" (w)=1 zusammenhingt und auch Bezichungen zwischen der Relaxations- und
der Kriechfunktion existieren, liegt die Vermutung nahe, dass auch zwischen den Relaxations-

und Kriechspektren h(v) und j(v) mathematische Bezichungen bestehen.

9.1 Uberblick

t

o(t)= [ G(t-5)é(s)ds a(t):j;J(t—s)c's(s)ds

G*((o)=G(oo)+Tg(V) o dv J*(m)zJ(OO)_Ij(V)Vi‘(DiO)dV

In Kapitel 6 wurden die allgemeinen mathematischen Zusammenhdnge zwischen den Zeit-
und Frequenzbereichsfunktionen G(t), J(t), G'(®) und J(®) der linearen Viskoelastizi-
tatstheorie formuliert, die unabhédngig von speziellen Darstellungen z.B. durch parallel ge-
schaltete Maxwell-Elemente oder in Reihe geschaltete Kelvin-Elemente gelten. Stellt man die
Zeitbereichsfunktionen G(t) und J(t) durch die kontinuierlichen Relaxations- und Kriech-
spektren g(v) und j(v) dar, so erkennt man, dass auch G'(®) und J'(®) durch g(v) und
_](V) darstellbar sind. Gesucht sind nun die Beziehungen zwischen den beiden kontinuierli-

chen Spektren g(v) und j(v).
9.2 Herleitung der Beziehungen

Komplexer Modul

Ausgehend von der bekannten und in Kapitel 4.4 hergeleiteten Beziehung

G'(0)= G(oo)+imI(G(s)—G(oo))£ ds

V'
u

zwischen der Relaxationsfunktion G(t) und dem komplexem Modul in welcher der statische

Gleichgewichtsmodul G(OO) als BezugsgroBe vorkommt, wird nun eine dquivalente Bezie-
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hung durch partielle Integration hergeleitet, in welcher der spontane Modul G(O) als Bezug

vorkommt;:

Komplexe Nachgiebigkeit

Eine analoge Formulierung wird durch partielle Integration fiir die komplexe Nachgiebigkeit

hergeleitet:

¥(w)= J(o)+IJ'(s)emds

Mit den Spektraldarstellungen der abgeleiteten Relaxations- und Kriechfunktionen

o0

G'(t)= —I vg(v)e™dv
0
und

0 :]:Vj(v)e“dv

folgt fiir den komplexen Modul und die komplexe Nachgiebigkeit:

G'(0)=G(0)- j '[ vg(v)e " Pdvds
00

vg(v) (J- e (Vi dsJ dv
0

g(y) &
+1®

G'(0)=G(0)-

<

aQ
—
e
N—
Il
aQ
—~~
S
N—
|
S8 |o—=—8 o——38
<

F(0)=1(0)+ [ [¥i(v)e P dvds
J*(m)zJ(o)+T:j+(iV(1 dv




Durch Umformen der beiden gewonnenen Ausdriicke fiir G'(®) und J'(®) und Benutzung
der Bezichung G'(®)J"(w)=1 ldsst sich der gesuchte Zusammenhang zwischen den Relaxa-
tions- und Retardationsspektren g(v) und j(v) ermitteln. Falls einer der beiden der Grenz-
werte G(0) oder J(o0) nicht existieren sollte, so miissen die entsprechenden Darstellungs-

formeln verwendet werden, die mit den Grenzwerten G () bzw. J(0) formuliert wurden.

G'(2)=6(0)- [ W g

ey
*
—_
N
~—
|
ey
—~
S
~—
+

(V_V)2+'Y2 - (V—V)2+Y2
IimG (—V+iy):G(0)_ V_g(v) dVilimiJ. ng(ZV) dv
0 (V_V) =0 (V V) +7°
o 2
fim i [ —~ g(2 ) dv—limljy (V+j“2)g(j+vu)du
PO (Vv Yy S YUty
Y
—1imij(v+yu)2g(v+yu)du
=0 u” +1
7
© du
:1vg(v)jl+u2 =invg(v)
e N tve(v) .
lylg(}G (_V+1y)_G(O)_<£(V—V) dvimvg(v)

Analog ergibt sich:

Ferner gilt fiir beliebige Argumente die Reziprozitiitsbeziehung G'(z)=1/J"(z), woraus sich

die beiden Relationen
1

limJ*(—V+iy)

y—0

lyi_r)lgG (—V + iy) =
und
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: 1
limG'(—v—iy) = ————
lim G (=v-iv) limJ'(—v —iy)

y—0

ergeben. Diese werden im Folgenden ausgewertet, und die Beziehung zwischen den Spektren

herzuleiten.

Subtraktion liefert :

2nivg(v)= _,(_) - - _()

Diesen nichtlineare Funktional kann zur Ermittlung des Relaxationsspektrums bei gegebenem
Kriechspektrum verwendet werden. Eine analoge Rechnung liefert fiir die Berechnung des
Kriechspektrums aus dem Relaxationsspektrum:

it9)- -

oo

_ _ 2
Vg—\\//)) dV} + 712V2g2 (V)

~—

Damit sind nun zwei fiir die lineare Viskoelastizitdt fundamentale Beziechungen gefunden, mit
denen man Relaxationsspektren aus Kriechspektren (und umgekehrt) berechnen kann.

Diese beiden Beziehungen setzen jeweils voraus, dass G(0) und J(0) existieren. Falls einer der
beiden Grenzwerte nicht existiert, so miissen entsprechende Relationen mit J(o0) oder G(0)

formuliert werden.
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10 Viskoelastizitat mit fraktionellen Ableitungen

10.1 Motivation

Bekannte Materialgleichungen sind das lineare Elastizititsgesetz o = Ee und das Modell der

linearen Viskositit ¢ =né¢. Allgemeiner lassen sich beide Gleichungen zu
d"s {0 : Elastizitit

oc=Et" n= ) )
dt" 1 : Viskositit

zusammenfassen, wobei die Konstante t=1s aus Dimensionsgriinden eingefiihrt wurde. Im
Weiteren wird die Frage beantwortet, ob es gelingt, eine Verallgemeinerung der Zeitableitung
auf reelle Ordnungen zu formulieren und diese zur Formulierung von Materialgleichungen zu
benutzen. Es zeigt sich, dass diese Verallgemeinerung moglich ist und dass die sich ergeben-
den Stoffgleichungen sehr interessante Eigenschaften besitzen. Sie interpolieren zwischen ei-

nem linear elastischen Festkorper und einer linear viskosen Fliissigkeit.

10.2 Das Konzept der fraktionellen Integration und Differentiation

Definition einer kausalen Funktion:

f(t):{(p(t) flir0<t<oo
0 firt<0

Kausale Funktionen sind solche, die fiir negative Zeiten identisch Null sind. Man kann sich

auf den Standpunkt stellen, dass nur solche Funktionen in der Technik vorkommen.

'\

Abbildung 10-1 kausale Funktion
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Definition einer Funktionenfolge:

Die Funktion E, (t) ist damit das n-fache Integral von f (t) . Im Folgenden geht es nun darum
eine einfache Relation herzuleiten, mit der das n-fache Integral von f (t) auf eine einfache In-

tegration zuriickgespielt werden kann:
t t T
= “‘f(s)ds dt= J.I(J‘f(s)ds} dt
00

rf

A
O Ly
"'7
;I
S
o'—.r—»

Allgemein gilt (ohne Beweis):

11)!_:[(t—s )

Mit dieser Formel kann also das n-fache Integral iiber die kausale Funktion f(t) durch ein

einfaches Integral ausgedriickt werden. Die zu integrierende Funktion ist lediglich mit einer

Kernfunktion zu multiplizieren. Diese Formel soll hier allerdings nicht bewiesen werden. Sie
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dient zundchst dazu, das Konzept der fraktionellen Integration einzufiihren. Hierzu muf3 eine
dquivalente Formulierung dieser Formel gefunden werden, mit der es moglich ist, die natiirli-
che Zahl n durch eine positive reelle Zahl zu ersetzen. Da die Fakultédtsfunktion nur fiir positi-

ve natlirliche Zahlen definiert ist, wird eine Verallgemeinerung benétigt.

Eulersche Gamma-Funktion

e't*'dt, x>0 (Defintionsgleichung)

=
—_

>
~

Il

r(1)

e 'dt = [—e"]: =1

et dt = [—e“tx ]: + Te“t"“xdt
" 0

—
—_
>
+
=
Il

Il
Sl 8§ O =— 8§ O ——— 8

XTe_‘tx"ldt

0

= F(X + 1) =xI’ (X) , Funktionalgleichung der I" -Funktion

Sei die Variable x in der Funktionalgleichung nun eine beliebige natiirliche Zahl, dann gilt:
r(1)=1

=21 (2)=2%1 =T (n)=(n-1)!

Die Eulersche Gammafunktion ist also die Verallgemeinerung der Fakultdtsfunktion auf reelle

Argumente. Damit kann der Ausdruck

umgeformt werden:
1

I'(n)

Diese Darstellungsformel fiir das n-fache Integral iiber f(t) kann auf reelle Indizes p>0e R

F (t)=

'i‘(t—s)n_1 f(s)ds, neN

verallgemeinert werden. Man erhélt damit das fraktionelle Integral der Ordnung f:

t

FB(t):ﬁ j (t—s)""£(s)ds
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Da die Gammafunktion I'(x) nur fiir x >0 definiert ist und das Integral fiir <0 stark sin-
guldr wird, kann es nicht ohne weiteres im Sinne einer fraktionellen Ableitung verallgemei-

nert werden. Daher wird folgende Umformung gemacht:

=_.[ t—s=u, du=-ds
B)s
1

0
_ J'uﬁ lf
t
t

B)JSBI

0

Sei m >0 eine beliebige natiirliche Zahl. Dann gilt:

m

d
FB(t)zdt_mFBer(t)

1 d™ ¢

- ——m.[sﬁ+m‘lf(t —s)ds
0

F(B+m) dt

Diese Relation kann ohne Probleme auf 3 <0 verallgemeinert werden, indem man die natiir-
liche Zahl m >0 so wihlt, dass B+m >0 gilt.
Fiir die lineare Viskoelastizitdtstheorie bzw. fiir die Definition des fraktionellen Ddmpfungs-

elements ist der Fall —1 <3 <0 besonders wichtig, so dass im Weiteren m = +1 gesetzt wird:
t

E (t)= Ist(t—s)ds+ t* £(0)

1 1
r(1+p)s I'(1+p) —

Mit der Anfangsbedingung f (O) =0 fiir die zu differenzierende Funktion und der Umbenen-

nung B =—a folgt:

d*f 1
F t = =
(1) dt* I'(l1-a)

Dies ist die Beziehung zur fraktionellen Differentiation einer kausalen Funktion f (t) Sie 1st
allerdings kein Differenzialquotient, sondern ein lineares Funktional. Diese Beziehung wird
auch als Riemann-Liouville Definition der fraktionellen Ableitung bezeichnet. Fiir fraktionel-
le Ableitungen hoherer Ordnung, z.B. fir -2 << -1, ist m =+2 zu wihlen, etc. Man muss

allerdings voraussetzen, dass die Funktion f(t) entsprechend héufig stetig differenzierbar ist.
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10.3 Das fraktionelle Dimpfungselement

Nach Definition des Begriffes der fraktionellen Ableitung, kann das fraktionelle Dampfungs-

element definiert werden:

a

d%e

oc=E1" E>0, t=1s, 0<acx<l

o

T

2 .:[ (t—ls)a £(s)ds

@G(t)zr(];:

Die Relaxationsfunktion ist bei diesem Element eine Potenzfunktion, die an der Stelle t =0

eine schwache Singularitit aufweist:

G(t):L(EJa, G(0)=0

I(l1-o)\t

Fiir groBBe Zeiten klingt diese Funktion asymptotisch auf Null ab. Allerdings ist das Abkling-

verhalten erheblich langsamer als bei Exponentialfunktionen.

Der komplexe Modul des fraktionellen Dimpfers:

Den komplexen Modul G™ gewinnt man, indem man in die allgemeine Darstellungsformel

des Moduls die Relaxationsfunktion des fraktionellen Ddmpfers einsetzt:
G'(0)=G()+ icoJ‘{G(s) ~G (o)} ds
0
* : Era I —a , —ios
G(O))=1(Dm£5 € ds

G'(0)= %{l s *cosmsds — i.([ s *sin ®s ds}

Durch Anwendung der Formeln (siehe z.B. Bronstein, Semendjajew) fiir die beiden Integrale

K b’

““sinbxdx = , 0 2
;[X SIOREX 2I" (o) sin (aum/2) sos
< h*™!

- bxdx = , 0 1
_([x cos bx dx AT (o) cos (ar2) <<

findet man das folgende Zwischenergebnis:

. ioEt*no*™ 1 i !
=G(o)= 2T (o) T (1-a) {005(0‘“/2) - Sin(omﬁ)}

Dieses lasst sich in einigen Rechenschritten in die gewiinschte Form bringen.
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I

Formelsammlung: I'(x)I'(1-x)=— ()
sin (x

. i(wt)” Esin(na) | sin(an/2)—icos(am/2)
=G(0)= 2 { sin (am/2) }

= G*((O) = E((Dt)“ {cosoc(om/2) —l—isin(owc/Z)}
=E(o1)" " =E(01)" ()"

e
=E(o1)"i* =E(io1)"

Der komplexe Modul des fraktionellen Dampfers ist also eine Potenzfunktion der Frequenz:

* o

G'(w)=E(iot)

In einer doppeltlogarithmischen Auftragung sind die dynamischen Moduli G'(®) und G"(®)

also zwei parallele Geraden.

Grenzfille: a=0=G =E< G =EundG"=0
a=1=G =ivtE< G' =0und G" = wtE

Fiir o = 4 folgt G'(0) = G" (o)

[=11] '
log — il
5% fogE /a
e ;’
DFEJ //—
FC:UE N
gg \\10 o
58 ;
AL
|
log(wt)

Abbildung 10-2 Dynamische Moduli des fraktionellen Dédmpfers
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Die im Zeitbereich geltende Materialbeziehung der Form:
d%e

t)=Et”
of) =k S

geht also im Frequenzbereich in die folgende Form tiber:
6(0)=E(iot)" £(o)

Die komplexe Nachgiebigkeit des fraktionellen Dimpfers

o
E(i(or)a

I (0)= ! i = ! a(eizj B e 2

E (1)’ E(o1) E(wr)”

J(0)G (0)=1=T(0)=

= (cos(am/2)—isin(om/2)) =T (w)-il"(w)

o

= J(o)= %(mr)_a cos(am/2)

J(w)= %(wr)a sin (am/2)

Die dynamischen Nachgiebigkeiten J'(®) und J"(®) sind in einer doppeltlogarithmischen
Auftragung also zwei parallele fallende Geraden. Fiir den Spezialfall oo =0.5 sind die beiden
dynamischen Moduli und die beiden Nachgiebigkeiten jeweils identisch. Von daher kann man
sagen, dass ein fraktionelles Dampfungselement zwischen einem linear elastischen Festkorper

und einer linear viskosen Fliissigkeit interpoliert.

A

Dynamische Nachgiebigkeiten in
logarithmischer Auftragung

log{wt)

Abbildung 10-3 Dyn. Nachgiebigkeit des fraktionellen Dampfers
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Ermittlung der Kriechfunktion des fraktionellen Dimpfers

¢(s)dsdu

Qi(t—u)l_a r(l_a)ﬂ(t—u)l_a(u—s)a .

Vertauschen der Integrationsreihenfolge (siehe nichste Abbildung):

T 1
= du= €(s)duds
J. I(x (1 a J‘J. t— )1a(u_s)a ( ) u
Substitution: x =% = dx _d_u’ t-u=x(t—s)
— t—s t—s
u-s=(1-x)(t-s)
du ~ —(t~8)dx o dx
(t_u)lfa (u_s)[X leagt/‘s,)z%(l_x)a 5 o Xl—a (l—X)a
Integrationsgrenzen:u=s< x=1, u=t<x=0
= [t i) [
[ =il Oy
1
Bronstein: Ixa(l—x)bdx:r(l+a) (1+b)
d I'(a+b+2)
1 —_—
:>I dx — = (o)l (1-a) =T (o) (1-a)
o X (1-x) I(a-1-a+2)
=1, wegen I'(1)=1
(_o(u) o
:I —du =Et"T'(a)< &(t)—¢(0)
o (t—u) —
1 o(u)
=eg(t)= du
( ) Erar(a)_([(t_u)l—a

L ey otw)

B Et'T(a)| Lo o 9
=0, wegen 6(0)=0
1 t o
t)=———|(t— . ds *

Dieses ist die Kriechdarstellung der Materialgleichung des fraktionellen Dampfungselements.
Die zugehorige Kriechfunktion J (t) ist also eine monoton steigende Potenzfunktion.
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A
. Integrationsbereich
. t

NSRS

i |
t S

Abbildung 10-4 Integrationsbereich, Vertauschen der Integrationsreihenfolge

J(t):m(%f 3(0)=0

Wie man an dieser Kriechfunktion erkennt, ist das Kriechen des fraktionellen Dampfers unbe-

schrankt. Er verhélt sich wie eine viskoelastische Fliissigkeit.
Bemerkung: Integriert man Gleichung * partiell und nutzt die Anfangsbedingung o(0)=0
aus, so ergibt sich die dquivalente Darstellung, welche sich als fraktionelles Integral interpre-

tieren lasst:

Qs(t)—;)((t—s)ac(s)

CEtT(1+a

t

0

+ OLJ.(t —s)oH G(S)dS] = Er%m).:[(t—s)al o(s)ds

Das fraktionelle Ddmpfungselement ist neben der linear elastischen Feder und dem linear vis-
kosen Dampfer ein weiteres rheologisches Element, das zur Formulierung von Materialmo-
dellen verwendet werden kann. Seine Eigenschaft, dass die Relaxations- und Kriechfunktio-
nen sowie die komplexen Moduli und Nachgiebigkeiten Potenzfunktionen sind, machen die-
ses Modell sehr brauchbar zur Darstellung von realen linear viskoelastischen Materialeigen-

schaften.

Relaxations- und Kriechspektrum eines fraktionellen Dimpfungselements

G(t)= _[ g(v)e™dv, g(v):Relaxationsspektrum

0
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Zur Berechnung des zum fraktionellen Ddmpfer gehorigen Relaxationsspektrums g(v) wird

die inverse Stieltjes Transformation verwendet:

ov) =~ lim{G*(_V_iY)_G("O) _ G*(—V+iv)—G(oo)}

2m1 10 -v—1iy —V+1iy

Um diese Formel auszuwerten, werden die komplexen Argumente jeweils mit der komplexen

Exponentialfunktion dargestellt.

ImA

N

Abbildung 10-5 komplexe Zahlenebene und Polardarstellung

Z=—-Vv+1y, |Z|:|E|=«/V2 +7°

Z=—-v—1iy

Z=+V +7°e", o= n—arctan(lj
v
Z=AV +y’e™

= limz=ve"”

Fiir den fraktionellen Dampfer gilt G (t) = %(%} =G (oo) =0.
-a
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G' =E(iot)”, G(2) =Et*z*", GF) =Er*z*"
z Z
= g(V) = ! lim G*(E) - G*(Z)
211 >0 z z
E'l:oL in o-1 in a-1
" 2mi {(Ve ) =(ve") }
DBV ) in(on)
2mi { }
2isin((l—a)n)
E,Eava—l

=gv)= sin((l—a)n)

Mit der Eigenschaft I'(x)I'(1-x)=mn/sin(nx) der Eulerschen Gammafunktion erhdlt man

T

schlieBlich den Ausdruck
Et®
g(V) B F(O(,)F(l —a) v

fiir das Relaxationsspektrum eines fraktionellen Didmpfungselements. Damit wurde also ge-

zeigt, dass die Relaxationsfunktion G(t) eines fraktionellen Dampfungselements durch ein

kontinuierliches Spektrum von Exponentialfunktionen darstellbar ist.

Fial) “Jraro e

Analog zu diesem Vorgehen ldsst sich auch das zu dem fraktionellen Dampfer gehorige
Kriechspektrum ermitteln. Ein etwas kiirzerer Weg, der auch zum Ziel fiihrt, ist der folgend

beschriebene:

1 t)" : a A
AusJ(t)=———| —| folgtJ(t)=—————| —
usI(t) EF(I+0¢)(J olgt J(1) ErF(l+oc)(tj
Aus * ergibt sich:

R N
e - —vtd
(tj ;[F(a)v“‘e Y

Ersetzt man in dieser Beziehung nun den Parameter oo durch 1—-a., so ergibt sich:
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l-a 0 1-a
T T —vt
— = d
(t] !F(l—oc)v“e ¥
I-a

SO £ . —
Etl (1+a)\ t o BTl (1+a)C(1-a)v®

=i(1) vi(v)
= i(v)= 1

Et'T (o) (1-a)v'™

1 “ 1 1 w
:‘Er(m)@ :lET“r(a)r(l—a)v”“ toefay

Die Kriechfunktion des fraktionellen Dampfers ist also ebenso durch ein kontinuierliches
Spektrum darstellbar.

Damit ist gezeigt, dass ein fraktioneller Ddmpfer sowohl durch eine kontinuierliche Vertei-
lung von Maxwell-Elementen als auch durch eine kontinuierliche Verteilung von Kelvin-
Elementen darstellbar ist. Mit dieser Argumentation ist seine thermomechanische Konsistenz
sichergestellt. Sie ist aber auch explizit nachweisbar, was hier allerdings nicht durchgefiihrt

wird.
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11 Hoherwertige Modelle der fraktionellen Viskoelastizitit

Das fraktionelle Dampfungselement ist gut dazu geeignet, um Relaxations-, Kriech- und dy-
namische Eigenschaften von zahlreichen Polymeren abzubilden. In vielen Féllen kann dieses
Verhalten durch Potenzfunktionen modelliert werden. Falls dies nicht ausreicht, so lassen sich
hoherwertige Stoffgesetze der fraktionellen Viskoelastizitit formulieren, indem man den frak-
tionellen Dampfer als neues bzw. weiteres rheologisches Element benutzt. Hierzu soll nur ein
einfiilhrendes Beispiel erldutert werden, welches in der Literatur auch als fraktionelle Verall-
gemeinerung des Dreiparameter-Modells bezeichnet wird.

Bemerkung: Genauere Betrachtungen zeigen, dass die auf diese Weise entstehenden Materi-
almodelle thermomechanisch konsistent sind. Eine formale Verallgemeinerung der Differenti-

algleichung des Dreiparameter-Modells aus Kapitel 4

d+£c:(E+c)é+Es

n n
auf die Form
a p
d c5+£cs—(E+ )E+Es
dt* 1 dt* 1

fiihrt dagegen auf ein thermomechanisch inkonsistentes Materialmodell. Man kann nachwei-

sen, dass diese Verallgemeinerung nur fiir den Fall o =3 thermomechanisch konsistent ist.
11.1 Das fraktionelle Dreiparameter-Modell

Im Folgenden wird eine thermomechanisch konsistente Verallgemeinerung des Dreiparame-
ter-Modells formuliert: Der linear viskose Dampfer wird dabei durch einen fraktionellen

Dampfer ersetzt.

Eo




Die Materialgleichungen dieses Modells lauten wie folgt:

d°c d*e d°c
c=Ei+o,, = —=E,—+—>
dt dt dt

d’c,, d% d%,,
o, =cle—¢, = o = — —c—1
dt dt dt
« 4%, d%,, 1
Oy =Bt —F & —F=—00,
dt dt Et

d%c d% ¢

=(E
dt* (°+C)dt°‘ Et®

(c—Eue)

d°c ¢

d“e cE,
+
dt* Ert”

+
dt* Et°

o=(E,+c¢)

Dies ist die fraktionelle Differentialgleichung des verallgemeinerten Dreiparameter-Modells.
Streng genommen ist es eine Integralgleichung, da die fraktionelle Ableitung ein lineares
Funktional ist. Dieses Modell beinhaltet vier Parameter E, ¢, E,a (t=1s ist kein Material-
parameter) und wurde in der Literatur sehr hiufig zur Darstellung des viskoelastischen Mate-

rialverhaltens von Polymeren (im Frequenzbereich iiblicherweise) angewendet.
11.2 Ermittlung des dynamischen Moduls und der Nachgiebigkeit

Zur Berechnung des dynamischen Moduls wird g(t) = & und o(t) = 6e* eingesetzt.

%@ geht tiber in: (io)” f ()
ﬁmf6+E£;6:(EN+Q@mfé+%§gé

(o}
—_
e
~
—
o
+
=
e
a
rd
-
Il
m>

0@%%+@@my+%?}

:G*(m):éz
¢ €+ (iwr)”
C . a
A —+(iot
=1 (0) =5 =—F er)
6 . « CE
(E, +c¢)(iot) + EO

Die dynamischen Moduli und Nachgiebigkeiten sind sehr einfach in geschlossener Form be-
rechenbar und konnen ziemlich leicht an entsprechende Versuchsdaten angepasst werden. Fiir

® — 0 und ® — oo sind die komplexen Moduli und Nachgiebigkeiten durch die Formeln
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G'(©)=E,+c , G(0)=E,

ey
*
—_
~—
I
—
*
—
[e)
~
I

1
E,+c E,
gegeben. Diese Zusammenhinge konnen an dem rheologischen Modell natiirlich sofort able-
sen werden.
Die folgenden vier Abbildungen stellen das frequenzabhédngige dynamische Verhalten dieses
Modells fiir verschiedene Werte des Parameters o dar. Man erkennt deutlich, dass sich die
Frequenzabhéngigkeit insbesondere fiir sehr kleine Werte des Parameters o {iber viele Zeh-
nerpotenzen erstreckt. Fiir den Spezialfall o =1 ergibt sich die Frequenzabhéngigkeit des

klassischen Dreiparameter-Modells aus Kapitel 4.4.
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Verlustmodul (MPa)
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Abbildung 11-1 G',G",J',J"" Modell mit fraktionellem Element
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11.3 Relaxationsspektrum des fraktionellen Dreiparameter-Modells

Zur Ermittlung des Relaxationsspektrums aus dem komplexen dynamischen Modul wird die
inverse Stieltjes Transformation zugrunde gelegt. Thre Anwendung verlangt einen analyti-

schen Ausdruck fiir den komplexen Modul:

c(iot)”
( T) — bzw. allgemeiner

Gl)=E,+ ¢/E+(ior)

C—E 4 c(zt)”
G(z)=E, c/E—i-(m)OL

mit zeC

Dabei ist E, = G(oo) der Gleichgewichtselastizititsmodul. Fiir das Relaxationsspektrum gilt

im Sinne der inversen Stieltjes Transformation:

{a*(—v—m—G(oo)_G*(—v+iv>—G<oo>}

—v—1iy —V+iy

g(v)= 1 ~lim

271 10

mit dem Grenzwert lir%(—v +iy) = ve™™ ergibt sich:
Y=

o(v)= 1| dvr) e™ ( 1 j_ ofvt)” e ( 1 j

2711 %%—(VT)G oo ve " %+ (Vr)a oion ve'"

g(v)==" C(ZT)“_ e““‘(—1)_0(?)“_ )

= + (Vr)oL g om B + (Vr)Oc e'"

a-l —ian| © o jon iax | € o —ion
c(vr) {—e [E-l-(V’C) e }Le |:E+(V’E) e }}
:2ni cY a C a

(EJ +(V’E)2 +2(E](VT) cosam
al E2isinout
(V):C‘L’(V’E) {E }
& omi m2+( )mﬂ(cj( .
B s g J(ve) cosan
%(vr)asinan

" (5] st ey cosa

Das Kriechspektrum dieses Modells ldsst sich zum Beispiel durch die entsprechenden Glei-

chungen aus der komplexen dynamischen Kriechnachgiebigkeit ermitteln.
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Abbildung 11-2 Relaxationsspektrum des fraktionellen Dampfers

Die Relaxationsfunktion G(t) dieses Modells ist daher auch durch Superposition von Expo-

nentialfunktionen darstellbar.
<1 ¢/E)(vt)” sinomn
G(t):EO+CI_ 2 (/22( ) o
oL ™ (¢/E) +(vt)” +2(¢/E)(vt)” cosan

e "'dv

Fiir die Spannungsantwort kann des fraktionellen Dreiparameter-Modell gilt somit die folgen-

de Beziehung
ol (¢/E)(vt)" sinan

o(t)= Eos(t)+'[ CJ. —

o o\ v (¢/E) +(vt)™ +2(c/E)(v)” cosan

e (v & (s)ds,

welche auch mit der oben hergeleiteten Relaxationsfunktion G (t) in der kompakten Form

G(t)zic}(t—s)é(s)ds,

geschrieben werden kann. Die Relaxationsfunktion hingt mit der so genannten Mittag-Leffler

Funktion E_ (x) zusammen.
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11.4 Reihendarstellung der Mittag Leffler Funktion

In der folgenden Betrachtung wird die Potenzreihendarstellung der Mittag Leffler-Funktion
E, (x) aus der Materialgleichung des fraktionellen Dreiparameter Modells bzw. aus seinem
ratenabhéngigen Anteil hergeleitet. Dies fiihrt im Rahmen der hier eingesetzten Methode auf
eine lineare Volterrasche Integralgleichung mit schwach singuldrer Kernfunktion. Um diese
Integralgleichung herzuleiten und die zugehorige Losungsmethode anzuwenden, wird das fol-
gende Modell betrachtet:

. d%. d%e. 1

o, =Et Lo —E=——0,,
dt dt Ez

Auflosen dieser fraktionellen Differentialgleichung nach der inelastischen Dehnung in Analo-

gie zu Kapitel 10.3 liefert:

s)ds < g, t—s)"" o, (s)ds

v ET“F(OL)

—
—~

8in
EI“F 1+ oc

ot_,ﬁ

0

Setzt man dieses Funktional in die Beziehung 6, =c(e—¢,,) €in, so findet man die folgende

lineare Volterrasche Integralgleichung zur Berechnung der Uberspannung.
t

Gov(t)+&%w)j(t—s)“‘lcw(s)ds:cs(t) *

0

Die Kernfunktion weist unter der Voraussetzung 0 < a <1 eine schwache Singularitit auf, so
dass das Integral existiert (sieche hierzu z.B. Grabmiiller).

Zur analytischen Losung dieser Integralgleichung wird ihre Resolvente mit Hilfe der Neu-
mannschen Reihe berechnet. Die Methode wird in der Fachliteratur zum Thema Integralglei-
chungen beschrieben. Hierzu wird zundchst von der allgemeinen Form solcher Integralglei-

chungen ausgegangen:
t

u(t)+KjKl(t—s)u(s)ds=v(t)

0

Die eindeutig bestimmte Losung lautet
t
u(t)=v(t)+ IR(t —s)v(s)ds

0

mit der Resolventen
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und den Kernen

Kjﬂ(t—s)zJ.Kj(r—s)Kl(t—r)dr.

S

Wendet man dieses Verfahren auf die Integralgleichung * an, so ergibt sich mit der Vereinba-

rung A= /(Er“)=1/z°‘

und
K, (1-8)= [K, (t-8)K, (- hit= F(;)z [(ems) (=0 .

Setzt man nun im Sinne einer Variablensubstitution die Transformation
(t—r) = X(t—s)
= (T—S) = (l—x)(t—s)

dr=—(t-s)dx

t—71
t—s

X =

ein, so ergibt sich zunidchst mit Hilfe der allgemeinen Formel
t

J.(r—s)a (t—r)b dt= (t—s)“m1 j.x"‘ (l—x)b dx

I'(a+1)I(b+1) arbil
- I(a+b+2) (t=s)

Damit folgt fiir a=b=0—1

Allgemein kann man nachweisen (hier allerdings ohne Beweis)

Kj(t—s):ﬁ,

I'(ja)
so dass sich der folgende Ausdruck fiir die gesuchte Resolvente ergibt:

R(t—s)= 2(_1)J‘ }a (t—S)Ja_

4 2 T(ja)

Fiir die Uberspannung erhilt man damit das Funktional
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welches nach partieller Integration in die vorldufige Form

) (s )| el s )
Gov(t)—cs(t)[cz - )Js(s) +c}[[; T )]s(s)ds,

oz F(ja+1 z Jja+1

t
0

=0

und Zusammenfassung der beiden verbleibenden Terme in die endgiitige Form
o -1 j _ jou
> ( ) [t Sj &(s)ds,
ST (jo+1)\ z

iibergeht. Die so genannte Mittag-Leffler Funktion ist durch die Reihendarstellung
1

EQ(X)ZEW(X)j

=0

o, (t)=c

o t—

gegeben, womit sich fiir die Uberspannung die folgende funktionale Beziehung ergibt:

t

cov(t)zciEq (—(%T]é(s)ds:J.G(t—s)é(s)ds

0

Fiir den Spezialfall a =1 geht die Mittag-Leffler Funktion in die Exponentialfunktion {iber
und damit das fraktionelle Maxwell Element in das klassische Maxwell Element. In der Lite-

ratur wird die Mittag-Leffler Funktion auch als fraktionelle Exponentialfunktion bezeichnet.
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12 Approximation kontinuierlicher durch diskrete Spektren

Zum allgemeinen bzw. theoretischen Verstandnis der linearen Viskoelastizitit haben kontinu-
ierliche Relaxations- und Retardationsspektren grofle Vorteile: Wenn beispielsweise bei ei-
nem Polymerwerkstoff die Relaxationszeiten sehr dicht beieinander liegen, ist es wesentlich
angemessener mit einem kontinuierlichen Spektrum zu arbeiten als mit einem diskreten, wel-
ches sehr viele Terme und damit Materialparameter beinhaltet. Auf der anderen Seite besitzen
kontinuierliche Spektren den Nachteil, dass sich die Materialmodelle nicht in Differentialglei-
chungen iiberfiihren lassen.

Im Folgenden wird daher eine allgemeine Methode entwickelt, die es erlaubt, ein kontinuier-
liches Relaxationsspektrum in einem bestimmten Zeit- oder Frequenzbereich durch ein dis-
kretes Spektrum zu approximieren. Im Fall eines diskreten Spektrums lassen sich die Modelle

in Differentialgleichungen tiberfiihren, was numerische Berechnungen deutlich vereinfacht.

12.1 Kumulatives Relaxationsspektrum

Au Griinden, welche die Approximierbarkeit eines kontinuierlichen Spektrums durch ein dis-
kretes betreffen, wird der Begriff des kumulativen Spektrums eingefiihrt. Hierzu wird die

spektrale Darstellung der Relaxationsfunktion partiell integriert.
G(t)= Ig(v) e 'dv = [h(v)e*Vt ]w + tIh(V) e 'dv
0 ‘—qr——o’ 0

=0

0

h(V)ng(x)dx

Die monoton wachsende Funktion h(V) ist das kumulative Spektrum. Damit kann die Rela-

xationsfunktion alternativ wie folgt dargestellt werden:

=G ()=t h(v)e"dv

Kumulatives Spektrum einer Maxwell-Kette

Das kumulative Spektrum der Maxwell-Kette, mit der das kontinuierliche Spektrum approxi-

miert werden soll, wird durch Integration aus dem Relaxationsspektrum gM(V) ausgerechnet:
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n

gM(V):ZGkS(V_Vk)
k=1
:hM(V):JgM(X)dX=ZGk.[6(x—Vk)dx
0 k=1 0
=> G, <V—Vk>
k=1
B 0firx<0
Dabei 1st:<x>={ i
I flirx>0

h,(v)
A

Ggi

T T
] ¥ ¥ Vi v

o

Abbildung 12-1 kumulatives Spektrum einer Maxwell Kette

-
v

Das kumulative Spektrum einer Maxwell-Kette ist also eine Treppenfunktion mit Sprungstel-

len an den diskreten Relaxationsfrequenzen v, , die sich in Relaxationszeiten oder Viskosité-

ten umrechnen lassen. Die Sprungh6hen haben die Werte G, der Elastizititskonstanten.

L1 1

Vi \'%) Vn

G Gy Gy

Die Relaxationsfunktion einer aus n Elementen bestehenden Maxwell-Kette lautet:

Gy(t)=).Ge™
k=1

12.2 Approximation mit Hilfe des kumulativen Spektrums

Im Folgenden geht es darum, ein diskretes Relaxationsspektrum (G,,G,,...,G,,V,,V,,...,V, )
so zu bestimmen, dass das Relaxationsverhalten eines viskoelastischen Werkstoffes, der durch

ein kontinuierliches Spektrum beschrieben wird, in einem beliebig vorgegebenen Zeitbereich
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tom ST

min

néherungsweise abgebildet wird. Da die diskreten Relaxationsfrequenzen v,

X

bzw. Relaxationszeiten 1, =1/v, dadurch die Bedeutung von Materialparametern verlieren,
wird die Verteilung der Relaxationsfrequenzen vorgegeben. Hierzu wird eine lineare Vertei-

lung auf einer logarithmischen Skala gewéhlt:
k-1

v et
= __max
Vk - Vmin [ J
Vmin

v, = v, . kleinste Relaxationsfrequenz der Maxwell-Kette

v, =v,_ : groBte Relaxationsfrequenz der Maxwell-Kette

n

logv, =logv, . +%log[%j *

min

v undn sollen nun bestimmt werden, so dass die Maxwell-Kette die

min > ' max

Die Parameter v

Relaxationsfunktion G (t) des kontinuierlichen Spektrums moglichst gut approximiert.

h(v)

h
A /
h,(v)

Y 7
L ‘/ i

T B e 4_6255—1_
|
e .l %(_3 ]
h("'ﬁ) [ TR L
Gl
1 i .
Y17 Vi % V-1 Vi Vit SIS g v

Abbildung 12-2 kumulatives Spektrum der Maxwell Kette und h(v)

Die Aufgabe der folgenden Betrachtung besteht darin, das gegebene kontinuierliche kumula-
tive Spektrum h(v) im Argumentbereich v, <v<v_  durch das kumulative Spektrum ei-
ner Maxwell-Kette h,,(v), d.h. durch eine Treppenfunktion, moglichst gut zu approximieren.
Hierzu werden die Niveaus der Treppenfunktion zwischen den diskreten Stiitzstellen wie folgt
definiert und daraus dann die diskreten Moduli ausgerechnet. Die Moduli G, entsprechen den

lokalen Stufenhohen der Treppenfunktion.
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0 <v<v;: hy(v)=0

1
v, <v<v,: h,(v)=G, :E(h(vl)+h(V2))

Vo SV by (=26, =2(h(v)+h(w)

i=1

v, <v<v :h,(V) =Zk:Gi :%(h(vk)+h(vk+l))

i=1

v, <v hym=YG, =%(h(vn)+h(vn+l))

Berechnung der elastischen Moduli
1
G = E(h(vl ) +h(v2 ))

G, :;(h(Vk)"'h Vk+1 I:h Vkl +h(Vk):|)

=G, = %(h(vkﬂ)—h(vkl)) firk >1

Setzt man diese Moduli in die Relaxationsfunktion G,,(t) der Maxwell-Kette ein und beriick-

sichtigt man die vorgegebene Relaxationsfrequenzverteilung *, so kann der Fehler
=[G(1)-Gu(1)
zwischen der zu approximierenden Relaxationsfunktion G(t) und der Relaxationsfunktion

der Maxwell-Kette berechnet und durch Wahl der Parameter v

v__.n minimiert werden.

min > ' max >

0

tj{h(v) —hy(v)}eMdv

0

() =|G(t)-Gy(t) =

Vi

{ h(V)e—vtvart:TX{h(v)—hM(v)}e—dethVT {h(v)=hy(v)}e"dv

=|®, + D, + D, | <|D | +|D,|+|D,|

([ h(v)eay

0

O(t)=

|(D1|: <h mm je

= (v )[ 1= e ] < (v )[1 -t ]

Der erste Fehleranteil |<I> | wird fur v

aintoax << 1 besonders klein. Daher ist die kleinste Rela-

xationsfrequenz v . der zur Approximation verwendeten Maxwell-Kette so zu wiéhlen, dass

sie die Bedingung
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erfiillt. Der dritte Fehleranteil kann analog behandelt werden:
@] =t J- {h(v)-hy(v)}e™dv|<t J. ‘h(v)—hM(V)‘e’“dV

< h(OO) I te V'dv = h(oo) J- e*ds = h(oo)efvmaxt

Vinax b

max

< h(OO) @ Vmaxtmin

Dieser Fehleranteil wird besonders klein, wenn fiir die grofite Relaxationsfrequenz die Bedin-

gung

erfiillt ist. Fiir den letzten Fehleranteil findet man die folgende obere Abschétzung:

max

@, =[t [ {n(v)~hy ()} e av] < ] ()~ (v)] v

- tni1 f ‘h(v) - hM(V)‘ dv
k=1

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert fiir v, <v<v, , und damit fiir |¢2| die

folgende Abschitzung:
‘h(V)—hM (V)‘ < h(Vk+1)_h(Vk) = h’(Vk + 1y [Vk+1 _Vk])(VkH _Vk)
mit0<p, <1, M, =maxh'(v, +p,[v,,,—v,]), M:=max(M,)

0<p, <1 k=1,..n
n-1
2
= |<I>2| < tMZ(Vk+1 - Vk)
k=1
Aus der verwendeten Relaxationsfrequenzverteilung folgt:

ko k-1
\% n-1 \% n-1
— max _ max
Vit 7V = Viin ( ] ( j
Vmin Vmin

k-1

1
A% n— A% n-1
_ max max _
Vk+1 - Vk - Vmin ( } [ } 1
Vmin Vmin

LN

Mit der Abkiirzung

ergibt sich schlielich:
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min e~ o a
a1 M
w1
= V2t u(1-M)' M (n—nl)(nH)
=vi.t . (n-1)M n;:;

—_— —_ 4
n-1 1
mitnzn:(vm_mj :(V_]S V_J firn > 2
Vmin Vmin min

v
4
Ll (Vmax] _1
2 v o Vmin
= |q)2| = Vmint maxM [ﬂJ _1 - 1

Um den Fehleranteil |<I>2| moglichst klein zu bekommen, muss die Bedingung
1

v et
—max —1<<1 bzw. n>>1+
v

log (Vmax ) - log (Vmin )
log?2

min

gelten. Die Anzahl der zur Approximation verwendeten Maxwell-Elemente sollte also auch

hinreichend hoch sein.

Beispiel: Approximation der Relaxationsfunktion eines fraktionellen Ddmpfungselements

Relaxationsfunktion: G(t)= _bE (Ej
F(l-a)\t
e Et“ 4
Kontinuierliches Spektrum: g(v)= m v*
a —-a
Kumulatives Spektrum: h(v)= Etv (mit al' (o) =T(1+ oc))

I(1+a)l(1-a)

Zeitbereich: t. =10"s, t_ =10’s

min

Modellparameter: v =10"s, v__=10’, n=3, 5,10, 20
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10° ¢

10° £
10° |
Fone

10" |

Relaxationsfunktion (MPa)

107}

10' |
10" |

10"
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10°}

A
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Abbildung 12-3 Approximation des fraktionellen Dimpfers mit n=3, 5, 10, 20 Elementen
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13 Thermorheologisch einfache Stoffe

Bei vielen Polymeren ist die Annahme zutreffend, dass im Rahmen der Modellbildungsme-
thodik der linearen Viskoelastizitdt nur die Relaxationszeiten bzw. -frequenzen (analog die
Retardationszeiten bzw. -frequenzen) von der Temperatur abhingen, nicht aber die elasti-
schen Moduli und Nachgiebigkeiten. Wenn dabei alle Relaxationszeiten bzw. -frequenzen des
Werkstoffes auf genau dieselbe Weise von der Temperatur abhingen, so wird dieser Werk-
stoff als thermorheologisch einfach bezeichnet. Wenn diese Annahme nicht gilt, so ist das
Material thermorheologisch komplex.

Motivation der Theorie anhand eines Beispiels

E

Temperaturabhingige Viskositit: n(®)=n(0,)a(®)

O, ist eine beliebige Referenztemperatur, a(@o) =1 (Normierung), a(@) >0
Wenn man die Temperatur erhoht, d.h. ® >0, so wird die Viskositéit von Polymeren kleiner.
Fiir ©® <®, nehmen die viskosen Stoffeigenschaften zu, so dass fiir die Funktion a(®) die

Ungleichung T a()

da
— <0 gilt.
@ °

Y

Fiir das rheologische Modell gilt: C (&)
- _E
G =0, 10, eto,, - 4/\/\/\H7 =
o, =cg, =c(e—¢g,) i e y
1 1 47 £, Ein 4’

" n(©) ™ " n(e,)a(e) ™

R —p—
G, =CE— © G, * E

n(©,)a(®)

Y



Definition eines temperaturabhéngigen neuen ZeitmaBstabes:

¢ ds
= z(t) = ‘[W

Fiir den Spezialfall der Referenztemperatur ©(s) =0, gilt a(©,)=1.

Gilt fiir den Zeitbereich 0 <s<t, O(s)=0, = const, so folgt:

0= (63 67"

Andernfalls 1duft die materielle Zeit z schneller oder langsamer als die physikalische Zeit t ab.
a) O(t)>0,=a(0)<l=>z=1/a(®)>1,
d.h. die materialeigene Zeit lauft schneller ab als die physikalische Zeit.
b) O(1)<0,=>a(0)>1=z=1/a(0)<I,
d.h. die materialeigene Zeit lauft langsamer ab als die reale Zeit t.
Ist eine Funktion, z.B. die Spannung c(z) als Funktion der materialeigenen Zeit z gegeben,

so gilt fiir ihre Zeitableitung die Kettenregel:
do . 1

c's(z) 2%0(2(‘[)) :EZ :md(z)

Damit ergibt sich aus Gleichung * auf der vorherigen Seite:

: c
G,.,a(0)=cea(0)- c,, <
(©)=cia(0)— &
C C 1
o, =ce - s = =v(0Q,)=V
n(©,) (©,) (®) (@)=,

Die Losung dieser Differentialgleichung geschieht analog zu Kapitel 4.1:

z

o, (2)= J.ce_v‘)(z_é)s'(é)d&_,

0
=

z

—~

t) t
O T P

Dieses Funktional hat formal dasselbe Aussehen wie das aus Kapitel 4.1 des Dreiparameter-

(=)

Modells. Der Unterschied besteht darin, dass die real ablaufende Zeit t durch die materialei-

gene Zeit Z(t) , die ein Funktional der Temperaturgeschichte ist, ersetzt wurde.
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13.1 Lineare Viskoelastizitit mit temperaturabhingiger Zeitskala

Um zu einer allgemeineren Theorie der linearen Thermoviskoelastizitét flir thermorheologisch
einfache Stoffe zu gelangen, wird die Relaxationsfunktion vom Exponentialtyp durch eine
allgemeine Relaxationsfunktion G (z) ersetzt. In Bezug auf die zugehorige Kriechdarstellung
wird analog verfahren und eine von der temperaturabhéngigen Zeitskala abhingige Kriech-

funktion J(z) eingefiihrt.

o(z)= [ G(z(1)-¢)e'(8)dg *

Beispiel:

n
G(z)=).Ge " +E, G, =const, v, =const, E = const
k=1 temperaturunabhingig

e(t)=0fir—o<t<0, o(t)=0fir-o<t<0

ovk

= G=E8+Zn:('5

k=1

= cyovk = GkS_VkZGOVk
. . Vk .
= Gow (t):Gkg_—Govk > furk:la---:n
a(0)

Bemerkung: Wenn man die Faktoren v, / a(@) in obiger Differentialgleichung als tempera-

turabhdngige Viskositdten interpretiert, d.h.
Vi Gy Gy
= <N (0)=—Fa(0
0] mie) OO

so erkennt man, dass unter der Annahme der thermorheologischen Einfachheit alle Viskosité-
ten der Maxwell-Kette auf dieselbe Weise von der Temperatur abhingen. Ob sich ein gegebe-
ner viskoelastischer Werkstoff so verhilt, bleibt natiirlich experimentell zu tiberpriifen. Jeden-
falls vereinfacht sich durch die Annahme der thermorheologischen Einfachheit vieles, insbe-

sondere die Identifikation der Materialparameter.
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Nimmt man analog eine Kriechfunktion der Form
1 &1
Hz)==+) —{l-e
()= +2g -

an, so ergibt sich:

c
€ E—’_Z:‘Si“k
¢ 1 S
mite,, = [—{1-e "9 lc'(£)dE
f el
= gink:[ kIG_e s (&)diJZ
0 Yk
: r 1 —v (z— ' t ' . C. .
sink:[—vle—k{l el é)}o(g)d§+£é—ic (&)d&}z, Addition einer Null
= — k . k
= Slnk a(®)81nk+Gka(®)G
: G :
& Ey = aZkG) {Gik_gmk} = 0=G,g, +V_:a(®)8ink

Interpretiert man die Funktionen (G, /v, )a(®)=n,(®) als temperaturabhingige Viskositi-
ten von in Reihe geschalteten Kelvin-Elementen, so hdngen auch hier alle Viskositéten auf
dieselbe Weise von der Temperatur ab.

Abschlieflend sollte bemerkt werden, dass das Konzept der thermorheologisch einfachen Stof-
fe eine sinnvolle und héufig zutreffende Vereinfachung darstellt, aber dass sich reale Werk-

stoffe keinesfalls so verhalten miissen.
13.2 Verschiebungsprinzipien

Untersucht man thermorheologisch einfache Stoffe bei isothermen Prozessen im Zeit- oder
Frequenzbereich, so gelten Zeit-Temperatur und Zeit-Frequenz Verschiebungsprinzipien, die

die Parameterbestimmung wesentlich vereinfachen. Sie werden nun mathematisch prizisiert.

¢ ds t

Fir ® =const gilt: z(t)=|——=
ozeontel “0-G @) | o
ds

)=l 500)

Fiir konstante Temperatur ® = const erhélt man die neue materialeigene Zeitvariable z in-

dem man die reale Zeit t durch die Funktion (bzw. die Konstante) a(@)) dividiert.
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Damit vereinfachen sich die beiden Funktionale * und ** von Kapitel 13.1 zu:

o(t)= jG[:(_G;l)Jé(u)du

—00

::t[OJ(:(_;)]G(u)du

Durch Substitution von:
u

— — — 1
g‘a(@) Ty

da dg = (du a(® )j(a(lg)duJ:é(u)du

du

||
c_.ﬁ
/—\
;_/
ol
2]
/\
/—\
o
~—
N—
o
o

it ©® = const =
Jt. ( J .
Damit gilt fir die Temperaturabhéngigkeit der Relaxations- und Kriechfunktion:
=G (t/a (@) , @0) =G (t, @) -G (blogb(t)—logb(a(e)))’ @0)

- J(t/a(@),@o) = 1(1,0)= J(blogb(t)—logb(a(G))’®o)

Die rechts stehenden Relationen folgen aus der Identitit t/a = b/

Logarithmus zur Basis b der GroBBe x bezeichnet.

, wobei log, (x) den

Tragt man die Relaxations- bzw. Kriechkurven eines thermorheologisch einfachen Materials

iiber einer logarithmischen Zeitachse auf, so bewirken Temperaturverringerungen gegeniiber

der Referenztemperatur (@ <©,=a(®)>1bzw.log, (a(@)) > O) Verschiebungen der Re-

laxations- bzw. Kriechkurven nach rechts in Richtung groflerer Zeiten. Erh6hungen gegen-

iiber der Referenztemperatur ©, bewirken wegen © >©, = a(®)<1bzw.log, (a(©))<0

Verschiebungen nach links zu kleineren Zeiten.
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G_ l - -~ G[:f, Eﬂj

- H58) 8§<§
log, (81
log,(a(q])

Gr.g).
&, > 8,

lng@

Tk J(1.8,) 8,8,

T8 8 <8,

log, (a0
log,(2(5])

- 3
log(>)

Abbildung 13-1 Verschiebungen von G und J als Resultat von Temperaturinderungen

Die Relaxations- und Kriechkurven bei den Temperaturen ®, und ®, gehen aus den Relaxa-

tions- und Kriechkurven bei der Referenztemperatur durch Parallelverschiebung hervor. Dies

gilt nur bei einer logarithmischen Zeitachse.

Um die Temperaturabhiangigkeit der komplexen dynamischen Moduli und Nachgiebigkeiten

zu untersuchen, werden die temperaturabhingigen Relaxations- und Kriechfunktionen

G(t,@)zG(@,@OJ und J(t,@)z]{@,@o]

in die entsprechenden Formeln in Kapitel 6 eingesetzt. Fiir den Speichermodul gilt:

G'(0,0)= G(oo)+(oI{G[ﬁ,@oj—G(w)}sinmsds
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Nun wird eine Substitution durchgefiihrt, die nachweist, dass die beiden dynamischen Moduli
nicht vollkommen beliebig von der Frequenz und der Temperatur abhéngen, sondern von dem

Produkt wa(®©):

Analog ergibt sich fiir den Verlustmodul

G"(0,0)= wa(@)?{G(s,@o)—G(oo)} cos(@a(@))s)ds

0

sowie fiir die Speicher- und die Verlustnachgiebigkeit (vgl. Kapitel 6)

0

J(0,0)= J(w)—wa(®)j{J(w)—J(s,®0)} sin(ma(@)s)ds

0

und

J"(0,0)=0a(0) {J(oo)—J(s,@o)}cos(ma(®)s)ds .

S =y 8

An diesen Ergebnissen ist zu erkennen, dass die Kreisfrequenz und die Temperatur jeweils in
der Form ma(@) vorkommen. Damit gelten folgende Zusammenhinge fiir die frequenzab-

héngigen Materialfunktionen:

G'(0,0)=G'(0a(0),0,) & G'(0,0) =G/ (b2 ) g,
G'"(©,0)=G"(0a(0),8,) & G"(6,0) = G" (b= g )
1(0,0)=1(02(0),0,) < J'(0,0) =1 [b* 1t g |
1'(0,0)=1"(0a(0),8,) = I'(0,0) = J'(b™ =) g )
Im Vergleich zur Temperaturabhidngigkeit der Relaxations- und Kriechfunktion im Zeitbe-
reich bewirken bei den frequenzabhéngigen Funktionen G',J',G",J” Temperaturerh6hungen

Verschiebungen nach rechts zu hoheren Frequenzen. Bei Temperaturverringerungen werden

die dynamischen Funktionen nach links zu kleineren Frequenzen verschoben.
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Abbildung 13-2 Verschiebung G' und J' als Funktion der Temperatur

Fiir die Verlustmoduli und -nachgiebigkeiten, die oftmals ein ausgepragtes Maximum aufwei-
sen, ergeben sich entsprechende Abhédngigkeiten.
Wenn man entsprechende Experimente bei konstanten Temperaturen durchfiihrt, kann man

die Verschiebungsfunktion, d.h. die Temperaturabhidngigkeit der Viskositéten, identifizieren.
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13.3 Stoffeigenschaften bei unterschiedlichen Temperaturen: Masterkurve

In der experimentellen Materialuntersuchung ist es sehr beliebt, Relaxations-, Kriech oder dy-
namische Experimente in einem bestimmten Zeit- oder Frequenzbereich bei unterschiedlichen
Temperaturen durchzufiihren. Die auf diese Weise gewonnenen Daten lassen sich iiber einer
logarithmischen Frequenz- oder Zeitachse parallel verschieben, so dass man unter bestimmten
Annahmen Information iiber das Zeit- oder Frequenzbereichsverhalten in einem deutlich gro-
Beren Bereich bei einer beliebig wiahlbaren Referenztemperatur erhilt.

e Versuche bei isothermen Prozessen im Zeit- oder im Frequenzbereich

e Temperaturen: ® , <0 <0, <0, <0,

e Referenztemperatur: O,
experimentelles Fenster

J(t)‘ i : loga(d,)
Masterkurve
J(t:- 90 )
i L -
log(-2) log(-*) log(-)
5 & Y

Abbildung 13-3 Erzeugung der Masterkurve und experimentelles Fenster

In der obigen Abbildung ist t_. z.B. durch die Abtastrate des Messsignals gegeben und t__

ist z.B. durch die maximal sinnvolle Versuchsdauer bestimmt.

Um die Methode anwenden zu konnen, ermittelt man zunédchst eine der viskoelastischen
Funktionen G(t,0,),J(t,0;),G'(t,0,),G"(t,0,),)(t,©,) oder J"(t,0,) in dem experimen-
tell zuginglichen Zeit- oder Frequenzbereichsfenster, das entweder durch o <o<w®__ o-

dert . <t<t  gegeben ist. Diese Messungen werden fiir verschiedene konstante Tempera-
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turen ®, gemacht. Anschliefend wihlt man eine Temperatur als Referenztemperatur aus. Die
zu den anderen Temperaturen gehdrigen viskoelastischen Funktionen werden nun solange pa-
rallel nach rechts oder links verschoben, bis man eine mehr oder weniger glatte Masterkurve
erhalten hat. Diese beschreibt dann das zeit- oder frequenzabhéngige viskoelastische Materi-
alverhalten bei der Referenztemperatur in einem erheblich groeren Zeit- oder Frequenzbe-
reich. Tragt man anschlieBend die Verschiebungen log(a(G)i )) iiber der Temperatur ®, auf,

so erhdlt man die temperaturabhédngige Verschiebungsfunktion.

log a(@)

Abbildung 13-4 Verschiebungsfunktion

Bemerkung: Die im Rahmen des Konzeptes der thermorheologisch einfachen Stoffe gemach-
ten Aussagen konnen prinzipiell auf andere Abhingigkeiten ausgeweitet werden. Die materi-
aleigene Zeitskala z(t) kann z.B. von der Feuchte des Werkstoffes, von einer beliebigen in-

ternen Variablen, von der Deformationsgeschichte oder auch der Spannung abhingen.

Temperatur Spannung Dehnrate Feuchtegehalt

1 ) 1 i 1 1

a(©) £ (o)

Wenn die betreffende Variable in den Versuchen konstant gehalten werden kann und sich das
Material in Bezug auf diese GroBe rheologisch einfach verhilt, ergibt sich ein entsprechendes

Verschiebungsprinzip.
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14 Anisotrope lineare Viskoelastizitat

Funktionale Relationen

E(t):j;j(t )T (s)ds & By (1) = [ Ty (t=5)T, (5)ds

Wegen Gy =Gy und Gy, =Gy, bzw. T, =Jy, und J, =T, haben die Tensoren é(t)
und J (t) maximal 36 unabhidngige Komponenten. Diese kann man bequem durch eine Voig-
tsche Matrix darstellen, wenn man den Spannungs- und Verzerrungstensor jeweils als 6er-
Vektor darstellt. Diese Vektoren dndern natiirlich nichts am Tensorcharakter der Spannungen

und Deformationen. Sie werden durch die Symbole T und E dargestellt.
. T .
T-[Gn Gy, O35 GO Oy 031] =T
T
E:[e, &, &, 2¢, 2, 2] =E
Gll(t) G, (t) Gy (t)

G:| =G(t)
Gm(t) Gée( )

R ERC A IR )

J:| =J(t)
Jm(t) J%(t)

T=|o, o, oy|, E=lg, &y &y
G3; O3 Oy €31 &3 &3
T'=T, E'=E

. . |dies ist eine Motivation fiir die
=T-E=T-E
— 7 |Faktoren "2" vor den Scherdehnungen

In der letzten Gleichung wird jeweils die Spannungsleistung berechnet, zum einen mit den
Tensoren T und E und zum anderen mit den Reprisentationen durch die Spaltenvektoren T
und E . Der Faktor 2 vor den Scherdehnungen kann dadurch motiviert werden, dass im tenso-
riellen Skalarprodukt T-E = c;&; aufgrund der Symmetrie von Spannungs- und Deformati-
onstensor die Leistungen der Scherdehnungen an den Schubspannungen jeweils zweimal vor-

kommen und im vektoriellen Skalarprodukt T-E nur einmal. Man kann den Faktor 2 auch al-
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ternativ vor die Schubspannungen schreiben oder jeweils einen Faktor V2 vor die Scherdeh-
nungen und die Schubspannungen. In der Literatur findet man alle Alternativen vor.
Mit diesen Begriffsbildungen und Vereinbarungen lauten die Materialgleichungen der ani-

sotropen linearen Viskoelastizitit wie folgt:

t

1(0) = [ G1-5)ls)as e B(1) - [ 3(1-s)1

bzw. in Komponentenform:

(=
—
wn
~—
o
175)

(o, ()] G, (t=s) - Gy(t=s)| &,(s)
GzzEt; ézzES;
oy (t) | | €5 (s S
onto|=] 2, (s) |*
0, (1) 2¢,,(s)
o, (t)] | Galt—s) G (t—s) || 25 (s)
e, ()] [T (t-s) T (t=s)][ 6, (s)]
szzgt; 622233
es(t) | g Gy (s S
|7 5, (s) |
2¢,, (1) 5,5 (s)
| 2¢,,(t) Ja(t=s) = Je(t=5)] 65 (s)]

Im Experiment ldsst sich der Spannungstensor im Gegensatz zum Verzerrungstensor vollstin-
dig vorgeben (einachsige Zug/Druck-Priifmaschine). Ist man in der Lage, den Verzerrungszu-
stand vollstdndig zu messen, so kann die Voigtsche Matrix der Retardationsfunktionen leicht
ermittelt werden.

Beispiel: Kriechversuch in 1-Richtung: Vorgabe einer einzigen Spannungskomponente, Mes-

sung aller resultierenden Dehnungen.

0 firt<0
I=[GH 0 00O O], (511={ .
o, flirt>0
€ (t) =J, (t) o Damit kann, wenn man in der Lage ist, alle
£y (t)=J,(t)o, Dehnungen zu messen, die erste Spalte der
€, (t =] (t o, Voigtschen Nachgiebigkeitsfunktionsmatrix
2e,(t)=1,(t)o, identifiziert werden. Durch Kriechversuche in
2e,, (1) =15, ()0, den anderen fiinf Richtungen lassen sich im
2g;, (t) =Jq (t)GO Prinzip alle 36 Kriechfunktionen ermitteln.
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14.1 Tensorielle dynamische Moduli und Nachgiebigkeiten

jg T(t),E(t)=0fiirt<0

0

E(t)=

o-_.ﬁ

|| G

(t=s)T(s)ds

Die Berechnungsformeln fiir die dynamischen Funktionen haben natiirlich nur Sinn, wenn der
Grenzwert G 1/ J existiert. Falls G (oo) =0 (oo) =00 bei einem Material gilt, ist
es sinnvoller, eine partielle Integration durchzufiihren und die mathematischen Beziehungen
mit den Bezugswerten G(O) und J (0) zu formulieren. Dies geht durch partielle Integration

der oben aufgefiihrten allgemeinen Funktionale:

T(t)=G(t—s)E( s‘ +IG’t s)E(s)ds

Analog gilt fiir die Dehnungsdarstellung:

E<t>=g<o>1<r>+i 3 (t-5)T(s)ds

Setzt man nun dynamische Prozesse der Form E(t) = Ee“‘" und I(t) = iei“’t in die beiden In-

tegrale ein, so ergibt sich:

Analog findet man:

Damit gilt unter der Annahme, dass G(0) und J(0) existieren.
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fiir ein anisotropes linear viskoelastisches Material. Existieren diese Grenzwerte nicht, so sind

die alternativen Relationen zu verwenden (tensorielle Verallgemeinerung).

) G (0) =6 () iof [G(5)-G )} s

4) (o) =J()-io]{J(=)-I(s)}eds

Somit stehen je nach Existenz der unterschiedlichen Grenzwerte g(O) . J (0), G (), J ()

fiir jede dynamische Materialfunktion zwei alternative Moglichkeiten der Berechnung zur

Verfligung.
Aus den tensoriellen dynamischen Beziehungen (hier mit den Voigtschen Matrizen)

T :9*(oo)l:3 und E = !((o)i

Die Voigtschen Matrizen g(w) und J (0)) sind also zueinander invers.

98



14.2 Tensorielle Relaxations- und Retardationsspektren

Die tensoriellen Verallgemeinerungen der diskreten und kontinuierlichen Relaxations- und
Kriechspektren lassen sich von den in Kapitel 5 hergeleiteten skalaren Gleichungen auf jede
Komponentenfunktion der entsprechenden Tensoren iibertragen:

Diskretes Relaxationsspektrum

G, (t=s) - Gy(t—s)
ZG” M 4Gi(0), G= :

G, (.t—s) o Gy (t—s)

Diskretes Kriechspektrum

) | Jo(t=s) - J(t=s)

=Y (1-e )4 (0), 3=
k=1

Je! (t—s) e T (t—s)

Diese Darstellungen bringen zum Ausdruck, dass jede Komponente G; und jede Komponen-

te J;; ihr individuelles Spektrum besitzt.

Kontinuierliches Relaxationsspektrum

[ (v)e a4 () G ()= [g(v)e v+ G ()

Kontinuierliches Kriechspektrum

jﬁ i-e dv+1v(o)©i(t)zzi(v)[1-evt]mg(o)

Die Darstellung der Komponentenfunktionen durch diskrete Spektren ist aufgrund der vielen
Materialparameter und eines weiteren Index ein klein wenig aufwindiger als eine Darstellung
durch kontinuierliche Spektren. Zur Darstellung sémtlicher Komponenten von G und von J
durch kontinuierliche Spektren kann dieselbe Integrationsvariable verwendet werden. Daher

bietet es sich an, bei anisotropen Materialien mit den folgenden Darstellungen zu arbeiten:
gll(v) glé (V)
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Diese Darstellungen der tensoriellen Relaxations- und Kriechfunktionen wurden gewéhlt, da

die Grenzwerte g(oo) und J (0) immer endlich sind und daher existieren. Die Grenzwerte

G(0) und J(oo) miissen dagegen nicht immer existieren.
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14.3 Zusammenhinge zwischen Moduli-, Nachgiebigkeiten und Spektren

Fiir den dynamischen Modulitensor wird 3) verwendet und fiir den komplexen Nachgiebig-

keitstensor der Ausdruck 2). Diese wurden in Kapitel 14.1 bereitgestellt.

g*: g(oo) + imJ.J-g(V)e*“dv e ds

hingt tiber eine skalare Stieltjes-Transformation mit der entsprechenden Komponentenfunkti-
on von g(v) zusammen. Damit kann die inverse Stieltjes-Transformation auf jede Kompo-
nente angewendet werden:

E(V): 1 hm{g*(_"_iy)_g{w) g*(—v+iy)—g(oo)}

—-v—1iy —V+iy

Das Relaxationsspektrum in Form der Voigtschen Matrix g(v) lasst sich also direkt aus der
Vogtschen Matrix der komplexen Moduli berechnen.

Bemerkung: Die in Kapitel 12 erarbeitete Methode zur Approximation kontinuierlicher Spekt-
ren durch diskrete Spektren kann im Kontext anisotroper linear viskoelastischer Werkstoffe
offensichtlich komponentenweise angewendet werden. Aus pragmatischen Griinden bietet es
sich an, fiir jede Komponente des tensoriellen Spektrums dieselbe Relaxationsfrequenzvertei-

lung zu verwenden. Dann gilt in dem relevanten Zeit- oder Frequenzbereich:

G(1)~G,, (t)=3G ™
k=1

Um das tensorielle Kriechspektrum zu ermitteln, wird analog verfahren und von der folgen-

den Darstellung ausgegangen:
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In diesem Fall kann auch die inverse Stieltjes-Transformation auf jede Komponente ange-

wendet werden, um das Kriechspektrum jv) zu ermitteln:

i(V)Z lim{J*(—V—iy)—J*(—V+iy)}

2nvi -0 = =

Die Behandlung der anisotropen linearen Viskoelastizitdt hatte nur exemplarischen Charakter
und sollte zeigen, dass sich die im Rahmen dieser Ausfiihrungen formulierten Relationen ein-
fach darauf komponentenweise anwenden lassen. Die konkrete Messung von anisotropen li-

near viskoelastischen Materialeigenschaften, soll hier allerdings nicht behandelt werden.
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