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Vorwort

Kleben als Fugetechnik kommt in der Luftfahrt- und Automobilindustrie verstarkt auch
in strukturellen Bereichen zum Einsatz. Dadurch sind die Anforderungen an
Zuverlassigkeit und Vorhersagbarkeit der Klebeverbindung besonders hoch.
Maligeblichen Einfluss auf die Festigkeit haben u.a. wahrend der Aushartung
entstehende Eigenspannungen, die bisher nur Uber einige Umwege simuliert werden
kénnen. Das Institut fur Mechanik entwickelt neue Materialmodelle und flhrt
Experimente an Klebstoffen durch, um durch FE-Simulationen bereits im Vorfeld
qualitative und quantitative Aussagen Uber die Klebeverbindung treffen zu kénnen.

Thematisch befasst sich diese Arbeit mit der kontinuumsmechanischen
Beschreibung und der numerischen Simulation aushartender Klebstoffe. Ein
entsprechender thermodynamisch konsistenter kontinuumsmechanischer
Modellierungsansatz wurde bereits in Lion u. Héfer (2006) vorgeschlagen, und bildet
die Grundlage fur die in dieser Arbeit durchgefihrten Untersuchungen. Die sehr
allgemein gehaltene Formulierung ist zunachst auf eine Vielzahl denkbarer
Phasenumwandlungsprozesse anwendbar (z.B. auch Vulkanisationsprozesse) und
beinhaltet keinerlei Einschrankungen hinsichtlich spezieller Klebstoffsysteme. In
diesem Sinne st dieser Bericht als grundlegende Untersuchung der
Implementierbarkeit ohne eine genauere Spezifizierung des verwendeten Klebstoffes
zu betrachten.

Das Ziel der Arbeit ist eine Implementierung des o.g. Materialmodells in ein
kommerzielles Finite-Element Programm, in diesem Fall MSC.Marc. Damit sind die
wesentlichen Kernpunkte dieser Arbeit die Ableitung konsistenter Tangenten bzw.
Steifigkeitsmatrizen sowie die entsprechende numerische Umsetzung in ein
thermomechanisch gekoppeltes Lésungsschema. AbschlieRend werden einige
Testsimulationen durchgefihrt, die die Moglichkeiten des Materialmodells unter
Beweis stellen. Auf Begleitmaterial zu dieser Arbeit (Animation der
Simulationsergebnisse) kann Uber die Homepage des Instituts zugegriffen werden.
Parameterstudien, die Formulierung spezieller Evolutionsgleichungen und die
Identifikation von Parametern fir konkrete Klebstoffsysteme sollen in
weiterflhrenden Arbeiten und Projekten untersucht werden.

Die vorliegende Arbeit wurde von Herrn Johannes Retka als Diplomarbeit am Institut
fur Mechanik angefertigt. Er hat bei seiner Arbeit ein hervorragendes Ergebnis erzielt
und wurde auf der Diplomierungsfeier der Universitat der Bundeswehr Minchen am
15.12.2006 fur seine Diplomarbeit mit dem Studienpreis der EADS ausgezeichnet.

Philipp Hofer
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EINLEITUNG 1

Einleitung

Vor allem in der Autoindustrie werden in den letzten Jahren verstarkt Klebeverbindun-
gen eingesetzt, um Bleche zu verbinden. Dabei muss die Festigkeit unter monotoner
Beanspruchung, Scherbelastungen oder Crashbelastungen gegeben sein. Zur Simula-
tion des Verhaltens ausgehérteter Klebstoffe existieren bereits Finite Elemente (FE)
Anwendungen.

In einer Vielzahl anderer Anwendungen sind aber der zeitabhéngige Aushérteprozess
und die dabei auftretenden thermomechanischen Eigenschaften des Klebemittels von
Bedeutung.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein Materialmodell, das die Thermomechanik von Aus-
hérteprozessen beschreibt, in ein kommerzielles FE-Programm zu implementieren und
anhand einfacher Beispielrechnungen zu iiberpriifen.

Das verwendete Materialmodell wurde erstmals von Lion u. Hofer (2006) beschrieben
und behandelt die Phidnomenologie von Aushérteprozessen eines zwei-Komponenten
Klebers. Dem Modell liegt eine finite thermoviskoelastische Theorie zu Grunde, die den
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik erfiillt. Durch das Modell besteht die Moglich-
keit alle wesentlichen Merkmale eines Aushérteprozesses darzustellen. Diese sind die
Phasenumwandlung von einem viskosen Fluid zu einem viskoelastischen Festkorper,
die aufgrund der chemischen Reaktion und dissipativer Prozesse entstehende Wérme,
die chemische Schrumpfung und thermisch bedingte Volumenédnderung wéhrend des
Aushérteprozesses sowie die entstehenden Spannungen.

Um die Aushértung beliebiger Klebeverbindungen simulieren zu kénnen, ist es sinnvoll
das Materialmodell in ein kommerzielles FE-Programm zu implementieren.

Treten wie in diesem Fall finite Deformationen auf, ist eine lineare Behandlung des Pro-
blems nicht mehr moglich. Daher wird das Problem mit Hilfe der Kontinuumsmechanik
behandelt. Die zugehorige Kinematik und die in den daraus resultierenden Grofien for-
mulierten Bilanzgleichungen werden kurz in Kap. 1 beschrieben. Weiterhin wird in
diesem Kapitel ein einfaches Modell zur Beschreibung inkompressibler Hyperelastizitét
betrachtet, an dem die Beriicksichtigung der Inkompressibilitdt veranschaulicht wird.
In Kap. 2 wird die Methode der finiten Elemente betrachtet. Es werden eine Richtungs-
ableitung sowie ein haufig verwendetes Losungsverfahren vorgestellt, bevor im Einzel-
nen darauf eingegangen wird, wie eine thermomechanisch gekoppelte Problemstellung
gelost werden kann. Ausgehend von den Bilanzrelationen werden anschlieffend das me-
chanische und das thermische Funktional hergeleitet und linearisiert. Am Beispiel des
mechanischen Funktionals wird auflerdem die bei der Finiten Elemente Methode (FEM)
durchgefiihrte Ortsdiskretisierung veranschaulicht. Da das Materialmodell mechanische
Inkompressibilitat voraussetzt, wird weiterhin auf die Moglichkeiten zur Beriicksichti-
gung dieser Zwangsbedingung eingegangen und die Herrmann-Formulierung eingefiihrt.
Das vorliegende Materialmodell wird in das FE-Programm MSC.MARC implementiert.
Der letzte Teil des Kap. 2 behandelt deswegen die programmspezifischen Gegebenhei-
ten, die bei der Implementierung beriicksichtigt werden miissen. Dazu wird die verwen-
dete User-Subroutine HYPELA2 vorgestellt sowie das Vorgehen zur Implementierung
der thermomechanischen Kopplung erlautert.

Das dritte Kapitel behandelt die Grundlagen der linearen Viskoelastizitdt, da das Ma-



2 EINLEITUNG

terialmodell auf der Theorie der Viskoelastizitiat aufbaut. Aufgrund der Vorteile rheo-
logischer Modelle zur Beschreibung von viskoelastischem Materialverhalten wird exem-
plarisch das Maxwell-Modell betrachtet.

Darauf aufbauend wird in Kap. 4 das Materialmodell zur Beschreibung der Thermo-
mechanik von Aushértevorgéngen vorgestellt und die benétigten konstitutiven Glei-
chungen bestimmt. Ausgehend von diesen Gleichungen werden in Kap. 5 schliefllich
die notwendigen Schritte dargestellt, um die konstitutiven Gleichungen des Material-
modells in das FE-Programm MSC.MARC zu implementieren. Anschlieend werden in
Kap. 6 verschiedene Beispielsimulationen durchgefiihrt, mit dem Ziel, die Eigenschaften
des Materialmodells zu verifizieren. Die gewonnenen Ergebnisse werden anschlieBend
in Kap. 7 diskutiert.

Im Anhang werden kurz die in dieser Arbeit verwendeten Schreibweisen erldutert. Zu-
dem findet sich dort der erstellte Quellcode.



1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

1.1 Allgemeines

Unter dem Begriff Kontinuum wird eine innerhalb eines Volumens gleichméfig verteilte
Menge von Materie mit kontinuierlichem Materialverhalten verstanden. Das Ziel der
Kontinuumsmechanik ist es, das Materialverhalten der Berechnung zugénglich zu ma-
chen. Behandelt werden Materialien endlicher Grofle, d. h. makroskopische Systeme,
so dass von einem mittleren, kontinuierlichen Materialverhalten ausgegangen werden
kann. Im Gegensatz dazu sind der mikroskopische Gefiigeaufbau und damit die mikro-
skopischen Werkstoffeigenschaften in der Regel nicht kontinuierlich.

In der Kontinuumsmechanik unterscheidet man drei Klassen funktionaler Beziehungen.

Kinematik Die Kinematik beschreibt die Bewegung eines Kontinuums unabhéngig
von der Ursache.

Bilanzrelationen Die Bilanzrelationen umfassen allgemein giiltige Prinzipien und Na-
turgesetze.

konstitutive Gleichungen Die konstitutiven Gleichungen sind die Beziehungen, die
i. Allg. die jeweiligen Materialeigenschaften festlegen.

Analog zu dieser Ausfithrung ist dieses Kapitel aufgebaut.

Die Darstellung bezieht sich im Wesentlichen auf Holzapfel (2000), Parisch (2003) und
Emmerling (1998). Die gewéhlte Notation kann im Anhang A nachgeschlagen werden
und die eingefiihrten Groflen sind zusétzlich im Formelzeichenverzeichnis aufgefiihrt.

1.2 Kinematik
1.2.1 Konfiguration und Bewegung

Da bei allgemeinen finiten Deformationen die Lage der materiellen Punkte des konti-
nuierlichen Korpers zu Beginn, d. h. zum Zeitpunkt ¢ = 0, nicht mit ihrer aktuellen
Lage iibereinstimmt, muss zwischen diesen in geeigneter Weise unterschieden werden.
Hierzu wird der Begriff der Konfiguration eingefithrt. Ein Kérper ist zum Zeitpunkt
t = 0 in der Ausgangskonfiguration R; der aktuelle Verformungszustand wird als Mo-
mentankonfiguration € bezeichnet. Weiterhin kénnen eine oder mehrere so genannte
Zwischenkonfigurationen Z; definiert werden. Diese miissen nicht vom Kontinuum ein-
genommen werden, vielmehr dient eine solche Definition einer einfacheren mathemati-
schen Betrachtung. Beziehen sich alle Groflen auf eine Konfiguration, so wird von der
Referenzkonfiguration gesprochen. Diese féllt in dieser Arbeit immer mit der Ausgangs-
konfiguration zusammen.

Der Ortsvektor eines Punktes in einem Kontinuum in der Ausgangskonfiguration R
wird mit dem Symbol X, den materiellen Koordinaten, dargestellt, derjenige desselben
Punktes in der Momentankonfiguration € mit dem Symbol x, den rdumlichen Koordi-
naten. Driickt man einen Zustand mit Gréfen der Referenzkonfiguration aus, handelt
es sich um die Lagrangesche Betrachtungsweise. Beschreibt man den gleichen Zustand
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X (X, t)

Abbildung 1: Konfigurationen und Bewegung eines Kontinuums. Die Koordinatensysteme fallen oh-
ne Beschrinkung der Allgemeinheit zusammen.

mit Groflen der Momentankonfiguration, wird dies als Eulersche Betrachtungsweise
bezeichnet.

Wie in Abb. 1 weiter deutlich wird, sind die Ortsvektoren durch das Verschiebungsfeld
u(X, t) verbunden. Die Bewegung (X, ¢) bildet die materiellen Koordinaten X auf die
raumlichen Koordinaten x ab. Somit folgt

x =X+ uX,t) =x(X,t) . (1.1)

1.2.2 Deformationsgradient

Als Maf fiir die lokale Deformation wird der Deformationsgradient verwendet. Er ist
eine fundamentale Grofle der Kontinuumsmechanik und beschreibt die Deformation in
der Umgebung eines materiellen Punktes P mit dem materiellen Ortsvektor X in den
zugeordneten raumlichen Punkt p mit dem raumlichen Ortsvektor x.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die Argumente der einzelnen GréSen nur
angefiihrt, wenn es fiir das Versténdnis notig ist.

Wie in Abb. 1 dargestellt ist, verformen sich eine materielle Kurve und damit der
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Tangentenvektor d X im Punkt P wéhrend einer Bewegung x. Der materielle Tangen-
tenvektor d X wird dabei mit dem Deformationsgradienten linear in den rdumlichen
Tangentenvektor d x iiberfiithrt. Es gilt

dx =F(X,t) dX |, (1.2)

wobei der Deformationsgradient als

ox  0x(X,t)
F(X,t) = — = ———~ = Grad x(X, ¢
XD =5%x = "ox radx(X, 1) (1.3)
= Fim ¢; @ Ey
definiert ist. Die Indexschreibweise
oz
Foy = J 1.4

wird in dieser Arbeit verwendet, wo es aufgrund der Ubersichtlichkeit und Praktika-
bilitat fiir sinnvoll erachtet wird. Weitere Ausfiihrungen zur Indexschreibweise kénnen
dem Anhang A entnommen werden.

Durch die Indexschreibweise wird deutlich, dass es sich bei dem Deformationsgradien-
ten um einen Zweifeldtensor handelt. Diese Bezeichnung bringt zum Ausdruck, dass
sich der Deformationsgradient sowohl auf die Ausgangs- als auch auf die Momentan-
konfiguration bezieht.

Die umgekehrte Abbildung des rdumlichen Tangentenvektors auf den materiellen Tan-
gentenvektor geschieht durch den inversen Deformationsgradienten. Es gilt

dX =F!(x,t) dx (1.5)
mit
0X
—1 _ o
F(x,t) = e grad X(x,t) . (1.6)

Unter der linearen Abbildung des materiellen Tangentenvektors d X auf den rdumlichen
Tangentenvektor dx gemifl Glg. (1.2) wird eine push-forward Operation, unter der
umgekehrten Abbildung geméf Glg. (1.5) eine pull-back Operation verstanden.
Betrachtet man die Theorie einfacher Stoffe, so ldsst sich der Deformationsgradient F
noch auf andere Weise bilden. Voraussetzung ist, dass der Deformations- und Span-
nungszustand eines Punktes im Material nur von seiner unmittelbaren Umgebung ab-
héngt. Sei nach Abb. 2 in der Ausgangskonfiguration R der Punkt ) dem Punkt P in-
finitesimal benachbart. Analog zum Verschiebungsfeld u(X, ¢) wird das Verschiebungs-
feld u(X+d X, t) eingefiihrt, welches die Punkte () und ¢ verbindet. Anschlieend l&sst
sich der rdumliche Tangentenvektor d x durch

dx =dX +u(X +dX, 1) —u(X,t) (1.7)
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Abbildung 2: Umgebung eines Punktes in der Theorie einfacher Stoffe.

ausdriicken. Die Entwicklung von u(X + d X, ¢) in eine Taylor-Reihe, die nach dem
linearen Term abgebrochen wird, fithrt auf

dx =dX+ uX,t) +dX (Vo @ u(X,t)] —u(X,1)

(1.8)
=[1+ Gradu(X,t)] dX
Somit léasst sich der Deformationsgradient
F=1+Gradu(X,t)=1+H (1.9)

in Abhéngigkeit vom Verschiebungsfeld u(X, ¢) ausdriicken. Dabei wird H als Verschie-
bungsgradient bezeichnet.

In Hinblick auf die Methode der Finiten Elemente (FEM) wird deutlich, warum diese
Herleitung Sinn macht. Die meisten FEM-Programme basieren auf der Verschiebungs-
methode, d. h. die Verschiebungen bzw. das Verschiebungsfeld werden approximiert.
Daraus kann iiber Glg. (1.9) fiir einfache Stoffe direkt der Deformationsgradient be-
rechnet werden.

Die lokale Volumenénderung zwischen der Ausgangs- und der Momentankonfiguration
wird durch die Determinante des Deformationsgradienten beschrieben. Es gilt

dv=F(X,t) dV (1.10)
mit

F(X,t) = det(F(X, 1) . (1.11)
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Es ist leicht ersichtlich, dass kein Teil eines Korpers mit einem endlichen positiven Vo-
lumen in ein Volumen Null deformiert werden kann, d. h. F/(X,¢) > 0. Somit ist der
Deformationsgradient immer invertierbar.

Wird das infinitesimale Volumenelement durch das Skalarprodukt aus einem infinite-
simalen Fldachenvektor und einem Tangentenvektor ausgedriickt, so erhélt man ausge-
hend von Glg. (1.10)

dv=da-dx=F dA-dX . (1.12)

Mit der pull-back Operation nach Glg. (1.5) und den Rechenregeln fiir das Skalarpro-
dukt im Anhang A folgt schlielich

(F' da—F dA)-dX =0 (1.13)
und damit
da=FF T dA . (1.14)

Die letzte Gleichung ist auch als Nanson-Beziehung bekannt.

1.2.3 Zerlegung des Deformationsgradienten

Wie in Abschnitt 1.2.1 beschrieben ist, konnen zur Beschreibung von Materialeigen-
schaften beliebige Zwischenkonfigurationen Z definiert werden, unabhéngig davon, ob
diese Konfigurationen in der Realitdt eingenommen werden. Dieses Vorgehen fiithrt zu
einer Zerlegung des Deformationsgradienten. Zur Veranschaulichung soll die Zerlegung
des Deformationsgradienten an den Beispielen

e polare Zerlegung und

e volumetrisch-isochorer Split

veranschaulicht werden. Im Zuge des in dieser Arbeit implementierten Materialmodells
kommt der Zerlegung des Deformationsgradienten eine zentrale Bedeutung zu.

Polare Zerlegung Wird die Bewegung eines Korpers betrachtet, so lidsst diese sich
eindeutig in eine Rotation und eine Streckung aufteilen, wie in Abb. 3 dargestellt ist.
Dies entspricht einer reinen Starrkérperbewegung und einer reinen Deformation. Dabei
wird die Zwischenkonfiguraton Z so gewéhlt, dass entweder der Korper zuerst rotiert
und dann gestreckt wird oder umgekehrt. Der Deformationsgradient wird entsprechend
in zwei Anteile zerlegt. Es gilt

F=RU bzw. F=VR | (1.15)
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/_U\/R\\

dX dx;

Abbildung 3: Polare Zerlegung des Deformationsgradienten.

wobei die erste Zerlegung als rechte polare Zerlegung und die zweite Zerlegung als
linke polare Zerlegung bezeichnet wird. Bei der rechten polaren Zerlegung wird der
Korper zuerst durch den rechten Strecktensor U gestreckt und anschliefend durch den
Drehtensor R rotiert. Bei der linken polaren Zerlegung wird der Korper zuerst rotiert
und anschliefend durch den linken Strecktensor V gestreckt.

Fiir den rdumlichen Tangentenvektor d x gilt also

dx=F dX=(RU) dX=R (U dX) bzw.

Ix=F dX = (VR) dX =V (R dX) (1.16)

Volumetrisch-isochorer Split Beim volumetrisch-isochoren Split wird die Bewe-
gung in einen gestaltdndernden bzw. isochoren und einen volumenidndernden Anteil
aufgeteilt, wie in Abb. 4 deutlich wird. Der Deformationsgradient wird entsprechend
zerlegt bzw. aufgespalten. Der gestaltindernde, isochore Teil von F soll Fy,, sein, der
volumenéndernde Teil durch F,,; beschrieben werden. Als Bedingung folgt dann

det(Fiso) = Fiso =1 (1.17)
die erfiillt wird, wenn gilt

Fiso=F 3 F (1.18)
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Fiso Fvol
dX
—
R
F

Abbildung 4: Volumetrisch-isochore Zerlegung des Deformationsgradienten.

und damit
Fou=F31 |, (1.19)
so dass fiir die Zerlegung des Deformationsgradienten
F=F5 Fy, (1.20)
folgt.

1.2.4 Deformations- und Verzerrungstensoren

Ausgehend von der polaren Zerlegung lassen sich mit dem Deformationsgradienten
F Deformationstensoren bilden, die keine Starrkoérperbewegung, d. h. Rotation, mehr
enthalten. Sie beschreiben die reine Deformation eines Koérpers.

Man fiihrt den rechten Cauchy-Green Tensor

C=F'F

1.21
=(FyE;®e)(Fier®@EL) =F; Fip 0 E; QEL =Fy Fip E;QE, ( )

ein, der auf der Ausgangskonfiguration definiert ist, und den linken Cauchy-Green
Tensor

B=FFT

1.22
=(Fje,QE))(Fi, Ep®ep) =Fy Fy, by e, Qe =Fiy Fryei®@ep (1.22)

der auf der Momentankonfiguration definiert ist. Der Zusatz links bzw. rechts richtet
sich dabei nach der Position von F. Aufgrund der Bildungsvorschrift sind die Cauchy-
Green Tensoren immer symmetrisch.

Betrachtet man die rechte polare Zerlegung F = R U, folgt fiir den Rechten Cauchy-
Green Tensor

C=RU'RU)=U"R"RU . (1.23)
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Es gilt aufgrund der Orthogonalitéit des Drehtensors
R"R=1 und U'=TU (1.24)
und damit
cC=U% . (1.25)
Analog lésst sich die Beziehung
B=V? (1.26)
fiir den linken Cauchy-Green Tensor herleiten.
Die Starrkorperrotation ist also, wie beschrieben, in den Deformationstensoren nicht
mehr enthalten.
Weiterhin werden so genannte Verzerrungstensoren eingefiihrt. Als Verzerrungstensoren
werden Maftensoren bezeichnet, die auf dem quadratischen Streckungsmafl basieren
und keinen Einschrankungen unterliegen.

Betrachtet werden die Léngen d S und d s der Tangentenvektoren d X und d x, die iiber
die Fuklidische Norm berechnet werden:

dS=]dX|=VdX -dX (1.27)
und

ds=|dx| =Vdx-dx . (1.28)
Die Quadrate der Léngen lassen sich mit Hilfe der Glg. (1.21) und (1.22) als

dS?=dX-dX = (F ! dx)-(F ' dx)

=dx - (FTF!) dx=dx-(FF) !dx=dx-B™! dx (1.29)
und
ds’=dx-dx=(F dX) - (F dX)
—dX - (F'F)dX =dX -C dX (1.30)
schreiben.

Die Differenz d s> —d S? der Lingen ergibt schliellich ein quadratisches Streckungsmaf
und damit eine Definitionsgleichung fiir Verzerrungstensoren.

ds?—dS?=dx-dx—-dX-dX

1.31
—dX-(C-1)dX=2dX -E dX |, (1.31)
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mit

1 1, ¢
E=(C-1)=5(F" F-1)

= (Fyy Fip —0;0)E; @ Ef

(1.32)

Der Tensor E wird als Green-Lagrangescher Verzerrungstensor bezeichnet und operiert
auf der Ausgangskonfiguration. In Hinblick auf die FEM erhélt man mit Glg. (1.9)

1
E = 5(H+HT+HT H) (1.33)

als Bildungsvorschrift fiir den Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor.
Weiterhin kann aus der Differenz d s? — d 5?2

ds?—dS*=dx-dx—dX -dX=dX-(F'F-1)dX
—dx-F ' F'F-1DF ' dX=dx-1-F T"F1dX (1.34)
=dx-(1-B Hdx=2dx-A dx

mit

1 gy L ~T -1
A=;(1-B)=;1-FTF (1.35)

= (5ﬂ — F]j Fu)ej X e
abgeleitet werden. A wird als Euler-Almansischer Verzerrungstensor bezeichnet und
operiert auf der Momentankonfiguration. Sowohl der Green-Lagrangresche als auch
der Euler-Almansische Verzerrungstensor sind symmetrisch, weil sie aus symmetrischen
Tensoren aufgebaut sind.

Als weiterer Verzerrungstensor wird in dieser Arbeit der Piola Verzerrungstensor ein-
gefiihrt, der auf der Ausgangkonfiguration operiert.

e=-(C'-1) . (1.36)

Weiterhin sollen die push-forward und pull-back Operation fiir die Verzerrungstensoren
nach Euler-Almansi und Green-Lagrange dargestellt werden.

A=FTEF! (1.37)
ist die push-forward Operation. Analog folgt fiir die pull-back Operation

E=F'AF . (1.38)
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1.2.5 Spannungstensoren

Wie bei den kinematischen Groflen konnen Spannungstensoren auf unterschiedlichen
Konfigurationen definiert sein. Sie gehen in die Bilanzrelationen und die konstitutiven
Gleichungen ein. Es wird zwischen dem Cauchyschen, dem ersten und dem zweiten
Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor unterschieden.

Wird die Momentankonfiguration betrachtet, so kann der infinitesimale Vektor der
Fldachenkraft df durch den infinitesimalen Fldchenvektor da und den Cauchyschen
Spannungstensor T ausgedriickt werden

df=daT . (1.39)

Beim Cauchyschen Spannnungstensor beziehen sich also alle Gréflen auf die Momen-
tankonfiguration. Die so genannten Ingenieurspannungen, die i. Allg. bei Versuchen
verwendet werden, beziehen die Krifte der Momentankonfiguration jedoch auf die Fla-
che der Ausgangskonfiguration. Der Cauchysche Spannungstensor ist somit wenig prak-
tikabel.

Will man nun die rdumlichen Spannungen auf das materielle Fléichenelement beziehen,
muss der raumliche Flachenvektor d a einer pull-back Operation unterzogen werden.
Es folgt nach der Nanson-Beziehung in Glg. (1.14)

df=FF TdAT=dAFF'T=dAP
=F dA; Fyp 01 Ei(Ej ®ep)(e ® e,)
=F dA; Fj 04 015 Okt €
=F dA; Fj, op €, = F dA; Py, €,

(1.40)

Der Tensor P wird als erster Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor bezeichnet und ist
ein Zweifeldtensor, der sowohl auf der Ausgangs- als auch auf der Momentankonfigu-
ration basiert. Wie spéter in den Bilanzrelationen hergeleitet wird, ist der Cauchysche
Spannungstensor symmetrisch. Dies trifft auf den 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungs-
tensor nicht mehr zu.

Zu diesem Nachteil kommen die Eigenschaften als Zweifeldtensor hinzu, die den 1.
Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor fiir die Implementierung in ein FE-Programm
ungeeignet machen. In der Regel werden die numerischen Berechnungen nur mit Gro-
Ben der Ausgangskonfiguration bzw. der Momentankonfiguration durchgefiihrt. Bei
MSC.MARC wird entsprechend zwischen den Berechnungsmethoden Total und Up-
dated Lagrange unterschieden.

In der Konsequenz wird ein Spannungstensor benétigt, der nur auf der Ausgangskon-
figuration definiert ist. Dafiir wird an den 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor
von rechts F~T multipliziert. Der so erhaltene Spannungstensor wird als 2. Piola-
Kirchhoffscher Spannungstensor T bezeichnet. Fiir diesen gilt

T=PF T . (1.41)
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Die Zusammenhénge zwischen den einzelnen Spannungstensoren sind

T —F'FP —F'FTF" |
FFI'T = P = TFT und (1.42)
FF'TF T= PF T= T
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1.3 Bilanzrelationen

Als zweite Klasse funktionaler Beziehungen gehen die Bilanzrelationen in die Kontinu-
umsmechanik ein. Sie stellen allgemein giiltige Prinzipien und Naturgesetze dar und
sind unabhéingig von den Stoffeigenschaften fiir jeden materiellen Kérper zu jedem
Zeitpunkt giiltig. In der klassischen Kontinuumsmechanik sind dies

e die Massenbilanz,

die Impulsbilanz,

die Drehimpulsbilanz,

der erste Hauptsatz der Thermodynamik und

der zweite Hauptsatz der Thermodynamik.

Die Bilanzrelationen lassen sich jeweils in einer lokalen und einer globalen Form dar-
stellen. Voraussetzung fiir die Aquivalenz zwischen den beiden Formen ist die stetige
Differenzierbarkeit der enthaltenden Feldgrofien, die im Folgenden angenommen wird.
Weiterhin lassen sich die lokale und globale Form der Bilanzrelationen mit Groéflen der
Ausgangskonfiguration oder der Momentankonfiguration darstellen.

In dieser Arbeit werden die Bilanzrelationen in der lokalen Form mit den Groflen der
Ausgangskonfiguration dargestellt.

Neben den schon erwdahnten Quellen findet sich eine anschauliche Darstellung der Bi-
lanzrelationen in Altenbach u. Altenbach (1994).

1.3.1 Massenbilanz

Jeder Korper besitzt zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Masse mp. Diese berechnet sich mit
der Dichte pp iiber

\%

Eine skalare Grofle der Referenzkonfiguration wird durch den Index R kenntlich ge-
macht, sofern sie nicht grof3 geschrieben wird. Die skalaren Gréflien der Momentankon-
figuration tragen keine Indizes.

Die Massenbilanz besagt, dass die Masse bei jeder beliebigen Bewegung erhalten blei-
ben muss. Es folgt

mpg = /pR dV = const. (1.44)
1%

und damit in der lokalen Form

pr = const. bzw. pr=0 . (1.45)
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Weiterhin ist die Differenz der Masse der Referenzkonfiguration und der Momentan-
konfiguration Null. Dies fiihrt auf

mR—m:/pR dV—/p dv
%

! (1.46)
:/}RdV—/devz/ﬂm—pde:o
1% Vv 1%
und in der lokalen Form auf
pr=p F . (1.47)

1.3.2 Impulsbilanz

Die Impulsbilanz besagt, dass die Summe aller am Korper angreifenden Kréfte gleich
der Anderung des Impulses des Korpers mit der Zeit ist. Fiir einen Korper in der
Momentankonfiguration gilt somit

Zf(t):L(t):%(/pv dv):/f: da+/kpdv . (1.48)

~

v = x = u ist der Geschwindigkeitsvektor, a die rdumliche Oberfliche des Korpers, t
der rdumliche Oberflachenkraftvektor und k der Massenkraftvektor.

Da v und k unabhiingig von der gewihlten Konfiguration sind und mit Glg. (1.47)
sowie dem materiellen Oberflichenkraftvektor T, lautet die globale Formulierung der
Impulsbilanz in der Referenzkonfiguration

d .
ﬁ(/pRvdV):/TdA—i—/kdeV ) (1.49)

\% A \%

Die lokale Formulierung der Impulshilanz wird ausgehend von der Momentankonfigu-
ration entwickelt und anschlieend in die Referenzkonfiguration iiberfiihrt. Dazu wird
das Oberflichenintegral unter Verwendung des Zusammenhangs zwischen dem Ober-
flichenkraftvektor und dem Spannungstensor (Oberflichenbedingung) t = T n und
dem Gauflschen Integralsatz in ein Volumenintegral

/Eda:/Tnda:/HWTdv (1.50)

a a v

iiberfiihrt.
Damit ergibt sich die lokale Form der Impulsbilanz, die auch als lokale Form der Be-
wegungsgleichung bezeichnet wird:

dv

(1.51)



16 1 GRUNDLAGEN DER KONTINUUMSMECHANIK

Mit der Beziehung DivP = F' div T, die Holzapfel (2000, S. 146) entnommen werden
kann, und Glg. (1.47) folgt sofort

d
DivP—l—pR k:de—‘t[ . (152)

Beriicksichtigt man schlieBlich Glg. (1.42), erhélt man die lokale Form der Bewegungs-
gleichung beziiglich der Referenzkonfiguration:
Div(T F) + pr k = prv = prit . (1.53)

Die lokale Form der Bewegungsgleichung wird in ein Arbeitsprinzip {iberfiihrt, dessen
Linearisierung die Grundlage der FEM darstellt, wie in Kap. 2 beschrieben wird.

1.3.3 Drehimpulsbilanz

Die Drehimpulsbilanz fiithrt auf die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensor und
wird deswegen nur mit den Gréflen der Momentankonfiguration behandelt. Analog zur
Definition der Impulsbilanz besagt die Drehimpulsbilanz, dass die zeitliche Anderung
des Gesamtdrehimpulses beziiglich eines Punktes p mit dem réumlichen Ortsvektor x,
gleich der Summe aller dort angreifenden Momente resultierend aus den Oberflachen-
und Volumenkraften ist.

Aus der Definition fiir den Gesamtdrehimpuls

J(t) :/xp xvpdv (1.54)

v

ergibt sich fiir die zeitliche Differentiation

dJ(t) dx

T:Zm(t):/(d—tp><V—|—X][,><C(11—‘;)p dv . (1.55)

v

Wird x,, = v berticksichtigt, vereinfacht sich der Ausdruck zu

dJ(t) dv
7 — : L.
1z /xpx 1" dv (1.56)

v

Die Summe aller angreifenden Momente ist

Zm(t):/xpr da+/xp><k dv . (1.57)

a v

Beriicksichtigt man auflerdem die Oberflichenbedingung und wendet den Gauflschen
Integralsatz an, ergibt sich fiir das Flachenintegral

/prfda:—/n(Txxp)da:—/(VTXXerT-s)dv . (1.58)

a a v
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¢ ist dabei der Permutationstensor, der Glg. A.6 im Anhang entnommen werden kann.
Damit kann die Drehimpulsbilanz durch

/[xpx(diVTerk—pi—Z)}dv—/T-s dv=0 (1.59)

v v

ausgedriickt werden. Da der erste Term wegen der lokalen Form der Bewegungsglei-
chung (1.51) Null ist, folgt

/T-edvzo bzw. T-e=0 . (1.60)

v

Diese Bedingung wird nur erfiillt, wenn der Cauchysche Spannungstensor symmetrisch
ist, d. h. T = T". Daraus folgt sofort, dass der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungs-

tensor ebenfalls symmetrisch ist, d. h. T = T

1.3.4 Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Der Erste Hauptsatz der Thermodynamik bilanziert die thermische und mechanische
Energie eines Systems. Es werden folglich thermische und mechanische Feldgroien in
einen Zusammenhang gebracht. Fiir ein geschlossenes System besagt die Energiebilanz,
dass die Summe aus thermischer und mechanischer Energie konstant sein muss.

Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie, die sich aus kinetischer und innerer Energie
zusammensetzt, muss folglich gleich der Summe der Leistung aus der Warmezufuhr
und der Leistung aller &ufleren Kréfte sein.

K4 & = Quat + Peat - (1.61)

Die Auswertung des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik wird der Ubersichtlichkeit
wegen in drei Paragraphen unterteilt.

Leistungssatz der Mechanik Der Leistungssatz der Mechanik fasst die Leistung
der eingeprigten Volumen- und Oberflichenkréfte zusammen. Diese folgt direkt aus
der energetischen Auswertung der Impulsbilanz in Glg. (1.48).

Analog zu dem Vorgehen bei der Herleitung der materiellen Impulsbilanz in lokaler
Form wird die Bilanzgleichung zuerst beziiglich der Momentankonfiguration ausgewer-
tet. Uber die im nichsten Paragraphen behandelten leistungskonjugierten Tensoren
kann schliellich eine Darstellung des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik beziig-
lich der Referenzkonfiguration eingefiihrt werden.

Die duflere mechanische Leistung ist

?ext:/f:vda+/kvpdv ) (1.62)

a v
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Berticksichtigt man die Oberflachenbedingung und den Gaufischen Integralsatz, so dass
das Oberflachenintegral in das Volumenintegral

/f;vda:/(Tn)vda:/div(TTv)dv

“ “ v (1.63)
= /(diVT v+ T gradv)dov

v

iiberfithrt wird, zerlegt weiterhin den Geschwindigkeitsgradienten gradv = d + w in
die symmetrische Deformationsrate d und den antimetrischen Spintensor bzw. Dreh-
geschwindigkeitstensor w und fiithrt schliellich eine Null

Oz/vadv—/vadv (1.64)
v v
ein, ergibt sich die &uflere mechanische Leistung

g)ext:/(VVp+T'd)dU+/(diVT+kp—Vp)V dov . (1.65)

v v 0

Das zweite Integral enthélt die lokale, rdumliche Form der Impulsbilanz nach Glg. (1.51)
und ist gleich Null.
Der verbleibende Anteil aus der obigen Gleichung enthilt die zeitliche Anderung der
kinetischen Energie

dX d |1 9 :
FrERT: §/V p do —/vadv (1.66)

v v

und die Leistung der Spannungen an der Deformationsrate

Pint = /T -d dv . (1.67)
Es folgt
dX
Peat = a7 + Pint - (1.68)

Leistungskonjugierte Tensoren Die Leistung der Spannungen an der Deformati-
onsrate kann dquivalent durch verschiedene Grofien ausgedriickt werden.

Fiir den Geschwindigkeitsgradienten lédsst sich leicht die Beziehung gradv = F F!
herleiten, so dass sich mit Glg. (1.10) und (1.42)
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ﬂm:/TgWde:/FT4FFﬂdv

v Y ' (1.69)
:/FTFTFdV:/PFdV
1% 1%

schreiben l&sst.
Ausgehend von Glg. (1.67) und den Beziehungen

1 . 1
d= §(gradv +grad’v) , F=(gradv)F , E= §(FT F) (1.70)
folgt tiber Glg. (1.42)

Pint = FTddV:/FT«FTEFlmV

. o (1.71)
F@‘UFFTyEcwuz/T-Edv
\%

sl

Die Leistung der Spannungen an der Deformationsrate lédsst sich somit dquivalent durch
die so genannten leistungskonjugierten Tensoren T und d, P und F sowie T und E
ausdriicken.

Die Forderung, dass die aus den Bilanzgleichungen resultierenden Arbeits- und Leis-
tungsterme invariant beziiglich der Konfiguration sein sollen und die daraus resul-
tierenden leistungskonjugierten Groflen, wird auch als Konzept der dualen Variablen
bezeichnet.

Erster Hauptsatz der Thermodynamik Mit diesen Vorbetrachtungen ist es nun
moglich, den ersten Hauptsatz der Thermodynamik in einer materiellen, lokalen Form
darzustellen. Ausgehend von Glg. (1.61) und unter Beriicksichtigung von Glg. (1.68)

iPim& - iPemt - :K (172)

und

éz/épdv, (1.73)

v

wobei e die spezifische innere Energie ist, folgt fiir die Energiebilanz

& = Pint + Qear - (1.74)
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Die zugefithrte Warmeleistung resultiert aus einer spezifischen Warmequelle r abziiglich
einer iiber die Oberflache mittels eines Warmestromvektors q abgegebenen Wirmeleis-
tung, so dass sich

Qext:/ rp dv—/nq da (1.75)

v a

schreiben lasst.
Die Anwendung des GauBlschen Integralsatzes fithrt auf

Qugr = /(7" p—divg)dv (1.76)

v

womit sich die Energiebilanz nach Glg. (1.74) in integraler Form durch

/(T-d—l—pr—divq—pé)dv:(] (1.77)

v

ausdriicken ldsst. Die lokale Form in Groflen der Momentankonfiguration ergibt sich
entsprechend zu

pe=T-d+pr—divqg . (1.78)
Uber die leistungskonjugierten Tensoren folgt sofort die materielle Form

pré=T-E+4pgrr—Divgy . (1.79)

1.3.5 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik ist nicht wie die anderen Bilanzrelationen
eine Erhaltungsgleichung. Er trifft eine Aussage {iber die Richtung eines Prozesses;
so flieft Warme immer vom wérmeren zum kélteren Teil eines Korpers. Ein weiteres
Beispiel ist die vollstdndige Umwandlung von mechanischer Energie iiber Dissipation
in Warmeenergie, die nicht umkehrbar ist. Um diese Beobachtung zu beschreiben, wird
die Zustandvariable Entropie eingefiihrt. Die Entropie geht in das Dissipationsprinzip
ein, welches besagt, dass die innere Entropieproduktion immer gréfler gleich Null ist.

F:/'ydeZO , (1.80)

v
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wobei 7 die spezifische innere Entropieproduktion ist.

Die Entropie S, die ein Korper besitzt, setzt sich aus der zugefiihrten Entropie und der
aus der inneren Entropieproduktion stammenden Entropie zusammen. Die zeitliche
Anderung der Entropie in der Momentankonfiguration fithrt auf

F:E—H2O bzw.
dt
(1.81)
/’ypdv:/Spdv— /fpdv—/hnda >0

H ist die Rate der zugefiihrten Entropie, die sich aus einer spezifischen Entropiequelle 7
im Korper und dem abflieBenden Entropiestrom, der auf die Kérperoberfliche bezogen
ist und durch den Entropiestromvektor h ausgedriickt wird, zusammensetzt. s ist die
spezifische Entropie.

Die Rate der zugefiihrten Entropie kann mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes in ein
Volumenintegral iiberfiithrt werden.

H:/fpdv—/hnda:/(fp—divh)dv . (1.82)

a v

Weiterhin lassen sich h und 7 in Relation zu thermischen Gréfien setzen. Es gilt

h:% und f:g ) (1.83)
wobei # die absolute Temperatur ist.
Mit
di do
divh = div(%) - lgq _4 ggf (1.84)
folgt
B r divqg q gradd
H-/(ep 7 + 2 dv . (1.85)
Damit lésst sich Glg. (1.81) zu
di dé
/vpdvz/(s'p—gp—i- 1\6fq_qg;2a )dv>0 (1.86)

v v

umschreiben.
Die lokale Form kann sofort aus der obigen globalen Form gefolgert werden.

q grad6 <

pl~y=50p—rp+divqg— 7 >0 . (1.87)
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Wird weiter der erste Hauptsatz der Thermodynamik nach Glg. (1.78) berticksichtigt,
kann mit

divgq=T-d+pr—pé (1.88)
auf die lokale Form des zweiten Hauptsatzes beziiglich der Momentankonfiguration

46
% >0 (1.89)

s0p+T-d—peé—
geschlossen werden, die auch als Clausius-Duhem Ungleichung bezeichnet wird.
Da die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Materialmodelle auf einer geeigneten
Formulierung der freien Helmholtzschen Energie v als thermodynamischem Potential
basieren, wird die Clausius-Duhem Ungleichung entsprechend umformuliert.
Die Definition der freien Helmholtzschen Energie

Yp=e—sb (1.90)
wird dazu abgeleitet und die Ableitung
p=é—50—s0 (1.91)

nach der Rate der spezifischen inneren Energie aufgelost. Setzt man die entstandene
Beziehung in die Clausius-Duhem Ungleichung ein, erhélt man

46
% >0 (1.92)

—pp+T-d—psl—
als rdumliche Form der Clausius-Duhem Ungleichung und iiber die leistungskonjugier-
ten Tensoren

dr C;radﬁ >0
als materielle Form der Clausius-Duhem Ungleichung, die im Folgenden verwendet wer-
den soll.

Die Dissipationsungleichung in Form der Clausius-Duhem Ungleichung stellt eine An-
forderung an Materialmodelle dar, die sich direkt auf die Wahl der freien Helmholtz-
schen Energie auswirkt. Erfiillt ein Materialmodell die Dissipationsungleichung, wird
es als thermomechanisch konsistent bezeichnet. Da es schwierig ist, ein Materialmodell
nachtriaglich thermomechanisch konsistent zu gestalten, also einen geeignete Formulie-
rung der freien Helmholtzschen Energie zu finden, sollte die Dissipationsungleichung
gleich in die Modellbildung mit einflieen.

In der Regel werden der Verzerrungstensor nach Green-Lagrange E und die absolute
Temperatur # als unabhéngige Variablen gewéhlt. Dementsprechend miissen konstituti-
ve Gleichungen fiir die freie Helmholtzsche Energie ¢, den zweiten Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensor T, die spezifische Entropie s und den Wirmestromvektor qp vorge-
geben werden.

—pr b+ T -E—ppsb— (1.93)
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1.4 Konstitutive Gleichungen

Die in den Abschnitten 1.2 und 1.3 hergeleiteten Beziehungen gelten zu jedem Zeit-
punkt fiir jeden Korper. Sie beinhalten keine Aussage iiber das spezielle Materialver-
halten. Um das gesuchte Materialverhalten zu beschreiben, miissen folglich weitere, so
genannte konstitutive Gleichungen aufgestellt werden. Diese diirfen natiirlich nicht im
Widerspruch zu den im vorherigen Abschnitt abgeleiteten Bilanzrelationen stehen.
Das Materialmodell, das in dieser Arbeit behandelt wird, verwendet die freie Helm-
holtzsche Energie als thermodynamisches Potential. Sie wird unter Beriicksichtigung
der Bilanzrelationen und iiber die Definition geeigneter konstitutiver Gleichungen fiir
die verbleibenden abhingigen Variablen entwickelt.

Die erstmals von Lion u. Hofer (2006) vorgeschlagene Modellbildung zur Thermomecha-
nik von Aushirtevorgingen beriicksichtigt iiber den Aushirtegrad ¢ die Anderung der
Eigenschaften eines Klebers. Zu Beginn der Aushéartung wird von viskoelastischem Ma-
terialverhalten ausgegangen, das abklingt, bis der Kleber bei vollstédndiger Aushértung
ausschlieSlich sein spezifisches Materialverhalten und eine evtl. verbleibende konstante
zusétzliche Spannung aufweist. Der spezifische Teil des Materialverhaltens kann durch
den Anwender festgelegt und rechnerisch unabhéngig von der in Kap. 4 dargestellten
Thermomechanik betrachtet werden. Die einzige Einschrankung, die sich aus der Ther-
momechanik des Aushértevorganges ergibt, ist die dort angenommene Inkompressibili-
tdt des mechanischen Anteils der Verformung, die fiir das spezifische Materialverhalten
iibernommen werden muss. Als einfaches Beispiel fiir ein Material, welches die freie
Helmholtzsche Energie als Potential verwendet, wird in dieser Arbeit das inkompres-
sible Neo-Hooksche Material ohne thermomechanische Kopplung betrachtet. Hierbei
handelt es sich um einen Spezialfall des Mooney-Rivlin Modells.

Die Herleitung der konstitutiven Gleichungen fiir das Neo-Hooksche Material soll den
Abschluss dieses Grundlagenkapitels darstellen.

1.4.1 Hyperelastische Materialien

Das Neo-Hooksche Material ist ein so genanntes hyperelastisches bzw. Greenelastisches
Material, welches dazu geeignet ist, nichtlineare, finite Deformationen zu beschreiben.
Es wird davon ausgegangen, dass die Verformung ideal-elastisch, d. h. vollstédndig re-
versibel, ist.

Ein typisches Anwendungsgebiet fiir solche Materialmodelle stellen Elastomerwerkstof-
fe dar, die in der Regel grofle Dehnungen zulassen. Die Deformation beruht hauptséch-
lich auf der Umordnung von Molekiilketten, so dass von entropie-elastischem Verhalten
gesprochen wird und die Annahme von ideal-elastischem Verhalten gerechtfertigt ist.
Weitere Annahmen, die getroffen werden, sind die Homogenitit des Materials und die
alleinige Abhéngigkeit der freien Helmholtzschen Energie vom Deformationsgradienten.
Aufgrund der zweiten Annahme wird die freie Helmholtzsche Energie auch als Verzer-
rungsenergiefunktion bezeichnet.
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1.4.2 Auswertung der Clausius-Duhem Ungleichung

Ausgehend von den obigen Annahmen kann nun die Clausius-Duhem Ungleichung aus-
gewertet werden. Nach Glg. (1.93) muss

C . Grad ¢
_pRQ/J—i'T'E—pRSQ—%ZO (1.94)
gelten.

In diesem Beispiel wird von einem isothermen Prozess ausgegangen, d. h. es treten
keine Temperaturgradienten und -dnderungen auf. Die Clausius-Duhem Ungleichung

vereinfacht sich entsprechend zu
—pr b+ T-E>0 . (1.95)

Uber die Kettenregel wird der erste Term umgeschrieben und man erhiilt

(—pR% + T) E>0 . (1.96)

In Abschnitt 1.3.1 ist ausgefiihrt, dass die Dichte pr konstant ist und somit in der
Verzerrungsenergiefunktion, die nun mit w bezeichnet wird, enthalten sein kann. s
ergibt sich damit

ou - .
——4+T)-E>0 . 1.97
(-5 + ) (197)
Da die Clausius-Duhem-Ungleichung fiir beliebige thermomechanische Prozesse und
damit auch fiir beliebige Verzerrungsraten erfiillt sein muss, kann fiir den zweiten Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensor auf die konstitutive Beziehung

- Ou

T = 7B (1.98)
geschlossen werden. Damit wurde gezeigt, dass ein elastisches Material bei isothermen
Prozessen keine Entropie produziert.
In diesem einfachen Materialmodell wird die Verzerrungsenergiefunktion in Abhéngig-
keit von dem Deformationsgradienten F bzw. den daraus resultierenden Deformations-
und Verzerrungstensoren C und E definiert. Dabei handelt es sich um so genannte ob-
jektive Groflen, so dass die Verzerrungsenergiefunktion u ebenfalls eine objektive Grofle
ist. Unter Objektivitat wird die Invarianz von Groéflen gegeniiber eine Starrkorperbe-
wegung in Form einer Rotation oder Translation verstanden.
Wird die rechte polare Zerlegung, wie in Abschnitt 1.2.3 beschrieben, betrachtet, kén-
nen die Beziehungen

1
F=RU , C=U? und E:§(U2—1) (1.99)
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abgeleitet werden, so dass

(F) = 9(U) = 4(C) = »(E) (1.100)

gefolgert werden kann, wobei die Funktion v jeweils eine andere Form hétte.

Wird wiederum die Kettenregel auf die Beziehung (1.99); angewandst, ist die Beschrei-
bung der konstitutiven Beziehung fiir den zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungsten-
sor auch durch den rechten Cauchy-Green Tensor méglich.

-~ Ou  OuoC _Ou

- 9E OCOE ~0C

Fiir das hier verwendete Material wird isotropes Verhalten angenommen. Das Materi-
alverhalten ist also unabhéngig von der Richtung. Entsprechend kann die freie Helm-

holtzsche Energie auch durch die Invarianten der entsprechenden tensoriellen Grofle
ausgedriickt werden. Am Beispiel des rechten Cauchy-Green Tensors sind dies

(1.101)

1
[c=C-1 , llc= 3 & —Ic2] und Il =det(C) . (1.102)

Fiir den den zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor folgt dann

~ ou 810 ou 8HC ou 8IIIC
=2 1.1
(aIC 9C " dlig 0C | alllg oC ) ’ (1.103)
mit

dle _9(C-1) _
oc  oCc T

olle 1

—o =32le1-20)=1c1-C . (1.104)
N o

ollle lle €

Wie in Kapitel 2.4.2 dargestellt ist, wird im Rahmen der Linearisierung des Arbeits-
prinzips ein materieller Elastizitatstensor C definiert, der aus den konstitutiven Bezie-
hungen resultiert.

Ausgehend von der Definition nach Glg. (2.33), kann

D(T)[Au] = C - D(E)[Au] = g_t]g .D(E)[Ay] (1.105)

geschrieben werden. Uber die Zusammenhinge in Glg. (1.99) und mit Hilfe der Ket-
tenregel lésst sich fiir den Elastizitétstensor

@_ 0%u B _2@_4 0*u
OE OEOE —~ ~9C 9C oC

(1.106)
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schreiben. Wird die Indexschreibweise verwendet, wird deutlich wie der Elastizitéats-
tensor als Tensor 4. Stufe gebildet wird.

4 GTU 8T[J 8216 82’&
8CKL 8EKL GC]J GCKL 8E1J 8EU

(1.107)

Analog lasst sich ein rdumlicher Elastizitdtstensor definieren, der aber in dieser Arbeit
keine Verwendung findet. Dieser wird iiber die push-forward Operation

4 - 4
¢ iy =F'Fr Fjy Fyg Fi, C ke (1.108)

erhalten. Da die freie Variable das Verschiebungsfeld u ist, miissen zur Modellierung
eines rein mechanischen Prozesses keine weiteren Grofien iiber die konstitutiven Bezie-
hungen bestimmt werden. Siehe dazu auch Kap. 2.

1.4.3 Beriicksichtigung der Inkompressibilitét

Die Beriicksichtigung der Inkompressibilitéat fithrt auf eine geometrische Zwangsbedin-
gung, die in geeigneter Weise in den konstitutiven Beziehungen beriicksichtigt werden
muss. Mathematisch driickt sich Inkompressibilitédt in der Forderung

det(F)=F =1 (1.109)
aus, die sofort auf
F=0 (1.110)
fithrt. Mit den Beziehungen
F .
8—:FF_T und F =gradv F (1.111)
OF
lasst sich
F=— F=FF " .gradvF
OF sracy (1.112)

—FF "F'. gradv=F(1-gradv)
schreiben, woraus sich schliefllich mit den Beziehungen aus Glg. (1.70)

F=F1-d)=FQ1-(FTEF)
: 1 . 1.113
:F(F‘lF‘T~E):FC‘1-E:§FC‘1-C ( )
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ergibt.

Damit kénnen die zeitlichen Anderungen des Deformations- und Verzerrungstensors
nicht mehr beliebig gewihlt und Glg. (1.97) kann nicht wie in Abschnitt 1.4.2 ausge-
wertet werden.

Wird in Glg. (1.97) der Verzerrungstensor E durch den rechten Cauchy-Green Tensor
C ersetzt, erhélt man die Beziehung

2207 C > )
( aC+2T) C>0 , (1.114)

die wegen der Zwangsbedingung als verallgemeinerte Winkelbeziehung der beiden Ter-
me des Skalarprodukts interpretiert werden kann.
Aus den Glg. 1.110 und 1.113 folgt

1

éaFC_1~C:O . (1.115)
Diese Null kann nun zu Glg. 1.114 addiert werden, so dass man
ls, Ou 1 .
-T—-_——~-a-FC'].C2 1.11
(2 ac "2 > 0 (1.116)
bzw.
Lp 9% L p et} End (i Gt (o )y Cant
“T—— —a=
27 9C "2 Lo 2 3 (1.117)
—|—2 (...)12 Cl2+2 (...)23 C23+2 (...)13 013 > 0
erhalt.

Aufgrund der skalaren Nebenbedingung F = 1 und entsprechend Illc = 1 bzw.
IIIc = 0 kénnen von den sechs Komponenten des rechten Cauchy-Green Tensors C
nur fiinf voneinander unabhéngig sein. Wihlt man den skalaren Faktor a so, dass
(...);; = 0ist, konnen die Komponenten CQQ, C33, Clg, Clg, Cos beliebig variiert wer-
den. Soll sich die obige Ungleichung erfiillen, muss also (...)y, = 0, ..., (...)y3 = 0
gelten. Somit folgt

(1’]? S0 g C—l) =0 . (1.118)

Es kann gezeigt werden, dass der skalare Faktor unter bestimmten Bedingungen dem
hydrostatischen Druck p entspricht. Dazu muss die Verzerrungsenergiefunktion homo-
gen vom Grade Null sein. Es muss

u(D) = u(8 D) (1.119)

gelten. Dies ist der Fall, wenn ein volumetrisch isochorer Split, vgl. Abschnitt 1.2.3, ein-
gefiihrt wird, und die Verzerrungsenergiefunktion durch den isochoren Teil des Cauchy-
Green Tensors ausgedriickt wird. Fiir den isochoren Verformungsanteil gilt

_1
Fi,o=F 3 F bzw. Ci=FLF,,=F 35 C=II.C . (1.120)

150
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1.4.4 Inkompressibles Neo-Hooke-Material

Die Verzerrungsenergiefunktion fiir ein inkompressibles und isotropes Neo-Hooke Ma-
terial ist

(o, —3) =51 Cipy—3) = L 117 (1-C = 3) (1.121)

SRS

u =

SRS

Bei der Ableitung der Verzerrungsenergiefunktion muss die Determinante des Cauchy-
Green Tensors beriicksichtigt werden, auch wenn aufgrund der Inkompressibilitat [1lg =
1 und somit C,,, = C gilt.

Der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor ergibt sich nach Glg. (1.118) zu

~ ou
T=2— FCt o 1.122
5 TP ( )

Mit den Beziehungen in Glg. (1.104) kann

T=T,+T,
o O (K s -1
—2 =[5 10 (1-c-3)}+ch
g ~19(1-C) B (1.123)
=1 5a (1-C)+1ll, 5C +p FC

— 115 [1 - %(1 : C)C‘ll +pFC

geschrieben werden.

Aus dem zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor kann wiederum der Elastizi-
titstensor ermittelt werden. Der Ubersichtlichkeit halber wird der zweite Piola-Kirchhoffsche
Spannungstensor dazu in einen Anteil resultierend aus dem hydrostatischen Druck 'i‘p

und einen Anteil resultierend aus der Verzerrungsenergiefunktion T, zerlegt. Zur Be-
rechnung der zugehorigen Elastizitédtstensoren, wird ein Tensor vierter Stufe

oc™t

E=-— 1.124
5C (1.124)

eingefiihrt. Die Definition der zugehorigen Indexschreibweise ergibt sich aus

) oC 7} ICkL
— (Cy% C = K ¢ Crp —~==0 1.125
o0y \Cow Cre) = e Gt Clic 5 (1.125)
und damit
oC &

K Cgp=—Chi 6in - (1.126)

OCun
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Die Multiplikation mit C; 4 fiihrt auf

0C,k L 0C)k 5 . o
und in der Folge auf
oC;} _ _
3 C]{/[]j\f =—-C;y Cyr - (1.128)

Da der rechte Cauchy-Green Tensor symmetrisch ist, kann schlieflich

4
E 1yxr =Cra C7} (1.129)
geschrieben werden. Mit der Beziehung

OF _F
oc 2

c (1.130)

folgt fiir den hydrostatischen Anteil des Elastizitétstensor

_ _ —1
C, 23C_28C(pFC )
B oF ., _oCc™! (1.131)
—pF(C'®C'-2E) ,

wobei die Komponenten dieses Tensors unabhéngig von den Materialeigenschaften sind.
Der Anteil aus der Verzerrungsenergiefunktion ergibt sich entsprechend zu

1

1
=2 (pHIg* |[1-~(1-C)C*
56 (ninet [1- g oc])
. . . (1.132)
:24—5111;30—1@(1—5100—1)—511153(1@@01—101@)]

2 _1 1
:gum(f [ICE—1®C—1—C—1®1+§IC C—1®C—1]
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2 Methode der finiten Elemente

Die Finite Elemente Methode (FEM) ist auf den aktuellen ingenieurwissenschaftlichen
Gebieten zu einem Standardverfahren zur ndherungsweisen Losung von komplexen Pro-
blemen geworden. Die Entwicklung der FEM erfolgte aufgrund immer komplexerer
Problemstellungen, die mit den klassischen naturwissenschaftlichen Algorithmen nicht
mehr 16sbar waren. Im Zuge der Weiterentwicklung der digitalen Rechentechnik wurde
die Losung immer umfangreicherer Aufgaben méglich.

AY

reale Struktur

Modell, bestehend
aus Dreieckelementen

X
Abbildung 5: Aufteilung eines Kontinuums in finite Elemente.

Das Grundprinzip der FEM ist es, ein Kontinuum in eine endliche (finite) Anzahl von
Elementen zu unterteilen, wie in Abb. 5 dargestellt ist.

Die FEM kann iiber die Verschiebungs- und die KraftgroBenmethode hergeleitet wer-
den, wobei die zweite Methode eher uniiblich ist. Bei der in der Regel verwendeten
Verschiebungsmethode werden die Verschiebungen im Element approximiert und die
Kompatibilitdtsbedingungen exakt erfiillt.

Es werden verschiedene Arten von Nichtlinearitdten unterschieden, die iiber die Theorie
der FEM beriicksichtigt werden kénnen.

Geometrische Nichtlineariit Unter geometrischer Nichtlinearitat wird das Auftre-
ten grofler Verschiebungen und Verdrehungen bei kleinen oder grofien Verzerrun-
gen verstanden. In Abschnitt 1.2 ist die zugehorige Kinematik ndher beschrieben.

Physikalische Nichtlinearitdten Physikalische Nichtlinearitéit liegt vor, wenn das
Materialverhalten, d. h. die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen, nicht linear sind.
Sie sind oft mit geometrischen Nichtlinearitdten verbunden, wie das Beispiel des
Neo-Hookschen Materials in Abschnitt 1.4 zeigt.

Nichtlinearitit in Folge von Randbedingungen Mit Nichtlinearitdten infolge
von Randbedingungen werden allgemein Anderungen der Randbedingungen wih-
rend eines Prozesses beschrieben. Dies fiihrt genau genommen auf ein abschnitts-
weises lineares Verhalten. In dieser Arbeit ist dieser Punkt nur der Vollstandigkeit
halber aufgelistet.

Dieses Kapitel umfasst die grundlegenden Ziige der Finiten Elemente Implementierung,
die zur Losung eines thermomechanischen Problems notig sind.
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Als unabhéngige Variablen sind fiir gekoppelte Analysen der Green-Lagrangesche Ver-
zerrungstensor E, der aus dem Verschiebungsfeld u resultiert, und die Temperatur 6
durch das FE-Programm MSC.MARC vorgegeben.

Um die nichtlineare thermomechanische Problemstellung zu 16sen, miissen sowohl die
Impulsbilanz in Form der lokalen Bewegungsgleichung als auch die Energiebilanz, al-
so der erste Hauptsatz der Thermodynamik, ausgewertet werden. Diese werden da-
zu in schwache Formen iiberfiihrt. Da die Losung des gekoppelten Problems im FE-
Programm MSC.MARC iiber den Staggered Solution Algorithmus erfolgt, werden das
mechanische und das thermische Funktional getrennt gelést. Die schwache Form der
Bewegungsgleichung wird dazu mit Hilfe der Gateaux-Ableitung linearisiert und dann
mit dem Newton-Raphson-Verfahren gelost.

Die schwache Form der aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik resultieren-
den Energiebilanz weist jedoch relativ geringe Nichtlinearititen auf, weshalb im FE-
Programm MSC.MARC zur Losung eine quasilineare Berechnung durchgefiithrt wird.
Eine ausfiihrliche Behandlung der linearen und nichtlinearen FEM kann der Leser z.
B. den Ausfithrungen von Bathe (2002), Emmerling (2003), Bonet u. Wood (1997),
Zienkiewicz u. Taylor (2000a) und Zienkiewicz u. Taylor (2000b) entnehmen. Letz-
tere beschreiben auch eingehend numerische Verfahren zur Loésung der auftretenden
Gleichungen. Eine ausfiihrlich Darstellung der Linearisierung und Diskretisierung der
auftretenden Funktionale kann weiterhin Heimes (2003), Heimes (2004), Middendorf
(2002), Fritsch (2004) sowie Wriggers (2001) entnommen werden.

2.1 Gateaux-Ableitung

Die Gateaux-Ableitung wird auch als Richtungsableitung bezeichnet und stellt eine
verallgemeinerte Differentiation dar. Sie beschreibt die Anderung einer Grofe aufgrund
des differentiellen Zuwachses einer abhéngigen Variable.

Als Beispiel soll die Anderung einer skalaren Funktion ¢(x) am Punkt P in Richtung
des Vektors u betrachtet werden, wie in Abb. 6 dargestellt ist. Die mathematische
Definition der Gateaux-Ableitung ist

d
Do) [u] = lim —6(x+cw) (2.1)
die iiber die Kettenregel und anschliefende Grenzwertbetrachtung ausgewertet werden
kann.
Jp(x +€u) d(x + € u) 0o

D(¢)[u] = ll_r)% 8(x +e 11) Oe = a_Xu = (grad (b) u . (22)

Fiir diesen Fall ist eine anschauliche Darstellung moglich. ¢(x) = ¢(x1, 22, x3) = const.
beschreibt eine dreidimensionale Flédche, auf der im Punkt P senkrecht grad ¢ steht.
Es muss folglich

99

dqb:%dxj:(gradqﬁ) dx =0 (2.3)
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grad ¢

Abbildung 6: Gateaux-Ableitung einer skalaren Funktion in Richtung eines Vektors.

gelten.
Der beliebige Vektor u in P schlie$t mit grad ¢ den Winkel « ein, so dass das Skalar-
produkt

09 ¢ ol0)
grad ¢ u = . uy + o, ug + s U3 (2.4)

berechnet werden kann, welches identisch mit Glg. (2.2) ist. Das Skalarprodukt be-
schreibt die Anderung von ¢ in Richtung des Vektors u und stellt somit eine Richtungs-
bzw. Gateaux-Ableitung dar.

Analog gilt die Richtungsableitung fiir beliebige Tensorfunktionen A (x). Die allgemeine
Definition lautet

D(A(x))[u] = lim A ten) (2.5)

2.2 Newton-Raphson-Verfahren

Fiir die numerische Losung eines nichtlinearen Problems mit Hilfe der FEM wird ein
geeignetes numerisches Verfahren bendtigt. Die Diskretisierung des Kontinuums fiihrt
fiir statische Probleme auf ein nichtlineares algebraisches Gleichungssystem der Form

Kuu=r . (2.6)
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0 k+1 1 2

un—l—l =u, un+1 un+1 e u

Abbildung 7: Schematische Darstellung des Newton-Raphson-Verfahrens.

Hierbei ist K ein Tensoroperator zweiter Stufe, u das bereits eingefithrte Verschie-
bungsfeld und r der Vektor, der die Summe der &ufleren Lasten darstellt.

Zur Losung dieses Gleichungssystems wird das inkrementelle Newton-Raphson-Ver-
fahren gewéhlt, dessen Funktionsweise am Beispiel eines Inkrementes zwischen den
Zeitpunkten t,, und ¢, .1 beschrieben werden soll.

Die obige Gleichung wird nach einem Residuenvektor

s(uy=K(uyu—-r=0 (2.7)

umgestellt.
Zu Beginn des Inkrementes wird ein Lastinkrement

Ar, =T, 1 — 1T, (2.8)

aufgebracht und eine Nédherung fiir das Verschiebungsfeld aus dem letzten Inkrement
bzw. Iterationsschritt festgelegt.

uw,, =utt (2.9)

Diese wird in Glg. (2.7) eingesetzt und der Residuenvektor

S = K(ufz—i-l) uﬁ+1 —TIpt1 (2.10)

bestimmt. AnschlieBend wird diese Beziehung mit Hilfe der Gateaux-Ableitung linea-
risiert. Dieses Vorgehen entspricht einer Entwicklung in eine Taylorreihe.

§(uﬁill) ~ §<uﬁ+1> + D<g<ui+1))[Aqu+l] =0 . (2.11)
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Die Gateaux-Ableitung berechnet sich zu

o d
D@(“Zﬂ))[ﬁuﬁﬂ] = llino aquﬁﬂ +e€ Aufl-‘rl)

8§} k (2.12)

_[8_u

koo k
Auy  =Kp Auy o
n+1

wobei K7 ein Tangentenoperator zweiter Stufe ist und die Steifigkeit eines Materials
wiedergibt.
Nun wird die Differenz Au®_, iiber das entstandene lineare Gleichungssystem

_g(u]:H-l) =Kr Auﬁ—&—l (2.13)

ermittelt, mit der das Verschiebungsfeld zum neuen Iterationsschritt

k+1

Wi =ty + Augy, (2.14)

bestimmt werden kann.
Die Iteration innerhalb des Inkrementes wird so lange wiederholt, bis der Residuenvek-
tor eine Toleranzschranke unterschreitet.

lls|]| < Toleranz (2.15)

Anschlielend wird ein neues Lastinkrement aufgebracht und die Iteration beginnt von
neuem. Die schematische Vorgehensweise ist in Abb. 7 dargestellt.

Das Newton-Raphson-Verfahren ist eine von verschiedenen Methoden zur numerischen
Losung nichtlinearer algebraischer Gleichungssysteme. Das hier vorgestellte Verfahren
wird als Full Newton-Raphson bezeichnet und hat den Vorteil quadratisch zu konver-
gieren. Dieses geht jedoch zu Lasten des Rechenaufwands, da fiir jeden Iterationsschritt
der Tangentenoperator neu bestimmt werden muss. Um diesen Nachteil zu kompensie-
ren, besteht in FEM-Programmen oftmals die Moglichkeit zwischen Full und Modified
Newton-Raphson zu wihlen. Beim modifizierten Newton-Raphson-Verfahren wird nur
zu Beginn jeden Inkrementes der Tangentenoperator berechnet. So wird der Rechen-
aufwand erheblich reduziert.

Ein allgemeiner Nachteil des Newton-Raphson-Verfahrens besteht darin, dass nur mo-
notone Zusammenhénge zwischen der Last und dem Verschiebungsfeld erfasst werden.
Abhilfe schaffen so genannte Liniensuchmethoden oder Bogenldngenverfahren.

2.3 Losungsverfahren fiir thermomechanisch gekoppelte Pro-
blemstellungen

Um ein thermomechanisch gekoppeltes Problem zu 16sen, miissen die in Abschnitt 2.4.1
und 2.5.1 abgeleiteten schwachen Formen bzw. Funktionale ausgewertet werden.

Die thermomechanische Kopplung wird voll beriicksichtigt, wenn beide schwache For-
men, also das thermische und das mechanische Funktional, in einem Funktional zu-
sammengefasst und monolithisch, d. h. gleichzeitig, gelost werden. Der Nachteil besteht
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= = mechanisches Funktional

t() tl tQ Zeit t

= = thermisches Funktional

Abbildung 8: Schematische Darstellung des Staggered Solution Algorithmus.

jedoch darin, dass numerische Schwierigkeiten auftreten, wie unsymmetrische Steifig-
keitsmatrizen und schwach besetzte Teilmatrizen.

Deswegen ist es sinnvoll fiir schwach gekoppelte thermomechanische Probleme die Funk-
tionale getrennt zu betrachten, so dass sie quasi entkoppelt sind. Dazu wird zuerst das
thermische Funktional bei konstantem Verschiebungsfeld gelost und mit der resultie-
renden neuen Temperatur anschlieend das mechanische Funktional betrachtet, wobei
die Temperatur konstant gehalten wird. Die daraus resultierende Wéarme aufgrund dis-
sipativer Prozesse oder der thermomechanischen Kopplung wird wiederum im néchs-
ten Schritt beriicksichtigt, wie in Abb. 8 dargestellt ist. Die umgekehrte Reihenfolge ist
ebenso moglich. Diese Vorgehensweise wird als Staggered Solution Algorithmus bezeich-
net und wird von dem FE-Programm MSC.MARC verwendet. Der Staggered Solution
Algorithmus bietet neben numerischen Vorteilen die Moglichkeit Warmeentwicklung
wéihrend des Deformationsprozesses zu beriicksichtigen, da das thermische Funktional
zu Beginn eines jeden Inkrementes gelost wird.

2.4 Mechanisches Funktional

In diesem Abschnitt wird aus der lokalen Form der Bewegungsgleichung iiber das Prin-
zip der virtuellen Arbeit eine schwache Form der lokalen Gleichgewichtsbeziehung her-
geleitet, die auch als mechanisches Funktional bezeichnet wird. Damit diese der nu-
merischen Berechnung zugénglich ist, wird das Funktional anschlieend mit Hilfe der
Gateaux-Ableitung linearisiert. Abschlielend wird exemplarisch die Diskretisierung der
Grundgleichungen vorgestellt, so dass eine FE-Formulierung moglich ist.

2.4.1 Schwache Form der Bewegungsgleichung

Ausgehend von Glg. (1.51) folgt

divT+pk=0 (2.16)
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fiir statische Probleme beziiglich der Momentankonfiguration.

Indem ein mit den geometrischen Randbedingungen kompatibles virtuelles Verschie-
bungsfeld du iibergeschoben und anschliefend {iber das Volumen integriert wird, wird
eine schwache Form der Bewegungsgleichung erzeugt. Die resultierende virtuelle Arbeit
ist

6W:/(divT+pk)6u dv=0 . (2.17)
Mit geeigneten Umformungen kann die virtuelle Arbeit in eine Form, die dem Prinzip

von d’Alembert in Lagrangescher Fassung entspricht, tiberfithrt werden. Ausgehend
von

div(TT su) = (div T)éu + T - grad su (2.18)

folgt mit dem Gauflschen Integralsatz

/(div T)ou dv = /(diV(T du) — T -graddu)dv

v v

:/Tnéu da—/T-grad(Su dov (2.19)
:/fsdu da—/T-grad(Su dv

wobei die Oberflachenbedingung beriicksichtigt wird.
Weiterhin fiithrt Glg. (1.9) auf

6F = Graddu und mit gradu = Gradu F~* (2.20)

auf die Definition des virtuellen Verzerrungstensors
A = %(gradT du+ grad du) . (2.21)
Da der Cauchysche Spannungstensor symmetrisch ist, gilt somit
T graddu=T: 0A (2.22)
und die virtuelle Arbeit kann durch

5W:0=/T-5Adv—/pkaudv—/fauda (2.23)

v v a
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ausgedriickt werden. Die virtuelle Arbeit ist damit in das Prinzip von d’Alembert in
Lagrangescher Fassung iiberfiihrt, welches besagt, dass die Arbeit der inneren Spannun-
gen an den virtuellen Verzerrungen 6W,, fiir ein statisches Problem gleich der Arbeit
der Volumen- und Oberflachenkrifte an den virtuellen Verschiebungen 6W.,,; ist. Die
Arbeit der Tragheitskrifte an den virtuellen Verschiebungen W7 ist bei statischen
Problemen gleich Null.

(ﬂ/Vint = 5Wext (224)

mit
Wipe = /T -0A dv (2.25)

und
OW et :/pk§u dv—i—/f ou da . (2.26)

Uber die Beziehung in Glg. (1.10) kann die virtuelle Arbeit der duBeren Lasten auch
in Groflen der Referenzkonfiguration ausgedriickt werden:

5Wm:/ka5u dV+/’i‘ oudA . (2.27)
\%4 A

Mit den Umformungen nach Glg. (1.42) sowie den Definitionen in den Glg. (1.32) und
(1.35) kann auch die innere virtuelle Arbeit umgeschrieben werden.

Wing = /(F1 FTF).6A dv

CL i (2.28)
:/T~(FT6AF)dV:/T-5E dVv
Vv 14

In den Gréflen der Referenzkonfiguration lisst sich die virtuelle Arbeit somit durch

5W:0:/T~5EdV—/kaéudV—/TéudA (2.29)

\%4 \%4 A

ausdriicken. Da die FE-Implementierung iiber Groflen der Referenzkonfiguration rea-
lisiert wird, stellt diese Gleichung in dieser Arbeit die Basis fiir die FE-Formulierung
dar.

I. Allg. kann der Nutzer eines FE-Programmes zwischen der Updated und der Total La-
grange Beschreibungsweise wéhlen. Entsprechend wird die Berechnung eines Problems
mit Groflen der Momentan- oder der Referenzkonfiguration durchgefiihrt.
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2.4.2 Linearisierung des Arbeitsprinzips

Da die virtuelle Arbeit in einem nichtlinearen Zusammenhang zum Verschiebungsfeld
u und der Temperatur 6 steht, muss sie zur Berechnung so umgeformt werden, dass
das Newton-Raphson-Verfahren oder ein anderes numerisches Verfahren anwendbar ist.
Dazu muss das Funktional linearisiert werden.

Die weiteren Schritte bis hin zur FE-Formulierung werden beispielhaft an der inneren
virtuellen Arbeit veranschaulicht.

Um die Anderung der gesamten virtuellen Arbeit 6\ (u,#,du) in Richtung des Ver-
schiebungsinkrementes Au um das aktuelle Verschiebungsfeld u und in Abhéngigkeit
von der zweiten freien Variablen 6 zu beschreiben, wird die Gateaux-Ableitung verwen-
det. Es muss dann geméf Glg. (2.29)

SW (ulty, 0501 su) = 0= oW (uk_ 1,08 1, 6u) + D(W (uk, . 0%, |, ou))[Au]

R (2.30)
+D(OW (u; 1,0, ,,0u)) A0

gelten.

Da im Folgenden die prinzipielle Linearisierung veranschaulicht werden soll, also die
Linearisierung fiir das Inkrement n + 1 in dem neuen Iterationsschritt k + 1, basierend
auf den GroBen der vorangegangenen Iteration k, wird aufgrund der Ubersichtlichkeit
auf die entsprechenden Indizes verzichtet.

Grundlage der Betrachtung ist die rechte Seite der obigen Gleichung;:

W (u,0,0u) +D(OW (u,0,éu))[Au] + D(6W (u,d,0u))[A0] =0 . (2.31)

Die innere virtuelle Arbeit ist nach Gleichung (2.28)

SWini(u, 6, 6u) :/T-5E v . (2.32)

\%4

Wird ein materieller Elastizitdatstensor C iiber die Gateaux-Ableitung
D(T)[Au] = C D(E)[Au] (2.33)

definiert und weiterhin tiber Glg. (2.20) mit 0F = D(F)[du] die Identitét
1
oE = 5(5}.«” F +F"' 0F) = D(E)[0u] (2.34)

nachgewiesen, kann die Richtungsableitung der inneren virtuellen Arbeit umgeformt
werden. Mit

D(0E)[Au] = %(GradT Au Gradu + CGrad® u Grad Au) (2.35)
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gilt dann fiir die Gateaux-Ableitung in Richtung des Verschiebungsinkrementes

D(6Wi)[Au] = [ D(T - 6E)[Au]dV

Se— T — <L S T
&
@
U

JE-D(T )[Au]dVJr/ .DGE)[Au]dV

dV + [ T-D(SE)[Au]dV

(2.36)

<,
=
@
U

-[Grad™ u CGraddu]dV

N
o fr

D(E)[éu] - C-D(E)[Au]dV

-[Grad™ u Grad du]dV

)

+
<\
ek

wobei bei der vorletzten Umformung die Symmetrie des zweiten Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensors beriicksichtigt wird.
Fiir die Gateaux-Ableitung beziiglich der Temperatur 6 gilt

D(6Wine) 0] = / D(T - SE)[A0]dV

v

= /5E -D(T)[AG]dV

/5E

/5E —A@dV

OT(0 + € AB) (O + € 1\O) 4V
<20 90+ ¢ A0) de (2.37)

:/D(E)[éu]-G A AV

\%4

Dabei ist beriicksichtigt, dass der Green-Lagrangesche Verzerrungstensor nur vom Ver-
schiebungsfeld u abhéngt, da die Temperatur wihrend der Auswertung des mechani-
schen Funktionals konstant ist.

Aus den Glg. (2.36) und (2.37) folgt sofort, dass fiir die Losung des mechanischen Funk-
tionals der materielle Elastizitatstensor C, der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungs-
tensor T und der Temperatur-Spannungstensor ® = % berechnet werden miissen. Ziel
der Implementierung eines Materialmodells in das FE-Programm MSC.MARC muss es
also sein, diese drei Gréflen aus den konstitutiven Beziehungen des Modells abzuleiten
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und dem FE-Programm zur Losung des mechanischen Funktionals zur Verfiigung zu
stellen.

Aus der Linearisierung der virtuellen Arbeit der &ufleren Lasten ergeben sich keine wei-
tere Groflen, die vom Nutzer berechnet werden miissen, da diese aus den im Programm
festgelegten Randbedingungen resultieren.

2.4.3 Diskretisierung des Arbeitsprinzips

Am Beispiel der linearisierten virtuellen Arbeit soll weiterhin gezeigt werden, wie die
Ortsdiskretisierung realisiert wird. Es werden dabei keine bestimmten Elementansétze
beriicksichtigt und ein isoparametrisches Konzept wird vorausgesetzt.

Das Verschiebungsfeld wird durch den Ansatz

u= Z N, u, (2.38)

angendhert. Dabei handelt es sich bei u, um Knotenpunktverschiebungen und bei N, (§)
um Ansatzfunktionen, die von den isoparametrischen Koordinaten ¢ abhéngig sind.
Analog gilt fiir den materiellen und den rdumlichen Ortsvektor

X=Y N,X, md x=)» N,x, (2.39)

sowie fiir die Variation und die inkrementelle Knotenpunktverschiebung

ou=o0x = Z N, ou, und Au= Z N, Au, . (2.40)

Damit lassen sich alle kinematischen Groflen durch die Approximation des Verschie-
bungsfeldes in Glg. (2.38) ausdriicken. Aus Glg. (1.9) folgt

F=1+Gradu= 1+Zua®GradNa(£) (2.41)

und

0F = Gradu = » du, ® Grad Ny(§) . (2.42)

Aus Glg. (2.34) folgt

6E = —(6FT F + FT 6F)

1
2
1
=5 { (Z Grad N, ® 5ua> F+F? (Z ou, ® Grad Na> } (2.43)

— % Z du, {(Grad N, ® F)"? 4 (F ® Grad Na)} ;
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wobei beziiglich der letzten Umformung auf Middendorf (2002, S. 33) verwiesen wird.
Damit lassen sich die einzelnen Terme aus Gleichung (2.30)

SW + D(6W)[Au] + D(SW)[AH] = 0 (2.44)

diskretisieren.
Wird das linearisierte Arbeitsprinzip im Sinne eines Newton-Raphson-Verfahrens nach
Glg. (2.13) umgeformt, folgt

—6W = D(6W)[Au] + D(6W)[A0] . (2.45)

Der Ubersichtlichkeit halber wird die Diskretisierung der einzelnen Terme getrennt
behandelt. Auch wird die Diskretisierung der Gateaux-Ableitung nur exemplarisch fiir
die innere virtuelle Arbeit hergeleitet.

Diskretisierung der virtuellen Arbeit Die innere virtuelle Arbeit an einem Kno-
tenpunkt a eines beliebigen Elementes wird wie folgt diskretisiert.

Wa, int = /T~5Edv

J
1~ Tis (2.46)
—ou, § [ 5T [(Grad N,®F)™ 4 (F® Grad N)[dV § |
1%
R:,:nt

mit R, ;,; als Knotenpunktkraft.
Die Vorgehensweise fiir die Diskretisierung der virtuellen Arbeit infolge der dufleren
Lasten ist analog und fiihrt auf

W, = 0uy Rocar - (2.47)

Fasst man alle Knotenpunktsverschiebungen zusammen, kann dies durch die Uberfiih-
rung der virtuellen Knotenpunktverschiebungen in eine Spaltenmatrix {du} und der
Knotenpunktkréfte in eine Spaltenmatrix {R} geschehen. Es ergibt sich somit fur die
virtuelle Arbeit

oW = {éu} ({Rin} — {Rew}) = {0u} {R} =0 . (2.48)
Da das virtuelle Verschiebungsfeld beliebig und ungleich Null ist, folgt
{Rznt} - {Remt} =0 . (249)

Nach dem Newton-Raphson-Verfahren in Abschnitt 2.2 ergibt sich daraus der Residu-
envektor

¢ ={Rim} — {Rext} - (2.50)
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Diskretisierung der beziiglich des Verschiebungsfeldes linearisierten inneren
virtuellen Arbeit Nachdem im vorangestellten Paragraphen das gesamte Arbeits-
prinzip diskretisiert wurde, beschrankt sich dieser Paragraph auf die Darstellung der
Diskretisierung der Gateaux-Ableitung im Sinne des Newton-Raphson-Verfahrens fiir
die innere virtuelle Arbeit. Das Vorgehen kann analog auf die linearisierte virtuelle Ar-
beit infolge der duleren Lasten iibertragen werden.

Die linearisierte innere virtuelle Arbeit

D(0Wint)[Au] = /D(E)[éu] -C-D(E)[Au]dV + /T [Grad®™ u Grad du]dV
= D(6W,)[Au] + D(6W,)[Au]
(2.51)

wird in einen Anteil D(dW.)[Au] mit dem materiellen Elastizitdtstensor und einen
Anteil D(0W,)[Au] mit dem Spannungstensor zerlegt. Unter Beriicksichtigung von
Glg. (2.34) und (2.35) kann

D(5W0(u7 0, Nq 5ua))[NbAub] =
= /%5ua [(Grad N, ® F)T12 + (F ® Grad Na)] .C-
v

(2.52)
1
5 |(Grad N, @ FT) + (F” @ Grad Ny) ™| Au, d v
= (Su(z Kc, ab Au-b
geschrieben werden. Fiir alle Knotenpunktverschiebungen gilt entsprechend
D(oWe)[{Auj] = {ou} [K ] {Au} (2.53)

Dabei stellt [K]| eine Tangentensteifigkeitsmatrix dar.
Fiir den geometrischen Anteil gilt

D(6W,(u, 0, N, du,))[NyAuy| = /T - [(Grad Ny @ Aw) (6u, ® Grad N,)|dV
v

= /'i‘ - [ou,Auy (Grad Ny ® Grad N,)|dV

\%
= 5ua I(U7 ab Aub
(2.54)

Fiir alle Knotenpunktsverschiebungen folgt wiederum

D(6W,)[{Au}] = {su} [K,] {Au} . (2.55)
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Diskretisierung der beziiglich der Temperatur linearisierten inneren virtu-
ellen Arbeit Die Diskretisierung der Gateaux-Ableitung beziiglich der Temperatur
wird analog zu der vorigen Gateaux-Ableitung berechnet.

D(5Wine(u, 6, N, 5u))[A0] = / D(E)[N, du,]-© A dV

7
1
— / 50U, [(Grad N, F)™ + (F® Grad N,)| - © Af dV
v
= 511@ R9 )
(2.56)
womit fiir alle Knotenpunktsverschiebungen
D(6Wint) 0] = {5} {Ro} (2.57)

gilt. Fasst man die Ergebnisse aus den Diskretisierungen zusammen, entsteht nach Glg.
(2.45) und (2.50) ein Ausdruck der Form

{(ou} (—¢) = {ou} (...) , (2.58)

der aufgrund der Tatsache, dass {du} beliebig und ungleich Null ist im Sinne des
Newton-Raphson-Verfahrens, auch

—¢=(...) (2.59)

geschrieben werden kann.

2.5 Thermisches Funktional
2.5.1 Schwache Form der Wiarmeleitgleichung

Dieser Abschnitt beschreibt, wie aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik die
Wirmeleitgleichung ermittelt und diese in eine schwache Form {iberfithrt wird. Ab-
schlieffend wird erldutert, wie die schwache Form in dem FE-Programm MSC.MARC
ausgewertet wird. Um die Wéarmeleitgleichung zu erhalten, muss der zweite Hauptsatz
der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung ausgewertet werden.
Da dies einen Vorgrift auf die Materialmodellierung in Kap. 4 darstellt, wird das Vor-
gehen an dieser Stelle nur grob skizziert.

Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung Die Clausius-Duhem-Unglei-
chung ist nach Glg. (1.93) durch

qp Grad6 >0

—pr0+T-E—ppsb— ; > (2.60)
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gegeben. Sie wird haufig in die zwei unabhéngigen Gleichungen

—pr 0+ T -E—prsf>0 (2.61)
und
_9r (Zr_ade >0 (2.62)

aufgeteilt. Der Warmeleitanteil der Clausius-Duhem-Ungleichung wird erfiillt, wenn ein
Fourierscher Wéarmefluss mit

qp = —k Gradéd (2.63)

eingefithrt und somit eine positive quadratische Form erzeugt wird, weil die Wéarme-
leitzahl x immer positiv angenommen wird.

In der Folge vereinfacht sich die Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung auf den
ersten Teil. Die freien Variablen sind fiir thermomechanische Prozesse der Verzerrungs-
tensor E und die Temperatur 6. Fiir den Fall, dass die freie Helmholtzsche Energie
iiber diese beiden Variablen und weitere innere Variablen, z. Bsp. «, ausgedriickt wird,
folgt die Ableitung zu

SR I
gb—aE E—l—ae@—l—aaa—l—... . (2.64)
Somit kann
oW . O, O - -
_ v, hhed el E— >
PR (3E E+89 @—i—aaa—I—...)—i—T E—prsf>0 (2.65)

geschrieben werden. Durch weitere Umformungen und die Wahl eines geeigneten An-
satzes fiir die freie Helmholtzsche Energie resultiert die Form

L.V E+{ . }0+w>0 . (2.66)

Da die zeitlichen Anderungen der freien Variablen beliebig sind, gewinnt man aus den
ersten beiden Termen konstitutive Gleichungen fiir den zweiten Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensor und die spezifische Entropie s, so dass die geklammerten Terme ver-
schwinden und die Restungleichung aus einem Anteil w besteht, der mit der linken
Seite in Glg. (2.61) identisch sein muss.

Wirmeleitgleichung und schwache Form Ausgehend vom ersten Hauptsatz der
Thermodynamik in der lokalen materiellen Form nach Glg. (1.79)

pré=T-E+prr—Divqg (2.67)
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und unter Beriicksichtigung von Glg. (1.90) kann
pr(b+50450)=pr(+50)+pr05=T- -E+pgrr—Divqy (2.68)
und schlieflich
—T-E+ pr(Y) +50) + pr 0 5= pr r — Divay (2.69)

geschrieben werden. Auf der Grundlage der Betrachtung der Clausius-Duhem-Unglei-
chung konnen die beiden ersten Terme der rechten Seite durch die Restgrofle w ersetzt
werden:

w—prb $+prr—Divqyp=0 . (2.70)

Die letzte Gleichung wird als Wéarmeleitgleichung bezeichnet und muss nun in eine
schwache Form iiberfithrt werden. Dazu wird die Warmeleitgleichung mit einem vir-
tuellen Temperaturfeld 60 multipliziert und anschlieend {iber das Volumen integriert.
Es ergibt sich

/w(59 dV—/pRGS(SG dV—i—/pRr(SH dV—/Diqu(59 dV =0 . (2.71)
1% v v v

Der letzte Term lésst sich mit Hilfe des Gaufschen Integralsatzes in

/Diqu 50 dV:/qN 50 dA—/qR Grad s dV (2.72)
14 A 14

zerlegen, so dass sich

/w(59 dv—/pResae dV—l—/pRr(SG dv

v v v (2.73)
+/qR Grad 60 dV—/qN56 dA=0
1%

A

ergibt.
Die Zeitableitung der spezifischen Entropie s ldsst sich in Abhéngigkeit der freien und
der inneren Variablen weiter aufschliisseln, so dass i. Allg.

. 0s - 0s Os | _Cd g
s=op Brog 0t o-dte =2 0+w (2.74)
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geschrieben werden kann, wobei durch ¢; = 6 g—; die Warmekapazitét definiert ist und
in der Grofle w; die verbleibenden Terme zusammengefasst sind.

Da die Warmeleistung aufgrund dissipativer Prozesse fiir jedes Materialmodell verschie-
den ist, wird sie durch das FE-Programm MSC.MARC nicht gesondert beriicksichtigt.
Die Beriicksichtigung der Dissipationsleistung kann also nur indirekt erfolgen, indem
diese mit der spezifischen Warmequelle zusammengefasst wird. Dazu wird die allge-
meine Warmequelle

R=r+4+w—-0uw; (2.75)

eingefiihrt, so dass sich Glg. (2.73) zu

/pRR59 dV—/pRcd9(56 dV+/qR Grad 66 dV—/qN59 dA =0 (2.76)
14 |4 |4 A

vereinfacht.

2.5.2 Numerische Losung des thermischen Funktionals

Im FE-Programm MSC.MARC wird das thermische Funktional quasilinear gel6st, so
dass die obige Gleichung nicht linearisiert werden muss. Die Diskretisierung erfolgt
analog zur Diskretisierung des mechanischen Funktionals. Der Temperaturverlauf wird
entsprechend durch die lineare Beziehung

0(€) = 0(t) + A% 0(6) — 0(t — At)) mit €€t t+ At (2.77)

angendhert und alle temperaturabhéngigen Gréflen f werden iiber die Beziehung

t+At

fer o0 =5 [ 16) ag (2.78)

t

gemittelt.

2.6 Beriicksichtigung der Inkompressibilitéit
2.6.1 Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren

Zur Beriicksichtigung der Zwangsbedingung aufgrund der Inkompressibilitéit sind reine
Verschiebungselemente ungeeignet. Deshalb wurden spezielle Elemente entwickelt, um
die auftretenden Zwangsbedingungen einhalten zu kénnen. Im Falle der Inkompres-
sibilitdt (F' — 1 = 0) bietet sich die Methode des Lagrangeschen Multiplikators an.
Diese fiihrt auf eine Zweifeldvariation und wird durch das in MSC.MARC verfiighare
Herrmann-Element realisiert.
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Den hier eingefithrten Materialmodellen liegt die freie Helmholtzsche Energie ) als Po-
tential zu Grunde, so dass die schwachen Formen der Bilanzrelationen auch iiber das
Minimum der Gesamtpotentialenergie bestimmt werden konnen. Es gilt

H - Hint + Hezt . (279)
In die freie Helmholtzsche Energie wird iiber den Lagrangeschen Multiplikator p die

Zwangsbedingung der Inkompressibilitit eingebracht. Die freie Helmholtzsche Energie
hat nun die Form

Y(E,0,p) = (B, 0) +p (F-1) , (2.80)

mit der sich die gesamte freie Energie in der Form
My = [ (W(B.0)+p (F - 1)dV (281)
v
schreiben lédsst. Die Forderung nach dem Minimum der Gesamtpotentialenergie fiihrt

auf die Stationaritét der zugehorigen Richtungsableitungen. Dabei muss der Lagrange-
sche Multiplikator als unabhéngige Variable beriicksichtigt werden. Es folgt

OIl = 0 = D(IT)[Au] + D(IT)[AG] + D(ID)[Ap] (2.82)
wobei die Gleichung in zwei Teile zerlegt werden kann. Der erste Teil ist
D(IT)[Au] + D(IT)[A8] = 0 (2.83)
und der zweite Teil folgt zu
DI)[Ap] =0 . (2.84)
Die Diskretisierung fithrt auf das lineare Gleichungssystem
et e { e =R 2
Die Methode des Lagrangeschen Multiplikators fiihrt also auf eine weitere Unbekannte
und erhoht die Anzahl der zu losenden Gleichungen. Durch die Null auf der Haupt-
diagonale, miissen zudem spezielle Gleichungsloser verwendet werden. Aufgrund dieser

Nachteile sind weitere Verfahren wie die gestorte Lagrangesche Methode oder die Drei-
feldvariation entwickelt worden, die aber in dieser Arbeit nicht benttigt werden.
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2.6.2 Herrmann-Formulierung

Die Herrmann-Formulierung beruht auf der Einfithrung eines Lagrangeschen Multipli-
kators und ermoglicht so die Beriicksichtigung der Inkompressibilitét.

Bevor auf die Herrmann-Formulierung eingegangen wird, wird zuerst die in
FE-Programmen gebrauchliche Formulierung der Spannungen, Verzerrungen und der
Elastizitdtsmatrix am Beispiel der Referenzkonfiguration eingefiihrt. Die entsprechen-
den Tensoren 2. Stufe werden aufgrund ihrer Symmetrieeigenschaften in Spaltenmatri-
zen iiberfithrt. Daraus ergibt sich entsprechend die Anderung der Elastizititsmatrix.
Fiir die Tensoren 2. Stufe wird

{T} = {Tll Ty, Tyy Tio Tos T13} ; (2.86)
{E} = {Ell E22 E33 2 Elg 2 E23 2 Elg} und (287)

el =!9oT
@) {39} (2.88)

= {@11 Oz Os3 %(@12 + 1) %(@13 + Oa1) %(@23 + @32)}

gesetzt. Die daraus resultierende abgewandelte 6 x 6 Elastizitdtsmatrix ist im Anhang
A 4 dargestellt.

In der Herrmann-Formulierung wird die linearisierte Zwangsbedingung als zusétzlich
zu erfiillende Gleichung beriicksichtigt. Um die entstehenden Terme einzuordnen, muss
auf die Struktur der Subroutine HYPELA2 eingegangen werden, iiber die das Material-
modell implementiert wird, s. auch Abschnitt 2.7.1. Dieser ist folgender Zusammenhang
zu Grunde gelegt:

~ k- ~ k ~
T, =T, +C; dE; +d(Ty); (2.89)
— T4+ Ct dEF + ©F 46
Fiir den inkrementellen Spannungszuwachs ergibt sich folglich
dT, =Ct dEF +©F dg . (2.90)

Die auftretenden Groflen sind bereits bei der Linearisierung in Abschnitt 2.4.2 als not-
wendige Groflen ermittelt worden. Die obige Gleichung stellt vereinfacht die Struktur
der Vorgehensweise des FE-Programmes MSC.MARC dar, wobei der Tensor d Ty die
inkrementellen rein thermisch induzierten Spannungen enthélt.

Das lineare Gleichungssystem wird nun um eine Gleichung erweitert, so dass der zweite
Piola-Kirchhoffsche Spannungs-, der Temperaturspannungs- und der Green-
Lagrangesche Verzerrungstensor um eine Zeile erweitert werden. Die Elastizitédtsma-
trix wird entsprechend um eine Zeile und eine Spalte erweitert.

Der Lagrangesche Multiplikator steht in der siebten Zeile des Verzerrungstensors, wie
aus dem vorherigen Abschnitt hervorgeht. Die zusétzliche Gleichung, die in die siebte
Zeile mit aufgenommen wird, ist die linearisierte Zwangsbedingung

(F =15 = (F = 1), + D((F = D)) AE]+ D(F = 1)p)[deg] =0 . (2.91)
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Die Gateaux-Ableitung der Zwangsbedingung in Richtung des Verzerrungstensors E
ergibt mit Beriicksichtigung der Glg. (1.32) und (1.130) und unter Verwendung der
Kettenregel

D(F -1)[dE]=F C'-dE . (2.92)

Diese Beziehung tritt in dem Produkt der Elastizitdtsmatrix mit dem Verzerrungstensor
auf.

Der Spannungstensor enthélt in der siebten Zeile die Zwangsbedingung (F' — 1), die
Gateaux-Ableitung beziiglich der Temperatur

oF
D((F —1))[d§] = = d 6 (2.93)
00
ist im Temperaturspannungstensor enthalten.
Die Herrmann-Formulierung ist also fiir den zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungs-
tensor

(T} ={Tu Tn T T Trs Ty (F-1)} (2.94)
fiir den inkrementellen Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor
{dE} ={dE\ dEy» dE; 2 dE;p 2 dEy 2 dEj dp} (2.95)
und fiir den Temperaturspannungstensor

{0} ={011 O O3 L(O1+02) (O13+06s) L(O+03) 251, (2.96)

Die Form der Elastizitdtsmatrix kann Seite 50 entnommen werden.

Diese Betrachtung gilt nur fiir vollstéindig inkompressibles Materialverhalten. Die Ther-
momechanik von Aushértevorgiangen teilt die Deformation jedoch in verschiedene An-
teile auf und geht nur von mechanisch inkompressiblen Materialverhalten aus. Das
Vorgehen zur Beriicksichtigung der mechanischen Inkompressibilitét ist jedoch dassel-
be und wird in Abschnitt 5.2.2 ndher erlautert.

2.7 Implementierung eines thermomechanischen
Materialmodells in MSC.MARC

In diesem Abschnitt wird kurz erlautert, welche Moglichkeiten genutzt werden, um das
thermomechanische Verhalten von Aushértevorgdngen in das FE-Programm
MSC.MARC zu implementieren. Fiir weitere Informationen wird auf das User Ma-
nual von MSC.MARC verwiesen. Die grundlegende Theorie wird in MSC (2006a)
dargestellt. Ausfiithrungen zu den verschiedenen Elementen, insbesondere auch der
Herrmann-Formulierung, kann man MSC (2006b) entnehmen. Fragen zu verschiedenen
Eingabeparametern werden in MSC (2006¢) beantwortet und eine vollstéindige Auflis-
tung aller User Subroutinen mit Anmerkungen wird in MSC (2006d) bereitgestellt.
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2.7.1 Beriicksichtigung des mechanischen Funktionals

In Abschnitt 2.5 wird beschrieben, welche Groéflen iiber die konstitutiven Gleichun-
gen zur Verfiigung gestellt werden miissen, damit das entsprechende Materialmodell
beriicksichtigt wird. In Glg. (2.89) wird dies ebenfalls deutlich.

User Subroutine HYPELA2 Das FE-Programm MSC.MARC bietet fiir thermo-
mechanische Probleme als Schnittstelle die User Subroutine HYPELA2 an. Dabei kann
der Benutzer zwischen der materiellen Total Lagrange und der rdumlichen Updated La-
grange Beschreibungsweise wihlen. Fiir das vorliegende Problem wird die Beschreibung
in Groflen der Referenzkonfiguration, also Total Lagrange, gewéhlt.

In der Subroutine HYPELA2 besteht fiir den Nutzer nun die Moéglichkeit, den aktu-
ellen zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor T, die inkrementellen thermisch
induzierten Spannungen d Ty = ® d# und den aktuellen materiellen Elastizitéitsten-
sor C aus gegebenen kinematischen Groflen zu berechnen und anschliefend an das
FE-Programm MSC.MARC zu iibergeben.

In dieser Arbeit werden fiir die Implementierung quaderférmige HEX8 Volumenelemen-
te mit Herrmann-Formulierung verwendet. Der entsprechende Elementtyp ist in dem
FE-Programm MSC.MARC Elementtyp 84. Dieser ermoglicht gleichzeitig gekoppelte
thermomechanische Berechnungen, da er mit dem quaderférmigen Wéarmeleitelement
43 assoziiert ist.

Um ein Materialmodell zu implementieren, muss es zuerst der Numerik zugénglich ge-
macht werden, wie in Kap. 5 beschrieben ist. Auf dieser Grundlage erfolgt die Erstellung
des Quellcodes, der dem Anhang C.3 entnommen werden kann.

2.7.2 Beriicksichtigung des thermischen Funktionals

Das FE-Programm MSC.MARC braucht geméf den Glg. (2.63) und (2.76) in Ab-
schnitt 2.5 die Wérmeleitzahl , die Warmekapazitiat ¢y, den materiellen Warmefluss
gy und die allgemeine Warmequelle R als Eingabegrofien, um das Warmeleitproblem
16sen zu koénnen. Die beiden letzten Groflen sind optional. Die Warmeleitzahl muss
iiber den Preprocessor MSC.MENTAT eingegeben werden, die allgemeine Warmequelle
kann hingegen entweder iiber MSC.MENTAT als fester Wert eingegeben oder iiber eine
thermische Randbedingung beriicksichtigt werden. Die Berticksichtigung eines Wérme-
flusses ist nur iiber eine thermische Randbedingungen moglich. Die Warmekapazitét
kann wiederum als fester Wert in MSC.MENTAT eingegeben oder durch die Benut-
zung der User Subroutine USPCHT beeinflusst werden. Eine kurze Ubersicht iiber die
benutzten Subroutinen und deren Einbindung in das Programm MSC.MARC ist im
Folgenden gegeben.

User Subroutine USPCHT Mit der User Subroutine USPCHT kann eine benut-
zerdefinierte Warmekapazitéit vorgegeben werden. Dazu muss in MSC.MENTAT keine
weitere Einstellung getroffen werden, da die User Subroutine bei gekoppelten Problem-
stellungen automatisch aufgerufen wird.

In dieser Arbeit spielt die Verwendung dieser Subroutine eine untergeordnete Rolle, da
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fiir die Warmekapazitéit ein konstanter Wert angenommen wird. Um jedoch in weite-
ren Schritten beliebige Abhéngigkeiten einbinden zu konnen, wird die Warmekapazitét
beziiglich der Implementierung wie die allgemeine Wérmequelle behandelt.

User Subroutine FLUX Diese Subroutine wird durch das FE-Programm
MSC.MARC nur aufgerufen, wenn ein Volumenfluss iiber eine thermische Randbe-
dingung eingestellt und die Subroutine angewéhlt wird.

Bis auf die Zeit und die Temperatur werden jedoch keine Prozessgréfien durch die Sub-
routine an den Nutzer iibergeben, so dass fiir den Fall der Abhéngigkeit der Warmeka-
pazitéit von kinematischen Groflen, direkt oder indirekt, ein besonderes Vorgehen notig
wird. Das FE-Programm MSC.MARC bietet die Méglichkeit {iber MSC.MENTAT eine
benutzerdefinierte Anzahl so genannter State Variables zu verwenden. Diese stellen ei-
ne Erweiterung des Temperaturfeldes ¢(i) dar und ermdglichen es, beliebige Grofien in
der Subroutine HYPELA2 abzuspeichern, so dass sie beim néchsten Aufruf zur Verfii-
gung stehen. Die State Variables #(2) und ¢(3) kénnen als einzige iiber die Subroutine
ELMVAR in jeder anderen Subroutine abgefragt werden.

Da bei der Modellierung des Aushérteprozesses von Klebern alle Warmequellen, die
aufgrund dissipativer Prozesse vorhanden sind, iiber eine allgemeine Warmequelle be-
schrieben werden miissen, ist eine Abhéngigkeit von kinematischen Gréfien vorhanden.
Die allgemeine Warmequelle wird also in der Subroutine HYPELA2 berechnet und als
State Variable ¢(3) abgespeichert und in der User Subroutine FLUX wieder aufgerufen
und an MSC.MARC {iibergeben.

Fiir die Warmekapazitit, die in dieser Arbeit als State Variable ¢(2) abgespeichert wird,
ist das Vorgehen analog.

Subroutine ELMVAR Uber diese Subroutine ist es moglich, verschiedene GroBen
in einer beliebigen Subroutine aufzurufen. Eine genaue Aufstellung der zugénglichen
GroBen kann der Dokumentation von MSC.Software entnommen werden. In dieser Ar-
beit wird die Subroutine verwendet, um die State Variables ¢(2) und ¢(3) aufzurufen.
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3 Lineare Viskoelastizitiat

Die Thermomechanik von aushértenden Klebstoffen beschreibt die chemische Umwand-
lung wahrend des Aushérteprozesses. Die Materialeigenschaften dndern sich dabei von
denen eines viskosen Fluids zu denen eines viskoelastischen Festkorpers.
Viskoelastizitdat wird dabei wie folgt definiert. Ein entsprechendes Material wird belie-
big zeitabhéngig belastet und die Belastung schliellich iiber eine ausreichend langen
Zeitraum konstant gehalten. Wahrend der dynamischen Belastung ist der Zustand des
Materials geschwindigkeitsabhéngig. Der Zustand néhert sich jedoch bei konstanter
statischer Belastung mit zunehmender Haltezeit einem Gleichgewichts- bzw. relaxier-
ten Zustand an. Ursache sind Erholungsvorgénge auf mikroskopischer Ebene, die sich
in dem Material abspielen. Héngt der relaxierte Zustand nicht von der Belastungsge-
schichte, sondern nur von dem aktuellen Wert der Beanspruchung ab, wird das Material
als viskoelastisch bezeichnet. Man spricht auch von einem nachlassenden Gedéchtnis
bzw. fading memory. Der Zusatz linear bezieht sich auf die linearen funktionalen Zu-
ordnungen zwischen den Spannungs- und Deformationsprozessen.

In dieser Arbeit soll viskoelastisches Materialverhalten mit Hilfe von eindimensiona-
len rheologischen Modellen veranschaulicht werden. Diese kénnen ohne weiteres auf
drei Dimensionen und finite Deformationen sowie physikalische Nichtlinearitdten ver-
allgemeinert werden. Auflerdem bieten rheologische Modelle den Vorteil, apriori ther-
momechanisch konsistent zu sein. Diese Eigenschaft bleibt bei der Verallgemeinerung
erhalten.

Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf Lion (2000), Middendorf (2002) und
Holzapfel (2000) sowie Haupt u. Lion (2002). Eine ausfiihrliche Darstellung im Fre-
quenzbereich kann Tschoegl (1989) entnommen werden.

3.1 Konzept der inneren Variablen

Zur Beschreibung von Materialverhalten kénnen so genannte innere Variablen einge-
fithrt werden. Bei elastischen Materialien ist dies nicht n6tig, da diese ausreichend durch
externe Variablen beschrieben werden kénnen, wie in Abschnitt 1.4 fiir hyperelastische
Materialien dargestellt ist. Extern bedeutet, dass die Groflen direkt der Messung zu-
gianglich sind wie die Temperatur 6 oder die Deformation in Form des Deformations-
gradienten F. Innere Variablen hingegen sind der Messung nicht direkt zugénglich und
konnen eingefithrt werden, um spezielle thermomechanische Eigenschaften zu beschrei-
ben. Mathematisch bedeutet die Einfithrung einer inneren Variablen eine zusétzliche
Unbekannte, fiir die eine weitere Gleichung zur Verfiigung stehen muss, um das Problem
16sen zu konnen. Fiir die inneren Variablen werden deshalb so genannte Evolutionsglei-
chungen bzw. konstitutive Beziehungen eingefiihrt, mit deren Hilfe die Entwicklung der
inneren Variablen in Abhéngigkeit der gegebenen Grofien beschrieben werden kann.

3.2 Rheologische Modelle

Rheologische Modelle werden aus Kombinationen einfacher Grundelemente erstellt.
Diese sind in dieser Arbeit die Hookesche Feder und der Newtonsche Dampfer. Dadurch
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Abbildung 9: Maxwell-Modell.

konnen reale Materialeigenschaften konstruiert werden, wie bei der linearen Viskoelas-
tizitat deutlich wird.
Fiir die Hooksche Feder gilt der lineare Zusammenhang

c=FE¢e |, (3.1)

der auch als Hookesches Gesetz mit dem Elastizitdtsmodul E bekannt ist. Beim New-
tonschen Dampfer ist die Spannung direkt proportional zur Dehnungsgeschwindigkeit,
so dass sich

o="n¢ (3.2)

schreiben lasst, wobei 77 die Viskositét ist.

Temperaturdehnungen werden im Folgenden nicht beriicksichtigt, da lediglich die we-
sentlichen Zusammenhénge veranschaulicht werden sollen. Sollen die Temperaturdeh-
nungen mit einfliefen, muss die Gesamtdehnung e durch die mechanische Dehnung
ey = € — g ersetzt und fiir die thermische Dehnung ¢4 eine konstitutive Gleichung
aufgestellt werden.

3.2.1 Maxwell-Modell

Eine Moglichkeit linear viskoelastisches Verhalten darzustellen, ist durch das Maxwell-
Modell gegeben. Wie in Abb. 9 deutlich wird, handelt es sich bei dem Maxwell-Modell
um eine Hooksche Feder und einen Newtonschen Dampfer, die in Reihe geschaltet sind.
Die gesamte Deformation, die eine externe, messbare Grofle ist, kann dabei in einen
elastischen und einen inelastischen Anteil zerlegt werden.

€E=¢€eqt+Ein - (33)

Diese Anteile sind entsprechend innere Variablen, da sie nicht messbar sind. Die Bezie-
hung aus Glg. (3.2) stellt dabei die Evolutionsgleichung fiir die inelastische Dehnung
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1
ém = — 0 (34)
n
dar. Weiterhin wird eine Konstitutivgleichung fiir die Spannung benétigt sowie eine
Materialgleichung fiir die freie Energie. Diese sind

1
und
0
o=p 8€¢l =Feq . (3.6)

Ausgehend von der zeitlichen Ableitung von Glg. (3.3) ergibt sich unter Beriicksichti-
gung der eingefiihrten Beziehungen die lineare Differentialgleichung (Dgl.)

1 1
Die Dgl. kann weiter umgeformt werden. Stellt man die Dgl. zu
E
c+—o0c=Fc¢ (3.8)

um, kann auch

(cl5 1) a)° T —Fe (3.9)

(e(% t) a>° —eit)pe (3.10)

Mit der Relaxationszeit 7 = L ergibt sich nach Integration iiber die Zeit fiir die Span-
nung

o= /Ee(T) E(€) de . (3.11)

= [ 5 g(e) de (3.12)
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und die freie Energie zu

p¢:;//EA“““ﬂamé@>&i&g, (3.13)

—00 —00

wobei das quadratische Integral durch ein Doppelintegral ausgedriickt wird.

GemiB Glg. (3.11) ist die Spannung ein lineares Funktional der Deformationsgeschichte,
weswegen von linearer Viskoelastizitédt gesprochen wird.

Ausgehend von den Beziehungen in den Glg. (3.11) und (3.13) kénnen verallgemeinerte
Materialmodelle formuliert werden. Dazu wird

o= [G-9:© ag (3.14)
und
pY= % / /G<2 t—& — &) (&) (&) d& d& (3.15)

gesetzt, wobei G die Relaxationsfunktion ist.
Werden nun N Maxwell-Elemente parallel geschaltet, wie in Abb. 10 dargestellt ist,
erhélt man fiir die Relaxationsfunktion

t

cxnzzjf By e5) (3.16)

Neben diesem diskreten Relaxationsspektrum ist auch ein kontinuierliches Relaxati-
onsspektrum ausgehend von kontinuierlich verteilten Maxwell-Elementen mdoglich. Die
Relaxationsfunktion hat dann die Form

G@:/Emdihh. (3.17)

Eine Erweiterung auf dreidimensionale Probleme kann Haupt u. Lion (2002) entnom-
men werden.

Zur Uberpriifung der thermomechanischen Konsistenz wird die Clausius-Duhem-Un-
gleichung ausgewertet. Fiir den isothermen, eindimensionalen Fall folgt aus Glg. (1.93)

pOy=0ccé—pih >0 (3.18)
und mit den Beziehungen

E=¢EqtEin (319)
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Abbildung 10: Verallgemeinertes Maxwell-Modell.
und
ph=FEcyiq=0iq (3.20)
kann

o* 20 (3.21)

I |~

pOy=0cin=

geschrieben werden. Ist die Viskositét konstant positiv oder ein positivwertiges Funktio-
nal der Prozessgeschichte, ist die Entropieproduktion immer gréfler gleich Null. Damit
ist das Maxwell Modell immer thermomechanisch konsistent. Aus der obigen Gleichung
folgt sofort, dass die Entropieproduktion nur von der inelastischen Spannungsleistung
o €;n abhéngt.

Fiir das verallgemeinerte Modell erfolgt der Nachweis ausgehend von Glg. (3.18) mit
Glg. (3.14) und der Ableitung der freien Helmholtzschen Energie

pw /Gt— €) de€é(t)
(3.22)
//Glzt_51 &) €(&) £(&2) d& d&

—00 —O0
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Dabei bringt die Schreibweise X'(y) = ‘fi—)y( die Ableitung der Funktion X nach ihrem
Argument y zum Ausdruck. Damit ergibt sich fiir die Clausius-Duhem-Ungleichung

plO~y=— / / G'2t—& —&) (&) é(&) d& d& (3.23)

—00 —00
und somit beispielhaft fiir ein diskretes Relaxationsspektrum

N

pefy:KZ:l // ) (&) €(&) d& d&
o0 —o0 ) (3.24)
" F )
-3 _/e( %) &) de

Die Clausius-Duhem-Ungleichung ist erfiillt, wenn die Elastizitdtsmoduli £} und Visko-
sitdten my grofer als Null sind. Damit ist das Doppelintegral auch in die hier dargestellte
quadratische Form iiberfiihrbar.

Analog ist eine Darstellung des viskoelastischen Materialverhaltens durch das so ge-
nannte Kelvin-Modell moglich. Hier erfolgt die Darstellung im Spannungsraum, d. h.
die aktuelle Deformation wird iiber ein lineares Funktional der Spannungsgeschichte
ermittelt. Eine Darstellung des Kelvin-Modells kann Anhang B entnommen werden.
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4 Thermomechanik von Aushirtevorgingen

Das hier verwendete Modell zur Thermomechanik von Aushértevorgingen wurde erst-
mals von Lion u. Hofer (2006) vorgeschlagen. Ziel des Materialmodells ist es, den ge-
samten Aushérteprozess thermomechanisch konsistent fiir finite Deformationen dar-
zustellen. Basierend auf den physikalischen Eigenschaften des Aushérteprozesses wird
dafiir ein finites thermoviskoelastisches Modell entwickelt.

Wihrend des Aushérteprozesses findet eine Phasenumwandlung des Klebemittels von
einer viskosen Fliissigkeit zu einem viskoelastischem Kleber statt. Dabei handelt es sich
um eine exotherme chemische Reaktion, die mit einem Temperaturanstieg verbunden
ist. Aus dem Temperaturanstieg resultiert eine thermische Expansion des Materials,
wahrend gleichzeitig aufgrund der chemischen Reaktion und der damit verbundenen
Phasenumwandlung eine chemische Schrumpfung stattfindet. Letztere kann bis zu 12%
des urspriinglichen Volumens betragen.

Um den zeitabhéngigen Aushértungsprozess zu beschreiben, wird eine innere Variable
eingefiihrt, die die chemische Reaktion und damit den Grad der Aushértung beschreibt.
Weiterhin wird eine multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten vorgenom-
men und in der Folge wird das Modell in Abhéngigkeit der unabhéngigen Variablen
E,; und 6 formuliert. Uber die Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung und die
Ableitung der Warmeleitgleichung werden schliellich die benétigten konstitutiven Be-
ziehungen vervollsténdigt.

Die Struktur des spannungserzeugenden mechanischen Anteils dieses Modells stammt
von Haupt u. Lion (2002).

4.1 Beschreibung der Aushirtung

Um den Aushértevorgang zu beschreiben wird ein zwei-Komponenten Kleber betrach-
tet. Dabei entsteht die Klebeverbindung aufgrund der chemischen Reaktion eines Har-
zes mit einem Hérter. Die phdnomenologische Beschreibung der Vorbereitung eines
zwei-Komponenten Klebers und der Aushértung kann Abb. 11 entnommen werden.
Dabei werden verschiedene Vereinfachungen eingefiihrt und nur die wesentlichen Ei-
genschaften des Aushérteprozesses betrachtet. Zum einen wird von stochiometrischen
Massenanteilen des Harzes und des Hérters ausgegangen, so dass nach der chemischen
Reaktion kein fliissiges Harz bzw. fliissiger Hérter verbleibt und nur ein fester Kle-
ber vorhanden ist. Zum anderen wird von einer homogenen Mischung des Hérters, des
Harzes und des entstehenden Klebemittels ausgegangen. In der Folge miissen keine
Konzentrationsgradienten und daraus resultierende Diffusionsvorgéinge beriicksichtigt
werden.

Aufgrund der Massenerhaltung wahrend des Aushértevorganges muss

mp.(t) + my(t) + mg(t) = mg = const (4.1)
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Abbildung 11: Vorbereitung und Aushéirtung eines zwei-Komponenten Klebers.

gelten. Die zeitabhéngigen Variablen my,(t), mpg:(t) und mg(t) stehen dabei fiir die
Massen des Harzes, des Hérters und des festen Klebers. Die Gesamtmasse der Mischung
mg ist konstant.

Werden nun die Massenverhéltnisse beziiglich der Gesamtmasse mg betrachtet, folgt

I/Hz(t) + l/Ht(t) + l/Kl(t) =1 . (42)
Die Massenverhéaltnisse sind dabei durch

my,(t
() = "D ) =
mo mo mo

definiert.

Die Massenverhéltnisse lassen sich in Abhéngigkeit von der chemischen Reaktion bzw.
vom Aushirtegrad angeben. Dazu wird eine chemische Reaktionskoordinate ¢(t) ein-
gefiihrt, die dquivalent mit dem Grad der Aushértung ist und deswegen auch als Aus-
hértegrad bezeichnet wird. Es gilt

0<qlt) <1 (4.4)
womit unter Beriicksichtigung der Stochiometrie
VHz(t) = VH2,0 — XH=z Q(t> ) (45)

vi(t) = Vo — xae q(t) und (4.6)
vii(t) = (Xu= + xae) q(t) (4.7)
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geschrieben werden kann.
Wird nun der Prozess zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit ¢(0) = 0 und nach einem ausreichend
langem Zeitraum mit g(oo) = 1 betrachtet, ergeben sich aus den Anfangsbedingungen

vi:(0) =vp.o , ve(0) =vmo und v (0) =0 (4.8)
und den Randbedingungen
vi.(00) =0 , wvg(oo) =0 und vy (o) =1 (4.9)
die Zusammenhénge
XH: = VH:20 » Xt =Vgro und damit vgig=1—vg,o . (4.10)

Fiir die Relationen in den Glg. (4.5) bis (4.7) folgt somit

vi:(t) = vizo (1 —q(t)) (4.11)
vie(t) = (1 — vhz0) (1 —¢q(t)) und (4.12)
via(t) = q(t) . (4.13)

Daraus wird deutlich, dass zur Beschreibung des zeitlichen Verlaufs der Massenverhélt-
nisse wéhrend der chemischen Reaktion nur die chemische Reaktionskoordinate ¢(t)
benétigt wird.

Diese wird oft iiber das Verhéltnis der abgegebenen zur totalen Reaktionswiarme de-
finiert. In dieser Arbeit wird jedoch im Weiteren der Ausdruck Aushértegrad fiir die
Variable ¢ verwendet.

Um die Entwicklung der inneren Variablen ¢ zu beschreiben, muss eine Evolutions-
gleichung formuliert werden. Diese fiihrt in der Regel auf eine Differentialgleichung fiir
den Aushértegrad in der Form ¢(t) = f(q,t,0,...) mit den Bedingungen ¢(0) = 0 und
q(00) = 1. D. h. zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist kein fester Kleber vorhanden und nach einem
ausreichend langen Zeitraum ist der Aushérteprozess vollstéindig abgeschlossen.

Die Aushirterate ¢(t) wachst dabei mit in der Regel zunehmenden Massenanteil des
festen Klebers, wenn der Aushérteprozess autokatalytisch ist.

4.2 Kinematik
4.2.1 Zerlegung des Deformationsgradienten

Die bei dem Aushérteprozess auftretenden Deformationen konnen auf drei ursichli-
che Einfliisse zuriickgefiithrt werden. Aufgrund der exothermen chemischen Reaktion
kommt es zu Temperaturdnderungen und in der Folge zu thermischen Dehnungen im
Material. Weiterhin resultieren Deformationen aus der mechanischen Beanspruchung
des Materials. Auflerdem kommt es aufgrund der Phasenumwandlung des Harzes und
des Hérters zu einem festen Kleber zur Schrumpfung des Materials. Die Ursache hierfiir
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Abbildung 12: Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten.

liegt in der geringeren Dichte des festen Klebers gegeniiber den fliissigen Komponenten.
Der Unterschied kann in der Grofle von 10% liegen.

Wie in Abb. 12 dargestellt ist, wird der Deformationsgradient entsprechend multipli-
kativ in einen mechanischen Anteil Fj;, einen chemischen Anteil F¢ und einen ther-
mischen Anteil Fy zerlegt. Es kann somit

F=F, Fc F, (4.14)

geschrieben werden.

Die dadurch entstandenen Zwischenkonfigurationen werden als thermische Zwischen-
konfiguration Zgs und thermochemische Zwischenkonfiguraton Zyc bezeichnet.

Da die thermische Expansion und die chemische Schrumpfung fiir die betrachteten Har-
ze isotrop sind, kénnen der chemische und der thermische Deformationsgradient verein-
facht werden. Dazu werden die Aushirtung-Volumen-Funktion g(q) und die Tempera-
tur-Volumen-Funktion ¢(#) eingefiihrt, die die chemisch und thermisch induzierte Vo-
lumenénderung beschreiben. Es gilt

Wl

Fo=g(q)* 1 und Fy=¢(@):1 . (4.15)
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Die Ansétze und Parameter fiir die eingefithrten Volumen-Funktionen sind durch den
Anwender vorzugeben und miissen experimentell ermittelt werden. Prinzipiell lassen
sich auch komplexere Kopplungen, z. Bsp. in Form von ¢(q,#) und ¢(q, 6) einfiihren.
Um den Aufwand moglichst gering zu halten, wird in dieser Arbeit von thermischer
und chemischer Isotropie ausgegangen. Aufgrund dieser Annahme gilt die Aussage

FoFy=F,Fo . (4.16)

Die Dichte der Materials in der thermochemischen Zwischenkonfiguration pye folgt aus
der Massenerhaltung iiber Glg. (1.47) zu

pr

4.2.2 Mechanisch inkompressibles Verhalten

Bei dem verwendeten Modell ist allein der mechanische Anteil der Deformation span-
nungserzeugend, weswegen der mechanische Green-Lagrangesche Tensor und die Tem-
peratur als unabhéngige Variablen gewihlt werden. Das FE-Programm MSC.MARC
unterscheidet aber nicht zwischen den einzelnen Anteilen der Deformationstensoren.
Eine Aufgabe der Implementierung dieses Materialmodells, die in Kap. 5 beschrieben
wird, ist es also die hier abgeleiteten Groflen zu berechnen, indem der multiplikative
Split in der User-Subroutine HYPELA2 durchgefiihrt wird, und diese in die durch das
Programm MSC.MARC geforderten Gréfien zu transformieren.

Bei dem zugrunde liegenden Ansatz fiir die freie Helmholtzsche Energie wird davon
ausgegangen, dass das Material mechanisch inkompressibel ist. Es gilt also

detFp = Fyy = 1 (4.18)
bzw.

Fy—1=0 . (4.19)

4.3 Freie Helmholtzsche Energie
4.3.1 Zerlegung der Spannungsleistung

Da die konstitutiven Gleichungen in Abhéngigkeit vom mechanischen Green-Lagrange-
schen Tensor bestimmt werden, muss die Spannungsleistung, die in dem ersten und
zweiten Hauptsatz in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung auftritt, entsprechend
umgeformt werden. Die Spannungsleistung ist durch den Term

T E (4.20)

1
W= —
PR
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gegeben.
Der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor ist iiber die pull-back Operation

T=FF!TFT (4.21)

geméf Glg. (1.42) definiert. Wird die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradi-
enten in Glg. (4.14) beriicksichtigt, erhélt man

T=Fy Fo F, F,) FoU Ry TR FUF,T (4.22)

so dass ein auf der thermochemischen Zwischenkonfiguration Zyc operierender me-
chanischer Spannungstensor, der so genannte mechanische zweite Piola-Kirchhoffsche
Tensor,

Ty = Fy Fyf TFL (4.23)
definiert werden kann. Daraus folgt sofort
T=F, FF,' F! Ty F;UF,7 . (4.24)

Als zweite Grofle, die in die Spannungsleistung eingeht, muss der Green-Lagrangesche
Tensor betrachtet werden.

Dazu werden der mechanische rechte Cauchy-Green Tensor Cj; und der zugehérige
mechanische Green-Lagrangesche Tensor Ej; eingefiihrt. Diese sind durch

Cy=F}, Fy und Ey = (Cy—1) (4.25)

definiert.
Mit der multiplikativen Zerlegung in Glg. (4.14) folgt dann fiir den Green-Lagrangeschen
Verzerrungstensor

E=(F"F-1)=(Fy F.F), Fy FcFy—1) = (Fy F, Cyy Fc Fy— 1) (4.26)

und die zeitliche Ableitung ergibt sich entsprechend zu

.1 . .
E=_ (F;F FLCy Fo Fy+ FY FL.Cy Fo Fot
(4.27)

FI FLC, Fo Fy + FY FLCy, Fo Fy + FY FLCy, Feo F9>
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Unter Anwendung Rechenregeln fiir das Skalarprodukt in Anhang A.2.1 und unter Be-
riicksichtigung der Symmetrie des mechanischen rechten Cauchy-Green Tensors, aus
der E = E folgt, sowie der Symmetrie des zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungs-
tensors und den Glg. (4.24) und (4.27) kann die Spannungsleistung durch

1 - . 1 /.7 - 1 /-7 . 1 /- .
w:—T-Ez—(ETT>-1=—(TTE>-1:—<TE)-1
PR PR PR PR
_ T Iy -1 =1 T 5T (L T
— F,' F' T, FT F, (Fe FL Cy Fo Fyt

FI F,, Cy Feo Fy+ FY FL Gy Fo Fot

F; F. Cy Fo Fy+F, FL Cy Fo Fg)) 1

ausgedriickt werden.
Um den Ausdruck zu vereinfachen, werden der thermische und der chemische raumliche
Geschwindigkeitsgradient

(,0/ /

L@:FQF;ZWM und LC:FCFglzgg—gcjl (4.29)

eingefiihrt. Werden weiterhin die Glg. (4.16) und (4.17) berticksichtigt, kann

1
2 pyc

(4.30)
Ty Car + Tar Car Lo + F5! Ty Cor Fe L9> 1

geschrieben werden. Mit den getroffenen Annahmen und Glg. (4.25) kénnen die einzel-
nen Terme weiter zusammengefasst werden. Mit

<TM F." LY FL Cy +F5' Ty Cy Fe Lg) 1=
—9 <(Fc L F51>TCM TM> 1=2Cy Tu- (FC L F51> ,
(TM LL Cy + Ty Cu LC> 1= (4.31)
=9 (Lg Cr TM) 1=2Cy Ty -Le und
<TM CM) 1=2Ty-Ey
folgt fiir die Spannungsleistung

1 - - 1 /- . ~ -
w=—T-B=— (Ty By +Cy Tor- (Fo Ly F') + Cyy Ty L) . (4.32)
PR Pec
Die Spannungsleistung kann nun beziiglich ihrer Anteile interpretiert werden. Der erste
Term ist der mechanische Anteil, der zweite Term reprisentiert den thermischen Anteil
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und der dritte Term stellt den chemischen Anteil der Spannungsleistung dar.
Wird Glg. (4.29) und die mechanische Inkompressibilitéit beriicksichtigt, ergibt sich fiir
die Ausdriicke in Glg. (4.31)

/

Cy T - (Fc Ly F51> = tr /((FL Fu) <FM Fy T FMT>FC<:;% / 1>F01) (4.33)
= 3(’0%0 tr(T) 6

und

Cy Ty Lo =tr (<F}4 Fu) <FM Fy T Fﬁ) <% q)>

g (4.34)
= tr(T) ¢ |,
39
so dass die Spannungsleistung auch durch
1 - . 1 /- ) ! : !
wz—T-E:—(TM-EM+i tr(T) 6+ 2 tr(T)q’) (4.35)
PR poc 3 39

ausgedriickt werden kann.

4.3.2 Ansatz fiir die Freie Helmholtzsche Energie

Die Struktur der freien Energie fiir den mechanischen Anteil wird von Haupt u. Lion
(2002) iibernommen. Dabei wird das Material als mechanisch inkompressibel ange-
nommen, wie in Abschnitt 4.2.2 beschrieben ist. Um die thermischen und chemischen
Vorgénge zu beschreiben, muss die freie Energie entsprechend um einen thermischen
und einen chemischen Anteil erweitert werden. Dazu werden die chemisch gebundene
freie Energie ®(q,0) und die thermisch gebundene freie Energie h(f) eingefiihrt. Die
freie Energie ist dann durch

z

= / [Ga(z— €) tr(€y.(€)) + Clz — €) (B (€)} de

—0o0

+ ®(q,0) + h(0)

(4.36)

definiert. Der mechanische Anteil der freien Energie ist ein Funktional der Deforma-
tionsgeschichte. Dabei sind der relative Piolasche Tensor ey, nach Glg. (1.36) und der
relative Green-Lagrangesche Tensor E,;, iiber die relative Zwischenkonfiguration Z(§)
definiert, wie in Abb. 13 dargestellt ist. Aulerdem wird eine intrinsische Zeit z einge-
fiihrt.

Fiir die Relaxationsfunktionen G4(z) und Gp(z) miissen die Bedingungen G’;(z) < 0
und G'5(z) < 0 sowie G (2) = 0 und G'5(z) > 0 erfiillt sein.
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FM(Z)

Abbildung 13: Relative mechanische Deformationsgradienten.

Die intrinsische Zeit z wird in Abhéngigkeit der physikalischen Zeit ¢ definiert. Da die
intrinsische Zeit eine weitere innere Variable ist, muss fiir sie eine Evolutionsgleichung
eingefithrt werden. Diese kann in Abhéngigkeit der thermomechanischen und der che-
mischen Prozessgeschichte definiert werden. Die Einfithrung der intrinsischen Zeit ist
erforderlich, um die Anderung der Materialeigenschaften wihrend der Aushirtung zu
beriicksichtigen. Durch eine geeignete Wahl der Evolutionsgleichung kann erreicht wer-
den, dass nach vollstandiger Aushértung des Klebers die intrinsische Zeit stehen bleibt
und der mechanische Anteil der freien Energie konstant bleibt und keinen weiteren
Beitrag mehr liefert. Die Eigenschaften, die durch diesen Anteil ausgedriickt werden,
werden dann in der weiteren Prozessgeschichte nicht mehr beriicksichtigt.

Die Beriicksichtigung der Prozessgeschichte ist schematisch in Abb. 13 dargestellt.
Durch die Integration wird jeder Zeitpunkt & beriicksichtigt. Der relative Deformati-
onsgradient Fj.(€) bildet dabei einen rdumlichen Tangentenvektor auf eine vorherige
zeitliche Zwischenkonfiguration Z(£) ab. Damit ergibt sich fiir den relativen Deforma-
tionsgradienten

For.() = Far(€) Fr(2) . (4.37)

entsprechend gilt fiir den relativen rechten Cauchy-Green Tensor

Carz(€) = Fy (2) Cu(§) Fy(2) (4.38)
den relativen Green-Lagrangeschen Tensor

1

(Cum(§) — 1) (4.39)
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und den relativen Piolaschen Tensor

(Ci.(©)—1) (4.40)

N | —

eMz(g) =

Wird nur der Zeitpunkt £ = z betrachtet, folgt aus den vorangestellten Beziehungen

Fu.(2) =1 und Cyn.(z) =1 sowie (4.41)
Ey.(2) =0 und ep.(2)=0 . (4.42)

Ohne detaillierten Nachweis gilt weiterhin

tr (Ep(2)) =0 und tr (eMZ(z) , (4.43)

tr(E,.(2)) =0 und tr(e),.(2)) =0 sowie (4.44)

2 0e " (Earz(2)) = =2 Cj/ (2) Ey(§) Cyy(2) - Ejy(2) und (4.45)
82 / /

St (ens(2)) = 2 €l € By (o) (1.46)

Mit den eingefiihrten Beziehungen kann die zeitliche Ableitung der freien Energie er-
mittelt werden. Diese ergibt sich zu

- / {G(z = &) tr(e). (&) + Gz — &) (B} ()} d€ 2(t)—

2 [ {Gale -9 enlo)- (4.47)
~ Gplz—6) Ci(2) Byy(6) Cif(2)} dE- Bu(t)+

=5 h’(e)) 9

Der erste Term aus Glg. (4.47) kann durch partielle Integration weiter vereinfacht
werden. Werden neben Glg. (4.43) fiir die Relaxationsfunktionen asymptotische Eigen-
schaften angenommen, so dass

lim G%(2) =0 und lim G(2) =0 (4.48)

Z—00 Z—00
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gilt, folgt fiir den ersten Term

- [ 160z~ ©) trlehna(€) + Gl — €) tBr.(O)} de 20 =

z

— |Gz = ©) tr{enn(§) + Gp(z = &) w(Barn(§)] (1)

/ - (4.49)
B / {Gh(z =€) tr(en:(€)) + Gh(z — &) tr(En(§))} d€ 2(t)

—00

~ [ {4 =) tlean(€) + G4tz ~ ) (e} d€ 200

Da fiir das Modell die Zwangsbedingung F); = 1 vorgegeben ist, folgt sofort

tr (Ep.(£)) >0 und tr(epn.(§)) =0 (4.50)

und somit unter der Voraussetzung, dass 2z nur positive Werte annimmt,

z

[ 1650~ ©) tr(ens(€) + Ghz ~ ) ()} d€ 2020 . (@5)
4.4 Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung
Ausgangspunkt ist die materielle Darstellung der Clausius-Duhem-Ungleichung nach

Glg. (1.93), die durch die Dichte dividiert wird, so dass sich

A .
07:—¢+—T-E—39—M

>0 4.52
PR pr 0 (4.52)

ergibt. Werden nun die Zusammenhénge aus den Glg. (4.35) und (4.47) unter Beriick-
sichtigung von (4.49) eingefiigt, ergibt sich

0y = / {G(z =€) tr(en(§)) + Gz — &) tr(Bar(€))} d& 2(t)+

z

2 / [Galz— €) ehy(€)-

e , (4.53)
—Gp(z =€) Cy(2) Eyy(€) Cif(2)} d€-En(t)+
0P . 0P , . . qp Grad#d
_(9_qq_(8(9 h(9)> e—se—RpT+

/ /

! t(T) 6 + 39— t(T) q)

—i——(TM'EM—I—SSO

Poc g
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Aus den Glg. (2.62), (4.51) und (2.63) folgt wiederum

/ (G (2~ €) tr(errs(£)) + Gz — €) tr(Bara(€)} A€ 2(t)

(4.54)
_ qg Gradd >0 .
pr 0
so dass nach einigen Umformungen
(2 [ {Gate =€ eh®) - Gtz ~ ©) Cil(2) Einle) i)} de
poc 3 pec g dq

/
- (s— Ld tr(T)—i—a—q)—l—h/(é’)) 0>0
3 poc ¥ o

als Ungleichung verbleibt, die beziiglich der thermomechanischen Konsistenz ausgewer-
tet werden muss.

Da der mechanische Green-Lagrangesche Tensor eine freie Variable ist, muss der erste
Klammerausdruck gleich Null sein, damit die Ungleichung erfiillt ist. Damit ist eine
Bestimmungsgleichung fiir den mechanischen zweiten Piola-Kirchhoffschen Tensor ge-
geben. In den mechanischen zweiten Piola-Kirchhoffschen Tensor fliet auflerdem die
mechanische Inkompressibilitat ein. Wie in Abschnitt 1.4.3 beschrieben, fithrt dies auf
einen zusédtzlichen Term. Fiir den mechanischen zweiten Piola-Kirchhoffschen Span-
nungstensor gilt somit die konstitutive Beziehung

Ty =—2 pec_z {Galz =) (€)= Ga(z = ) Cur(2) Eyy(6) Co ()} d¢ (4.56)

wobei p dem hydrostatischen Druck entspricht.
Die zweite freie Variable ist die Temperatur, so dass aus dem dritten Klammerausdruck
in Glg. 4.55 die konstitutive Beziehung

tr(T) — S — /() (4.57)

fiir die spezifische Entropie ermittelt werden kann.

Damit muss nun eine geeignete Evolutionsgleichung fiir den Aushértegrad ¢ gefunden
werden, damit der zweite Term in Glg. (4.55) positiv ist und die Clausius-Duhem-
Ungleichung erfiillt wird. Um eine quadratische Form zu erzeugen, wird deswegen fiir

die Ausharterate

) g 8@)

=\ tr(T) — — 4.58
I <3 pPoc g ( ) ( )
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gesetzt. Dabei ist A(...) > 0 ein Materialparameter.

Die Clausius-Duhem-Ungleichung ist mit den getroffenen Annahmen fiir beliebige ther-
momechanische Prozesse erfiillt. Das verwendeten konstitutiven Beziehungen sind somit
thermomechanisch konsistent.

4.5 Ableitung der Wirmeleitgleichung

Um die Warmeleitgleichung abzuleiten, wird von Glg. (2.68) ausgegangen. Die Division
durch die Dichte der Referenzkonfiguration pp fiithrt auf

. . 1 - = 1
vV+s0+s0=—T -E+r—— Divqy . (4.59)
PR PR

Wird die Definition des Warmestromvektors geméfl Glg. (2.63)
qp = —k Gradéd (4.60)
beriicksichtigt, kann der letzte Term in Glg. (4.59) auch mit Hilfe des Laplace-Operators
Divqp = —k Div(Grad ) = —x Af (4.61)

ausgedriickt werden. Wird weiterhin die Spannungsleistung (4.35) eingefiihrt, kann

. ) 1 - . ! . !
V+s0+50=— (TM-EM+ d tr(T)9+g— tr(T) q')+r+£A9 (4.62)
PR 3¢ 39 PR

geschrieben werden. Aus Glg. (4.17) folgt mit den Definitionen aus Glg. (4.15)

pr Pr
— = 4.63
M Fe Fa o) o10) o
und schliefllich fir Glg. (4.59)
V+s0+50=
1 - . ! . ! 4.64
gy B+ 21D oy g O ey s a0
poc 3 pr 3 pr PR

Fiir die Aushértung- und die Temperatur-Volumen-Funktion werden lineare Abhéngig-
keiten angenommen. Mit dem chemischen und thermischen Ausdehnungskoeffizienten
B¢ und fy folgt entsprechend

9(¢9) =1+ fc g und (4.65)
@(0) =1+ By (0 —0o) . (4.66)
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Ausgehend von der Phdnomenologie des Aushérteprozesses, muss ¢ < 0 und Gy > 0
sein. Die benotigten Ableitungen ergeben sich zu

d d(
q = —(gi(qQ) =06c und ¢ = —g(g ) =0y . (4.67)
Damit ergeben sich fiir Glg. (4.64)
. . 1 - . 1 .
YV+sO+50=— TM-EM+M tr(T) 0+

Poc 3 PR (468)

3 PR PR

und die spezifische Entropie aus Gleichung (4.57)

¢ 9(q) o, B (1+P0q) A Y
3 on tr(T) 50 h'(0) = 3 on tr 50 h

) ,  (4.69)

deren zeitliche Ableitung

G — 50 (1 —|—BC Q) tr(T) . (82_(I> + h”(cg)) 0'+ (69 ﬁc tI‘(T) _ 0* > q (470)

3 pr 00? 3 pr 0q 00

ist. Die Warmekapazitét ist durch ¢, = 6 % definiert, so dass sich

ca(q,0) = — (27(5 + h”(@)) (4.71)

ergibt. Werden die Beziehungen fiir die spezifische Entropie und die zeitliche Ableitung
der freien Energie nach den Glg. (4.47) und (4.51) beriicksichtigt, kann

z

~ [ {646~ ©) trle(€) + Glz — &) u(Bar©)} A€ 2(1) -

—00

9 / [Galz — €) €yy(€) — Gnlz — &) Cyi(2) By(€) Cri(2)} de - Bas(t) +

L9 g+ <a—®+h’(9)> 0+ (M tr(T)—a—q)—h’(Q)> 0+

dq o0 3 pr 00 (4.72)
Be (1 + Bc q) S ., Pa Bc PO\ N\,
+(T tr(T)—i—ECd(q,Q)Q—F(BpR tl"(T)—aq @9) (])9 =
:L TM.EM+M tr(T)é—i—
Poc 3 pr
(Pt 5 O =0)) oy 4oy £ n

3 PR PR
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geschrieben werden. Werden weiterhin die konstitutiven Beziehungen (4.56) und schlief3-
lich (4.58) beriicksichtigt, folgt

ca(q,0) 0 =
= 2 A0+ (5(; (1t 5o (6~ 60)) tr(T)—ﬁ—(D) q—
PR 3 pr dq
Be (14 Bc q) ' O By e .
—Tetr(T)—F(aqae—ng tr(T))9q+
_ ’f_ ¢ Be (1+ e q) ' ’d By B .
_p—RAe—F?“—i-X—TQtI‘(T)—F(aan—3pR tr(T)>9q+
+ / {G%4(z =€) tr(em:(&)) + Gh(z — &) tr(En(£))} d€ 2(¢

4.6 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt sollen die fiir die Implementierung des Materialmodells relevan-
ten konstitutiven Beziehungen und kinematischen Annahmen iibersichtlich dargestellt
werden. Abschnitt 2.7 kann man entnehmen, welche Groien benotigt werden, um die
durch das FE-Programm MSC.MARC geforderten Groflen zu berechnen.

Fiir die Implementierung des Materialmodells sind zum Teil weitere Beziehungen not-
wendig, die in diesem Abschnitt eingefithrt werden. Auflerdem werden fiir die Im-
plementierung Beziehungen teilweise vereinfacht. Die entsprechenden Vereinfachungen
sind hier ebenfalls dokumentiert.

4.6.1 Kinematik
Multiplikative Zerlegung
Zur Beschreibung des gesamten Aushérteprozesses wird der Deformationsgradient mul-

tiplikativ in einen thermischen, einen chemischen und einen mechanischen Anteil zer-
legt:

F=F, Fc Fy (4.74)
Thermische Deformation

Der thermische Anteil der Deformation wird als isotrop angenommen, so dass sich

Fo = 0(0)3 1 (4.75)
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mit der Temperatur-Volumen-Funktion

@(0) =1+ B (6 — o) (4.76)
ergibt. Die Referenztemperatur wird auf 8y = 290K festgelegt und fiir den thermischen
Ausdehnungskoeffizienten muss 3y > 0 gelten.

Es konnen auch komplexere Abhéngigkeiten der Form ¢ = ¢(q, ) dargestellt werden.
Chemische Deformation
Der chemische Anteil der Deformation wird ebenfalls als isotrop angenommen, so dass
sich

Fo=g(q)3 1 (4.77)
mit der Aushértung-Volumen-Funktion

9(q) =1+ fc q (4.78)

ergibt. Fiir den chemischen Ausdehnungskoeffizienten muss Go < 0 gelten.
Es konnen auch komplexere Abhéngigkeiten der Form g = g(q, ) dargestellt werden.

Mechanische Deformation

Die mechanische Deformation ist abhédngig von der Deformationsgeschichte, so dass
eine relative Zwischenkonfiguration eingefiihrt wird und

Fur(2) = Fa. ()" Fu(€) (4.79)
gilt.
Zwangsbedingung

Fiir das Materialmodell wird mechanische Inkompressibilitit vorausgesetzt:

4.6.2 Konstitutive Beziehungen

Freie Energie

Die Relaxationsfunktionen G4 und Gz konnen verschieden aufgebaut sein, wie in Ab-
schnitt 3.2.1 ausgefithrt wird. Um die grundlegenden Eigenschaften des Materialmodells
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zu iiberpriifen, gentigt es jedoch, sich auf einen einfachen Ansatz zu beschrianken. Des-
halb wird

Ga(z) = o e % und Ggp(z) =0 (4.81)

gesetzt. Wobei pg und 2y konstante Materialparameter sind.
Weiterhin wird ein Ansatz fiir die chemisch gebundene freie Energie ® benétigt. Es
wird der Einfachheit halber ein von der Temperatur unabhéngiger Ansatz gewéhlt:

. l (na mﬁ (1 _ q)lJraJrﬁ 1— q1+’y >
A Y

. (1+a+p) 7 (14+7) (4.82)

wobei n, m, 7., 7_, a, 8 und v Materialparameter sind.
Damit ergibt sich fiir die freie Energie nach Glg. (4.36)

z

2=

e A G CTEG) K
e (4.83)
1 (na mpB (1 _ q)1+a+ﬁ 1 — q1+7)) N h(&)

+_ i
AN GFa+p) 7 (4

Mechanischer zweiter Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor

Mit den vorausgegangen Annahmen gilt fiir den mechanischen zweiten Piola-Kirchhoffschen
Tensor

z

Tu= 20 [ (0 e T €u(O) de—pFu €yl (4.84)

—00

Aushiartegrad

Der Aushértegrad ¢ wird iiber die Evolutionsgleichung

i= (ﬁc (1 +3ﬁi);9 —%0)) 4yery - ‘3’_‘1’) (4.85)

beschrieben. Aus der Definition der chemisch gebundenen freien Energie in Glg. (4.82)
folgt fiir die Aushérterate

3 pr T+

e b (kB 0=00)) () 4 n2m? (1 — g)etf — L g1+7 fiir g < 1 (4.86)
4= 0 sonst .
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Intrinsische Zeit

Der Verlauf der intrinsischen Zeit z muss ebenfalls iiber eine Evolutionsgleichung vor-
geben werden. Damit die Clausius-Duhem-Ungleichung erfiillt ist, muss die Rate der
intrinsischen Zeit immer positiv sein. Auflerdem soll die intrinsische Zeit mit dem Ende
des Aushérteprozesses stoppen, so dass die Materialeigenschaften des viskosen Fluids
komplett verschwunden sind. Diese Forderungen werden durch den einfachen Ansatz

i=1-—gq (4.87)
erfiillt. Auch an dieser Stelle konnen komplexere Zusammenhénge eingefiihrt werden.

Wirmeleitgleichung

Es wird vereinfachend angenommen, dass das Material keine spezifische innere Wiér-
mequelle besitzt, so dass r = 0 gilt. Weiterhin wird beriicksichtigt, dass die chemisch
gebundene freie Energie keine Funktion der Temperatur ist. Zudem wird fiir die Wér-
mekapazitit eine Konstante verwendet. Damit ergibt sich fiir die Warmeleitgleichung

) _ R ¢* By (1+6c q) o P Be :
cq 0 = A + X 3 on 6 tr(T) 3 o tr(T)0 ¢ +
/ . (4.88)
+ / <Z_§ e tr(ens(€))) de (1)

—00
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5 Implementierung in MSC.MARC

Dieses Kapitel orientiert sich bei der Berechnung der erforderlichen Gréflen am Pro-
grammablauf des in Anhang C.3 beigefiigten Programmes. Im Laufe der Berechnung
der erforderlichen Operatoren werden kinematische Groflen und innere Variablen am
Beginn und am Ende des betrachteten Zeitschrittes benotigt. Fine Grofe, die sich auf
das Ende eines Zeitinkrementes bezieht, wird in der folgenden Darstellung durch , 1 X
kenntlich gemacht. Im Quellcode sind diese Groflen durch die angehéngte Zahl 1 ge-
kennzeichnet. Wird eine Grofle zu Beginn des Zeitschrittes verwendet, wird dies durch
die Angabe des Zeitpunktes ,, X deutlich gemacht. Im Quellcode wird der entsprechen-
den Grofle die Zahl 0 angefiigt.

Da die Thermomechanik von Aushértevorgangen mit den beiden freien Variablen E,,
und € formuliert ist, das FE-Programm MSC.MARC jedoch nicht zwischen einzelnen
Deformationsanteilen unterscheidet, miissen die durch das Materialmodell vorgegebe-
nen Groflen wie z. Bsp. der mechanische zweite Piola Kirchhoffsche Tensor durch pull-
back Operationen in die Referenzkonfiguration iiberfiihrt werden. Dazu muss in der
User-Subroutine HYPELA2 die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
beriicksichtigt werden. Um dieses zu erreichen, miissen zuerst die Werte der inneren
Variablen bestimmt werden, bevor die benétigten kinematischen Gréfien und schlief3-
lich die durch das Programm geforderten Groflen berechnet werden kénnen.

Welche Groflen benotigt werden, kann Abschnitt 2.7 entnommen werden. Ausgangs-
punkt fiir die hier durchgefiithrten Berechnungen ist die Zusammenfassung in Abschnitt
4.6.

Zur Programmierung der Subroutinen wird die Programmiersprache FORTRAN 77
verwendet. Fiir die Anforderungen dieser Arbeit bietet Brauch (1983) einen ausreichen-
den Uberblick. Beziiglich der numerischen Integration wird auf Knorrenschild (2003)
verwiesen.

5.1 Innere Variablen

Als innere Variablen verwendet das Materialmodell die intrinsische Zeit z und den
Aushértegrad ¢, die nach Aufruf der User-Subroutine HYPELA2 fiir die Zeitpunkte
t= ,tund t= ,1t berechnet werden miissen.

5.1.1 Aushirtegrad

Der Aushértegrad wird als State Variable gespeichert, so dass zum Aufruf der User-
Subroutine immer der Aushértegrad ,,q zur Verfiigung steht. Der Zuwachs wahrend des
Zeitschrittes wird durch die Auswertung der Evolutionsgleichung (4.86) ermittelt. Mit

3 pr T+

. A Bo (1+8y (0—00)) tr(T) + n® mf (1— nq)*tF — T% 2T fiir g < 1 (5.1)
nd = 0 sonst '

folgt fiir den Zeitpunkt , 1t

n+14 = nq + Atn nq ) (52)
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wobei At,, iiber
Aty = piit — ot (5.3)

definiert ist.

5.1.2 Intrinsische Zeit

Die intrinsische Zeit ist {iber die Evolutionsgleichung (4.87), 2 = 1 — ¢, definiert. Fiir
die intrinsische Zeit gilt also

n+1t
Da davon ausgegangen wird, dass fiir ¢t < 0 keine Verformung auftritt, kann

n+1t

nilZ = /(1 —q) dt (5.5)

geschrieben werden. Dieser Ausdruck kann weiter aufgeschliisselt werden. Es gilt

nl n+1t n+1t
n+1z:/(1—q) dt—l—/(l—q) dt:nz—l—/(l—q) dt . (5.6)
0 nt nt

Die aktuelle intrinsische Zeit wird als State Variable gespeichert, so dass bei jedem
Aufruf der Subroutine ,z bereitgestellt wird. Es muss folglich nur die intrinsische Zeit-
differenz

n+1t
Azy = py12— p2 = /(1 —q) dt (5.7)

nt

berechnet werden. Die numerische Integration erfolgt mit Hilfe der Trapezregel, so dass
sich

n+1t

/ (1—¢q) dt=

nt

(1_ RQ)+(1_ N+1Q) At — 2_(nQ+ n+1Q) Atn

5 . ; (5.8)

ergibt.

5.2 Kinematik

In diesem Abschnitt wird auf die Indizes verzichtet, die den Zeitpunkt ,t oder ,,t
wiedergeben. Es treten keine kinematischen Beziehungen mit Groflen, die sich auf den
jeweils anderen Zeitpunkt beziehen, auf.
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5.2.1 Zerlegung des Deformationsgradienten

Die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten wird ausgehend von Glg.
(4.74) betrachtet. Um die erforderlichen Gréflen zu berechnen, werden Grofien beztiglich
der Referenzkonfiguration und der Momentankonfiguration benétigt. Da die konstituti-
ven Gleichungen beziiglich der thermochemischen Zwischenkonfiguration Zyc definiert
sind, muss diese ebenfalls beriicksichtigt werden. Keine der eingefithrten und beno-
tigten Groflen operiert jedoch auf der thermischen Zwischenkonfiguration Zgg. Aus
diesem Grund werden der chemische und der thermische Deformationsgradient fiir die
Programmierung zusammengefasst. Es gilt somit

F=F)y FcFg=F, Fgy (5.9)
mit dem thermochemischen Deformationsgradienten

Foo=Fc Fy . (5.10)

Unter Beriicksichtigung der Aushértung-Volumen-Funktion ¢ = 1 4+ ¢ ¢ und der
Temperatur-Volumen-Funktion ¢ = 1+ 85 (0 — ) ergibt sich mit den Glg. (4.75)
und (4.77)

Foo=(951) (p3 1) =(g¢)5 1 . (5.11)

Nachdem der thermochemische Deformationsgradient bestimmt ist, kann aus dem De-
formationsgradienten der mechanische Anteil ermittelt werden. Dieser ergibt sich aus-
gehend von Glg. (4.74) zu

Fy=FF, . (5.12)

5.2.2 Zwangsbedingung

Das Materialverhalten wird als mechanisch inkompressibel angenommen. In Abschnitt
2.6.2 ist dargestellt, wie die linearisierte Zwangsbedingung iiber die Herrmann-Formu-
lierung beriicksichtigt wird. Die dort erhaltenen Ergebnisse miissen nun auf die mecha-
nische Inkompressibilitét iibertragen werden. Nach Glg. (4.80) gilt

F
Fo Fy
wobei aufgrund des angewendeten Staggered Solution Algorithmus zur Losung der
Funktionale jeweils die nicht betrachtete freie Variable konstant ist. Fiir die Gateaux-

Ableitung der Zwangsbedingung in Richtung des Verzerrungstensors E gilt analog zur
Vorgehensweise in Glg. (2.92)

D((Far — 1))[dE] = D ((FCFE} - 1)> [dE]

1
= FC!'.dE=Fy, C ' dE
T ct.d v CHed

Fuy—1=

1=0 |, (5.13)

(5.14)




80 5 IMPLEMENTIERUNG IN MSC.MARC

Die daraus resultierende Elastizitdtsmatrix ist auf Seite 81 dargestellt.
Die Gateaux-Ableitung beziiglich der Temperatur, die in den Temperaturspannungs-
tensor eingeht, ist nach Glg. (2.93)

D((FM—U)[de]:a%de:%(FCFFQ)de , (5.15)

wobei bei der Auswertung des thermischen Funktionals die Gesamtdeformation kon-
stant ist. Damit folgt unter Beriicksichtigung von Glg. (4.75)

O( FN_EOo/L
00 Fch _Fcae F@

Fy 0F,

= 7 (5.16)
Fy 00
/
O
2 2
Der erweiterte Temperaturspannungstensor ist somit
{@} = {@11 Oz Os3 %(@12 + ©21) %(@13 + O31) %(@23 + O3z) _FM%}

(5.17)

und der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor enthélt die Zwangsbedingung, so
dass

(T} ={Tu Tw Tz T T Tis (Fu—1)} (5.18)

gilt.
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ﬁmﬂmb —+ ﬂmmﬁb
nTm:mU + mHmHD

mmﬂmb + mmmﬁb
+mmﬂm‘0 + mmmﬁ@

mmmm@ + mmmm@
nTmmmmD + mmmmb

ﬂmﬁmb -+ HNmHD
ITNHﬁmQ + Nﬁmﬁo

ﬂmmmb + ﬁmmmb
nTmHNmb —+ mHmNQ

ﬁmmmb —+ Hmmmb
ITNHNMQ + Nﬁmmb

HmHND -+ HmNHD
n_lm:mb + mﬁmﬁb

mmHmQ —+ NmmHD
nTmmﬁmQ + mmmﬁb

HNHND + HNNHQ
n_lm:mb + mﬁmﬁb

ﬁmmmb + Qmmbvm Ammmmb 4 mmmmbvm ﬁmmmb + ﬁmmbvm

?mmmb + mﬁmmbvm Ammmmb 4 mmmmbvm ASNND 4 Smmbvm

AS:D + mzﬂbvm Amm:D + mmzbvm ﬁmzb + m:ﬁovm
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5.3 Spannungstensor

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 1.4.4 wird der mechanische zweite Piola-Kirchhoftf-
sche Spannungstensor in einen Anteil resultierend aus dem hydrostatischen Druck p
und einen Anteil, der aus der freien Energie 1 resultiert, zerlegt. Es folgt nach Glg.
(4.84)

SO L U

z

_=t _
=2 ﬂec/ (Moe #0 eM(f)) d§—p Fy CM1

—00

(5.19)

Bevor der mechanische Spannungstensor in die Referenzkonfiguration iiberfithrt wird,
wird der integrale Ausdruck des Anteils aus der freien Energie ausgewertet.
Aus der Annahme, das fiir ¢t < 0 keine Deformation stattfindet, folgt

n+1%
_n+12—¢

n+lT1]f4 = —2 n11poc / (MO e e/]\/[(§)> d¢
o (5.20)

n+1%2

_n4127¢
=-2 n+1pec/ (Moe 0 dM(f)) d§

0

Da in der User Subroutine nur der Zuwachs der Spannung berechnet werden soll, wird
das Integral in zwei Teile aufgeteilt, so dass

n<
_Azp

~ ) _nz=¢f
ni1 T = —2 ni1poc [6 0 / (Mo e eM(é)) dé +
0

n+1%
_ n412—¢&

b [ (o e o) ag] (5.21)

n<

nt+12

_Azp ~’Lp 7n+lz_§ ,
=€ % nTM_2n+1p90/ (Moe o eM(§)> dg

n<

folgt.
Die Ableitung des Piolaschen Verzerrungstensor kann durch

Aey(§) _ o, nH1€M €M

eu(8) = fim —1 = Jlim T (5.22)
angendhert werden. Damit ergibt sich
nt1z
R T e T e e

n<
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und mit der Auswertung des Integrals

n+1%2

_nt1Em€ _ngrz=¢] e _Bep
/e 0 dé =2 {e 20 } =2 (l—e 20> (5.24)

n<
n<

folgt

_Azp
~ b _Am ~y 1l—e #
n+1TM =e * nTM — 2 pg1P6C Ho T Am (n+1eM - neM) . (5'25)

20

Der mechanische zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor muss nun iiber eine pull-
back Operation in die Referenzkonfiguration iiberfiithrt werden. Der zweite Piola-Kirch-
hoffsche Tensor ergibt sich somit durch

w1 T =ni1 Fop . w1 Tar w1 Fog (5.26)

Fiir den hydrostatischen Anteil des Spannungstensor folgt mit den Glg. (4.14) und
(4.25)

~p 1 1 -7
ni1 L = i1l n1F g (— nt1P nt1Fm n+1CM) nt1F g
“1 1 -7
— nt1P nt1Fco ne1Fv ni1F g n1Cor nt1Fog (5.27)

—1
= — n+1pP n—i—lF n+lc

Mit der Definition des mechanischen Piolaschen Tensors e, = %(CK/} —1) folgt fiir den
Anteil aus der freien Energie des zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors

Azn ~ w

~ 1) 1 _ Azp
nr1 T = ni1Fco ni1Fcy (6 0, Ty —

Azn
1—e =0
-1 -1 -T
_nlpOC’MO—z nlC _nC an
+ Az_on (+ M M)) +1F o (5.28)
Azn ~
= 67? nTw —
_Azp
l—e = 1 ~1 1 -7
— n1Fco ne1poc o Tn+1ch (n+1CM - nCM) n+1ch
20
und mit Glg. (4.17) kann schlieflich
~ Azn ~
nHTd} =e = nTw —
1—e e (5.29)

-1 -1 —1 -7
— n+1PR HO — AL (n+1C - n+1Fce nCM n+1Fce)
20
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geschrieben werden. Somit folgt fiir den zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor

- - <
n+1T - n+1Tp + n+1T

F,o Cl4e 5% o
= T n n n e 0 5, -
+1p +1 +1 N (530)
l—e o —1 1 1 T
— nt+1PR MO T AL (n+1C - n+1ch nCM n+1ch)

20

Der aktuelle aus der freien Energie resultierende zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungs-
tensor wird dabei wiederum mit Hilfe der State Variables abgespeichert, so dass er beim
néchsten Aufruf der Usersubroutine wieder zur Verfiigung steht und die obige Gleichung
ausgewertet werden kann.

5.4 Temperaturspannungstensor

Der Temperaturspannungstensor berechnet sich gemafl Glg. (2.37) bei konstanter Ge-
samtdeformation zu

0 n—i—lT
06

Da der aus dem hydrostatischen Druck resultierende Anteil des zweiten Piola-Kirch-
hoffschen Tensors geméf Glg. (5.27) allein von Grofien der Gesamtdeformation abhéngt,
gilt

P
a’g—;T -0 . (5.32)

n+1@p =
Mit Glg. (5.11) kann fiir den aus der freien Energie resultierenden zweiten Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensor nach Glg. (5.29)
1 _Azp
~ w _Azp ~ w — € 20 _ _2 —
w1 T = e = T — ,11pRr fo AL, <n+lc "= (g 9) 3 aC 1) (5.33)

20

geschrieben werden.

Um die Ableitung zu bestimmen, muss die intrinsische Zeit beziiglich ihrer Abhén-
gigkeit von der Temperatur untersucht werden. Wie in Abschnitt dargestellt ist, ist
die intrinsische Zeit iiber den Aushértegrad g definiert, der wiederum iiber die Evo-
lutionsgleichung in Glg. (5.1) ermittelt wird. In dieser Gleichung ist der Cauchysche
Spannungstensor T von der Temperatur abhéngig, da dieser nur ausgehend von dem
mechanischen zweiten Piola-Kirchhoffschen Tensor bestimmt werden kann und dafiir
der mechanische Deformationsgradient F,; benéctigt wird, der jedoch nur in Abhén-
gigkeit von der Temperatur bestimmbar ist. Weil fiir den Materialparameter A jedoch
A < 1 gilt, wird diese Abhéngigkeit vernachléssigt.

Da alle Gréflen zum Zeitpunkt ¢t = ¢ fest vorgegeben sind, folgt
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~ w 2 _Azp
0 pi1 T 8n1(g<p)3 1—e =0 B
n+1@¢ = 110 = 50 = i o0 n+1PR Mo T Az nCJ\/Il
, =0 e (5.34)
0 n+190*§ -2 l—e = -1
=55 "tV * nt1PR PO T AL, nCar
20
und damit schlieBlich
Azn
2 5 s 1—e =0 B
10 = —3 Bo n419 3 nt19 ® nt1PR Ho —an Cy - (5.35)

20

5.5 Tangentenoperator

Um das mechanische Funktional 16sen zu konnen, muss nun noch der Tangentenope-
rator bestimmt werden. Der Ubersichtlichkeit halber werden die beiden Anteile des
zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors geméfl Glg. (5.30) wieder getrennt be-
trachtet. Die Bildungsvorschrift fiir den materiellen Elastizitéitstensor kann Glg. (1.106)
entnommen werden.

Unter Beriicksichtigung der Definition des Ableitungstensors E in Glg. (1.124) ergibt
sich der aus dem hydrostatischen Druck resultierende materielle Elastizitatstensor nach
Glg. (1.131) zu

nt1CP =1 p i I (n+lc_1 ® n1C' =2 n+1E) (5.36)
bzw.

4
nt1C Yk =nt1 D nn P (n+1CI_Jl w1051 — 2 o1 Crp n+1Cle) . (5.37)

Der aus der freien Energie resultierende Anteil des materiellen Elastizitédtstensors kann
unter Beriicksichtigung von Glg. (1.124) zu

~
0 n T 0 _Azp o
n+1(Cw = = = e nTw -
0 n11C 0 n1C
Azn
l1—e = 1 1 el -7
— ws1Pr 0 — 3z (nn1C T = wniFop wCos niiFop) (5.38)
T
1—e =
=2 nt1PR Mo A nt1E
Tz
bzw.
Azn
4 1—e =

n+1 C }pJKL =2 411PR Mo T A, n+101_1§ rwrlch1 (5-39)
20
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bestimmt werden.
Fiir den gesamten materiellen Elastizitédtstensor kann somit

21C = n1C? + 1 C¥ = ip 1 F (1C7'® 1 C =2, 4E) +

_Azp

l—e =0 (5.40)
+2 n+1PR Mo Azp ”+1E

20

geschrieben werden.

5.6 Wairmeleitgleichung

Um die thermomechanische Kopplung zu beriicksichtigen, muss die Wéarmeleitgleichung
ausgewertet werden. Diese ergibt sich fiir diese Problemstellung nach Glg. (4.88) und
unter Beriicksichtigung, dass fiir t < 0 keine Deformation auftritt zu

. 1 .
n+1PR 3 ni1PR 3 ni1pPR
n+1%2
-2 _
q o _nt1z=E .
+5+ / <z_§ e =0 tr(eMz(ﬁ))> d& (1)

0

(5.41)

Wie in Abschnitt 2.5.1 beschrieben ist, beriicksichtigt das FE-Programm MSC.MARC
von Glg. (5.41) iiber die Warmekapazitit cq und die Warmeleitzahl x nur die rechte
Seite und den ersten Term der linken Seite. Obwohl fiir die Warmekapazitét ein kon-
stanter Wert vorgegeben wird, wird sie in der User-Subroutine HYPELA2 {iber die
State Variable ¢(2) zur Verfiigung gestellt, um eine Erweiterung des Programms auf
eine prozessabhéingige Warmekapazitéit zu ermdoglichen.

Die restlichen Terme miissen analog zum Vorgehen in Abschnitt 2.5.1 entsprechend
Glg. (2.75) in einer allgemeinen Wiarmequelle R zusammengefasst werden.

Unter Beriicksichtigung von Glg. 5.1 ergibt sich somit

14 B n i 4 nd
R _ _/86 ( ﬁc +1Q) n+16 tr(T) - 56 ﬁc tr(n+1T) n+10 nd + i +

N 3 n1PR S nriPr < \/\"’

}; 151,1 Rypr
L (5.42)

ILLO _n4127¢ :
. / (% ™ nens(€)) dé2(0) .
Rrv

wobei die einzelnen Anteile getrennt betrachtet werden sollen.
Fiir den ersten Anteil R; wird die Naherung

np1 tr(T) — , tr(T)

tr(T) = 7

(5.43)
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fiir die zeitliche Ableitung der Spur des Cauchyschen Spannungstensor verwendet. Der
aktuelle Cauchysche Spannungstensor wird dafiir aus dem zweiten Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensor mittels eine push-forward Operation

1

— wi1F i T i FT (5.44)
n-+

n+1T =

bestimmt und als State Variable abgespeichert, so dass der Wert beim néchsten Aufruf
der User Subroutine zur Verfiigung steht. Damit ergibt sich

ni1 tr(T) — ,tr(T)
n+10
3 nt1PR At,

(5.45)

Um den zweiten und den dritten Quellterm R;; und R;;; zu berechnen, miissen keine
weiteren Annahmen getroffen werden. Es gilt somit

By Be

R[[ = —3 tr(n+1T) n+16 nq (546)
n+1PR
und
q'2
R[][ = nT . (547)

Um den vierten Anteil der allgemeinen Warmequelle

n+1%

Ry =1 [ (T utewo)) ag ) (5.43)

zu berechnen, muss das Integral ausgewertet werden.
Mit Hilfe der partiellen Integration kann

n+1%

’Z—g (e_ngg_5 tl‘(eMz(f))) dg z(t) =
0
— % [20 e tr(eMz(f))] 2(t) -
& 3 . ) (5.49)
Rrva
n+1% o
L [ (7 utehee) ag 0

[e=]
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geschrieben werden, wobei wiederum die beiden entstandenen Terme einzeln betrachtet
werden sollen.

Fiir den Quellterm Rjy, muss der Piolasche Verzerrungstensor zu den Zeitpunkten
¢ =0und £ = ,12 ausgewertet werden. Ausgehend von den Glg. (4.38), (4.40) und
(4.42) gilt

1 1

e:(€) = 5 (CL(O) = 1) = 5 (Farlanz) GO Fhiluaz) = 1) . (550)

Fiir den Zeitpunkt £ = ,, 12 folgt somit
er:(nt12) =0 und damit  tr(ep:(n412)) =0 . (5.51)

Mit der Definition des linken Cauchy-Green Tensors in Glg. (1.22) ergibt sich fiir den
Zeitpunkt & = 0 schlieBlich

1
en(0) = 3 (Far(ns12) Car(0) Fiy(ngr2) — 1)
- ) . (5.52)
=5 (Far(ni12) Fprlnirz) — 1) = 5 (n1Bu = 1)
Fiir die Evolutionsgleichung der intrinsischen Zeit gilt gemaf Glg. (4.87)
2t)=1— nnq (5.53)
womit sich der betrachtete Quellterm zu
1 _n+12
Riva =3 ? (e o tr (B — 1)) (1= ni1q) (5.54)
0
ergibt.
Der zweite Quellterm Ry, ldsst sich zu
n+1%2
1 _n+12*§ , .
Fro=— = | (e ™ u(eh.€) dgp 20 (5.55)
0

0

umformen. Dabei kann der umklammerte Term nach Haupt u. Lion (2002) ersetzt
werden, so dass sich

nt+1%2

Ria= 4= [ (0 ™5 60 Culonr)) d6p 20 (556)

20
0

schreiben l&sst.
Weitere Umformungsschritte fithren auf

n+1%

1 _nt12=¢ )
Ryyy = > o —2 wy1poc (Mo e eMz(g)) dé - n1Cun Z(lf)
n+106C 20

(5.57)
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und unter Beriicksichtigung der Ergebnisse der Auswertung der Clausius-Duhem-Un-
gleichung in Glg. (4.56) und den getroffenen Vereinfachungen geméfl Glg. (4.84) auf

1 ~ .
RIVb = n+1TM : n+1CM Z(t)
2 n+1P6C 20 (5 58)
1 ~ . ’
=5 tr <n+1TM n+ICM> £(t)
n+106C <0

und mit Glg. (4.17) erhélt man schliefilich
n+1Fco -
Ry = 2 virn 2 tr <n+1TM n—HCM(Z)) (1= nr1q) - (5.59)

Der mechanische zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor wird wiederum {iiber eine
push-forward Operation durch

1

n+1Fco

w1 T = wi1Foo 1T nii Fly (5.60)

ermittelt.
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Abbildung 14: Schematische Darstellung einer iiberlappenden Klebeverbindung.

6 Auswertung anhand von Beispielsimulationen

In diesem Kapitel soll an einfachen Beispielsimulationen das implementierte Material-
modell verifiziert werden. Dazu werden verschiedene Simulationsbeispiele betrachtet
und ausgewertet. Um den Rechenaufwand moglichst gering zu halten, wird die Pro-
blemstellung auf ein quasi zweidimensionales Problem reduziert. Neben dem Defor-
mationsverhalten bei verschiedenen Belastungen wird die Temperaturentwicklung im
Klebemittel betrachtet. Dazu werden eine adiabate Rechnung und eine Rechnung, bei
der {iber die Grenzflichen Wérme abgefithrt wird, durchgefiihrt. Bei dem Deformati-
onsverhalten gilt das besondere Augenmerk der chemischen Schrumpfung, die durch
das Modell abgebildet werden soll. Schlielich sollen kurz die auftretenden Spannungen
auf ihre Plausibilitdt hin iiberpriift werden.

6.1 Simulationsbeispiele

Um leicht interpretierbare und versténdliche Ergebnisse zu erhalten, ist es wichtig,
geeignete Simulationsbeispiele zu erstellen. Ziel ist es dabei, mit moglichst geringem
Aufwand moglichst aussagekriftige Ergebnisse zu bekommen. Da keine experimentellen
Daten vorliegen, konnen die vorgenommenen Rechnungen nicht anhand experimenteller
Daten verifiziert werden. Hinzu kommt, dass die Mdoglichkeiten ein spezielles Materi-
alverhalten zu simulieren durch die getroffenen Vereinfachungen stark eingeschrankt
sind. Eine Erweiterung ist aber ohne Weiteres moglich, wie in Abschnitt 3.2 erlautert
wird. Zur Bewertung der Ergebnisse werden deshalb phénomenologische Eigenschaften
herangezogen, iiber die die Bewertung beziiglich der grundsétzlich durch das Modell
abgebildeten Eigenschaften moglich ist.

6.1.1 Realisierung der FE-Rechnung

Die Beispielsimulationen werden quasi zweidimensional angelegt, damit die erhaltenen
Ergebnisse leichter interpretierbar sind. Das Materialmodell ist jedoch fiir Volumenele-
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Abbildung 15: Veranschaulichung der Beispielrechnungen.
a) stumpfe Klebeverbindung
b) iiberlappende Klebeverbindung zweier steifer Materialien
¢) iiberlappende Klebeverbindung eines steifen und eines elastischen Materials

mente implementiert, so dass allgemeine dreidimensionale Rechnungen ohne Weiteres
moglich sind. Ein weiterer Vorteil bei der ausschnittsweisen Betrachtung liegt in dem
reduzierten Rechenaufwand.

Wie in Abb. 14 dargestellt ist, wird von einer ausreichend langen Klebenaht ausge-
gangen, die in dem gezeigten Beispiel eine iiberlappende Klebeverbindung herstellen
soll. An einer beliebigen Stelle der Klebenaht, die ausreichend weit vom Anfang und
Ende der Naht entfernt ist, sollen die Anderungen der Materialeigenschaften iiber den
Querschnitt betrachtet werden. Aus Abb. 14 wird deutlich, dass dies durch einen ein-
Element breiten Nahtquerschnitt realisiert werden kann. Durch dieses Vorgehen erhélt
man eine quasi zweidimensionale Rechnung.

Die Abmessungen des betrachteten Querschnitts konnen ebenfalls Abb. 14 entnom-
men werden. Um der Realitdt moglichst nahe zu kommen, wird der Freiheitsgrad in
z-Richtung, also ldngs der Klebenaht, fiir alle Knoten gesperrt. Dabei wird die Annah-
me zu Grunde gelegt, dass eine Verschiebung in z-Richtung durch die mittige Position in
Langsrichtung behindert wird. Die Verbindung des Klebemittels mit dem zu klebenden
Material wird als ideal betrachtet. Fiir die nicht adiabate Berechnung wird weiter-
hin angenommen, dass die Wéarmeableitung durch die umgebenden Medien konstant
ist. Mit den getroffenen Annahmen ist es méoglich, auf einfache Weise die elementaren
Eigenschaften des implementierten Materialmodells zu iiberpriifen.

6.1.2 Beispielsimulationen

Im Folgenden sollen die Eigenschaften des implementierten Materialmodells beziiglich
des Deformationsverhaltens, der Temperaturentwicklung und der auftretenden Span-
nungen untersucht werden. Davon ausgehend miissen geeignete Beispiele gefunden wer-
den, um das entsprechende Verhalten auswerten zu konnen.

Um das Deformationsverhalten zu beurteilen, werden drei Rechnungen mit unterschied-
lichen Voraussetzungen durchgefithrt. Eine Ubersicht der verwendeten Beispiele kann
Abb. 15 entnommen werden. Die erste Rechnung simuliert die Anwendung eines Kle-
bemittels als Dichtmittel. Die Verbindung ist dabei stumpf ausgefiihrt und die zu fii-
genden Teile sind starr, wie in Abb. 15 a) dargestellt ist. In der FE-Rechnung werden
entsprechend die oberen und unteren Knoten fest eingespannt. Es wird erwartet, dass
sich das Klebemittel aufgrund der chemischen Schrumpfung wihrend des Aushértepro-
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zesses zwischen dem oberen und dem unteren Fiigeteil einschniirt.

Als zweites Beispiel wird die héufigste Anwendung von Klebemitteln simuliert. Die
zu fiigenden Bauteile sind sehr steif und werden durch die Spannungen, die wahrend
des Klebens entstehen, nicht deformiert. Abb. 15 b) kann die Anordnung entnommen
werden. Weiterhin haben die zu fiigenden Bauteile einen gewissen Spielraum, der es
ihnen ermoglicht sich senkrecht zum Kleber zu bewegen. Aufgrund der chemischen
Schrumpfung wahrend des Aushérteprozesses nidhern sich die Bauteile in der Folge an.
Diese Eigenschaften werden wieder entsprechend iiber die Randbedingungen in das FE-
Programm eingearbeitet.

Als drittes Beispiel wird die Verbindung eines im Vergleich zum Kleber steifen und ei-
nes vergleichsweise elastischeren Materials betrachtet. Es wird davon ausgegangen, dass
die wahrend des Aushérteprozesses auftretenden Spannungen das elastischere Bauteil
verformen. Dieser Fall wird idealisiert realisiert, indem die oberen Knoten nur beziiglich
der Freiheitsgrade lings der Klebenaht gesperrt werden und senkrecht zur Klebenaht
frei beweglich sind; Das obere Fiigeteil hat somit keine Steifigkeit. Das Beispiel wird in
Abb. 15 ¢) veranschaulicht.

Ausgangspunkt fiir alle weiteren Betrachtungen ist das in Abb. 15 b) dargestellte Bei-
spiel.

Als néchstes soll die Entwicklung der Temperatur wiahrend des Aushérteprozesses be-
trachtet werden. Dazu wird eine adiabate Rechnung durchgefiihrt. Damit soll die prin-
zipielle Temperaturentwicklung beurteilt und eine Vergleichsrechnung erstellt werden.
Anschliefend wird eine Rechnung durchgefiihrt, in der {iber thermische Randbedingun-
gen ein konstanter, kontinuierlich abflieBender Warmestrom beriicksichtigt wird. Dabei
wird davon ausgegangen, dass der Warmestrom iiber die zu fiigenden Bauteile grofier
ist als der iiber das umgebende Medium, in diesem Fall Luft. Es wird erwartet, dass
sich das Klebemittel im Zuge der Aushirtung erwdrmt. Daraus resultiert eine ther-
mische Expansion, die mit der zunehmenden Abkiihlung des Klebers zum Ende des
Aushérteprozesses wieder abnimmt.

Als letztes sollen kurz die entstandenen Spannungen diskutiert werden. Dazu wird wie-
der das in Abb. 15 b) veranschaulichte Beispiel herangezogen.

6.1.3 Materialparameter

Die Rechnung erstreckt sich iiber einen Zeitraum von 2000 s und wird in 250 Inkremente
unterteilt. Die im Folgenden aufgefithrten Materialparameter sind frei gewahlt und
nicht an experimentelle Werkstoffdaten angepasst. Sie sind jedoch so gewihlt, dass
die elementaren Eigenschaften des Materialverhaltens deutlich werden. Bei der FE-
Rechnung wird das N-mm-s (Newton, Millimeter, Sekunde) System gewé&hlt.

Be (1] | Bo [L/K] | po [mm?/s%] | 20 [s] | b [K] | 7 [s] | = [s] | & [kg mm/K s°]
—0,1| 10°° 1 10" [ 290 | 10 | 10° 0,26

A a1 | B[] |y (] [ m (] | n [1] | pr [kg/mm?®] | ca [mm?/K 5%
0] 2 | 2 | 1 | 0505 1 10°

Tabelle 1: Materialparameter
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Volumen-Zeit-Diagramm
Volumen/Anfangsvolumen / [%] (x100)

1

0.924 o —————

Zeit t /[s] (x1000)

Abbildung 16: Volumen-Zeit-Diagramm bezogen auf das Anfangsvolumen.

6.2 Deformationsverhalten

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der drei Beispielrechnungen, die in Abb. 15
veranschaulicht sind, beziiglich der Deformation erortert. In Abb. 17 wird die jeweilige
Deformation nach der Analysezeit gezeigt. Weiterhin wird in der Abbildung die zuge-
horige Vergleichsspannung nach von Mises dargestellt.

Fiir den Fall a) mit zwei starren zu fiigenden Bauteilen tritt eine deutliche Einschnii-
rung des Klebemittels auf, wie erwartet wurde. Bei der Vergleichsspannung gibt es in
der linken unteren Ecke einen Ausreifler, der sich auch im FE-Netz wiederfindet. Da
dieses Problem auf gegeniiberliegenden Rand nicht auftritt, ist davon auszugehen, dass
eine feinere Vernetzung zu einem besseren Ergebnis fithrt. Die grofiten Spannungen
treten erwartungsgeméf in den am stérksten deformierten Bereichen des Klebemittels,
also in allen Ecken, auf.

Im Fall b) decken sich Ergebnisse ebenfalls mit den Erwartungen bzw. mit den phéno-
menologischen Beobachtungen. Aufgrund der chemischen Schrumpfung bewegen sich
die beiden Bauteile aufeinander zu. Gleichzeitig ist eine leichte Einschniirung des Kle-
bemittels zu erkennen. Im Innern der Klebenaht tritt ein relativ grofler homogener
Spannungsbereich auf. Erwartungsgeméf ist die Spannungsbelastung am Rand und in
den Ecken am grofiten.
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Als letztes Beispiel wird nun die Anordnung c) betrachtet. Hier zeigt sich, dass der
Kleber das elastischere zu fiigende Bauteil verformt und ebenfalls schrumpft. Die Span-
nungsspitzen treten dabei in den fixierten unteren beiden Ecken auf. Nach oben hin
lasst die Spannung nach, da sich das Material freier verformen kann und so geringere
Zwangsspannungen induziert werden. Mit zunehmenden Abstand zur festen Einspan-
nung wird die Spannungsverteilung homogener, d. h. der Einfluss der Randbedingung
lasst mit zunehmender Entfernung zu derselben nach.

Das implementierte Materialmodell erfiillt beziiglich des Deformationsverhaltens so-
mit alle Erwartungen. Geméfl der Vorgabe der Materialparameter in Tab. 1 muss die
Schrumpfung bei vollstindiger Aushértung und Abkiihlung auf die Umgebungstem-
peratur bei 10% liegen. Dem Diagramm in Abb. 16 kann man entnehmen, dass das
Volumen im betrachteten Zeitraum prozentual auf einen Wert von 92,4% sinkt. Da das
Material mechanisch inkompressibel modelliert ist und der Temperaturausdehnungsko-
effizient 3y in Verbindung mit den auftretenden Temperaturen nur Volumenénderungen
erzeugt, die mehrere Gréfenordnungen kleiner sind als die aus der Aushértung resul-
tierenden, kann aus dem Volumen-Zeit-Diagramm iiber den Zusammenhang

Volumen:F:FM FC FgﬁFczl—ﬁCq (61)

indirekt der Aushértegrad bestimmt werden. Der gewéhlte Ansatz des Aushértegrades
zeigt fiir ¢ — oo asymptotisches Verhalten. Dieses Verhalten iibertréagt sich entspre-
chend auf das Volumen. Mit den getroffenen Annahmen betrégt der Aushértegrad nach
t =200 s in etwa 0,5 und nach t = 1000 s liegt er bei etwa 0, 7.

Ausgehend von dem Volumen-Zeit-Diagramm in Abb. 16 kann also festgestellt werden,
dass die chemische Schrumpfung voll beriicksichtigt wird.

Einige Anmerkungen miissen noch zur Erfiilllung der Zwangsbedingung angefiigt wer-
den. Diese wird fiir Elemente in der Mitte des Netzes bei allen drei Beispielen erfiillt.
Aufgrund der festen Einspannung am Rand kommt es dort zu numerischen Schwie-
rigkeiten, die zum Abbruch des Programmes aufgrund mangelnder Konvergenz fithren
konnen. Verbesserungen werden erzielt, wenn das Netz engmaschiger gemacht wird.
Trotzdem wird bei vertretbarem Rechenaufwand die Zwangsbedingung der mechani-
schen Inkompressibilitdt am Rand teilweise nicht exakt erfiillt.

6.3 Temperaturentwicklung

Im Folgenden wird die Temperaturentwicklung in der Klebenaht betrachtet. Als Bei-
spielrechnung wird wieder die in Abb. 15 b) veranschaulichte Anordnung verwendet.
Zuerst soll dazu ein adiabater Prozess simuliert werden. Wie in dem Temperatur-Zeit-
Diagramm in Abb. 18 dargestellt ist, nimmt die Temperatur monoton zu. Der Tempe-
raturzuwachs betréigt beim adiabaten Prozess Af = 7,174 K fiir einen Mittenknoten.
Bereits nach % der Zeit, also bei t = 200 s, treten iiber 90% des Temperaturanstiegs
auf. Da die Rechnung adiabat durchgefiihrt wird, kann aus der Temperatur direkt auf
die Wiarmeentwicklung im Material geschlossen werden. In Abb. 20 ist detailliert die
Temperaturverteilung am Ende der Analysezeit dargestellt. Man kann erkennen, dass
2

sich die Temperaturen um etwa 755 unterscheiden. Die Ursache liegt in der Struktur
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Abbildung 17: Darstellung des Deformationsverhaltens der verschiedenen Klebeverbindungen.

Es ist jeweils die Vergleichsspannung nach von Mises / [MPa] angegeben.

a) stumpfe Klebeverbindung

b) iiberlappende Klebeverbindung zweier steifer Materialien

c) iiberlappende Klebeverbindung eines steifen und eines elastischen Materials

95
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Temperatur-Zeit-Diagramm
Temperatur / [K] (x100)

2.98

Zeit t / [s] (x1000)

Abbildung 18: Temperatur-Zeit-Diagramm des adiabaten Aushérteprozesses.

der allgemeinen Warmequelle. So ist eine Abhéngigkeit von der Spur des Cauchyschen
Spannungstensors vorhanden. Damit spielen die auftretenden Normalspannungen bei
der Temperaturentwicklung eine Rolle, so dass die Vergleichsspannung nach von Mises
als Referenz wenig geeignet ist. Aus diesem Grund sind in Abb. 25 die auftretenden
Normalspannungen am Ende des betrachteten Prozesses dargestellt. Man kann deut-
lich erkennen, dass die Summe der Normalspannungen am Rand deutlich geringer ist
als in der Mitte des Materials, was sich entsprechend auf die Temperaturverteilung im
Material auswirkt.

Um einen anschaulichen Vergleich zu einem nicht adiabaten Prozess zu erhalten, ist
in Abb. 23 die Temperaturverteilung im Material mit zunehmender Analysezeit darge-
stellt. Aufgrund der groberen Auflosung werden die eben erlduterten feinen Unterschie-
de nicht aufgelost. Die Temperaturverteilung erscheint homogen. Auf Grundlage des
Diagramms in Abb. 18 werden die Zeitpunktet = 0 s, t = 80 s, t = 200 sund ¢ = 2000 s
betrachtet. Bei der nicht adiabaten Berechnung, die in Abb. 24 anschaulich dargestellt
ist, wird zusétzlich der Zeitpunkt ¢ = 1200 s betrachtet, um eine anschaulichere Dar-
stellung der Abkiihlung zu erhalten.

Um der Realitdt moglichst nahe zu kommen, wird nun ein Aushértevorgang simuliert,
bei dem iiber die Grenzflachen des Klebemittels Warme transportiert wird. Dabei wird
davon ausgegangen, dass die zu fiigenden Bauteile besser leiten als die Umgebung.
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Abbildung 19: Detaillierte Temperaturverteilung am Ende des adiabaten Aushérteprozesses.
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Abbildung 20: Detaillierte Temperaturverteilung wihrend des Aushérteprozesses mit Warmetrans-

port.
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Temperatur-Zeit-Diagramm
Temperatur / [K] (x100)

2.98

Zeit t /[s] (x1000)

Abbildung 21: Temperatur-Zeit-Diagramm eines Aushérteprozesses mit Wirmetransport. Darge-
stellt ist die Temperaturentwicklung in der Mitte des Materials.

Temperatur-Zeit-Diagramm
Temperatur / [K] (x100)

2.98

Zeit t /[s] (x1000)

Abbildung 22: Temperatur-Zeit-Diagramm eines Aushérteprozesses mit Wirmetransport. Darge-
stellt ist die Temperaturentwicklung am Rand des Materials.
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Realisiert wird dies in dem FE-Programm iiber thermische Randbedingungen. Die Tem-
peraturentwicklung wéhrend des betrachteten Zeitraums kann den Diagrammen in den
Abb. 21 und 22 entnommen werden.

Aufgrund des Wirmetransports treten in dem Material grofiere Temperaturgradienten
auf, wie in Abb. 20 deutlich wird. Deswegen werden in den Diagrammen je ein Mit-
tenknoten und ein Randknoten exemplarisch fiir die Gesamtmenge der Knotenpunkte
betrachtet. Der Kern bzw. die Mitte der Klebenaht verhélt sich bei der Temperatur-
entwicklung wie bei der adiabaten Rechnung. Lediglich gegen Ende der Analysezeit
tritt ein leichter Temperaturabfall auf. Die maximale Temperatur betragt wie bei der
adiabaten Rechnung 6 = 297,17 K.

Am Rand verhélt sich die Temperatur anders. Im Gegensatz zur Mitte wirkt sich die
Wirmeleitung schon zu Beginn der Aushartung auf die Temperaturentwicklung aus. So
wird nur eine maximale Temperatur von 6 = 296, 98 K erreicht. Nach etwa 200 s, wih-
rend die Temperatur im adiabaten Vergleichsprozess nahezu stagniert, also nur noch
geringe Warmemengen produziert werden, féllt die Temperatur stetig ab. Betrachtet
man die Anderung der Temperaturverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 80 s wihrend der
Erwdrmung und zum Ende des Analyseprozesses, wie in Abb. 20 dargestellt ist, wird
sofort deutlich, dass immer ein Temperaturgradient vorhanden ist. Wahrend der Er-
warmung, die verhéltnisméfig gleichméaflig verlduft, wie der adiabate Vergleichsprozess
zeigt, sind die Temperaturunterschiede jedoch wesentlich weniger stérker ausgeprégt
als im fortgeschrittenen Stadium der Abkiihlung, in dem der Rand schon fast wieder
die Umgebungstemperatur angenommen und nur noch ein kleiner Teil des Kerns die
urspriingliche Temperatur beibehalten hat. Die Temperaturentwicklung verhilt sich
wéahrend dem gesamten Analyseprozess den Erwartungen entsprechend.

Um die Erwédrmung und die Abkiihlung wéhrend des Analyse anschaulich darzustellen
und vergleichbar zu machen, ist die Temperaturverteilung an ausgewéahlten Zeitpunk-
ten fiir die adiabate und die nicht adiabate Simulation in den Abb. 23 und 24 darge-
stellt. Wahrend bei der adiabaten Rechnung die auftretenden Temperaturunterschiede
so gering sind, dass die Temperatur bei der gewéhlten Auflésung homogen erscheint,
sind bei der nicht adiabaten Rechnung deutliche Temperaturgradienten zu erkennen.
Bereits wahrend der Erwédrmung des Materials treten diese sichtbar auf, wie am Zeit-
punkt ¢ = 200 s deutlich wird.

Fiir t > 200 s wird fast keine Warme mehr produziert. Die Temperatur im adiabaten
Prozess bleibt nun nahezu konstant, wahrend bei der Rechnung mit Warmetransport
deutlich die fortschreitende Abkiihlung sichtbar wird.
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Zeitt

Abbildung 23: Temperaturentwicklung im Klebemittel wihrend des adiabaten Aushérteprozesses.
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Abbildung 24: Temperaturentwicklung im Klebemittel wihrend eines Aushiirteprozesses. Uber die
Grenzflichen des Klebemittels findet Warmetransport statt.
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6.4 Spannungen

Die auftretenden Spannungen sind in den Abb. 25 und 26 dargestellt. Auflerdem ist in
Abb. 17 fiir verschiedene Beispiele die Vergleichsspannung nach von Mises dargestellt.
Zur Uberpriifung dieser Werte liegen keine experimentellen Daten vor, so dass die Er-
gebnisse nur auf ihre Plausibilitdt hin gepriift werden kéonnen. Die Materialparameter
sind so gewéhlt, dass Spannungen im Bereich weniger MPa auftreten.

Betrachtet man die Vergleichsspannung nach von Mises in Abb. 17 sind die Spannun-
gen an der Einspannung und am Rand am gréfiten und néahern sich mit zunehmender
Entfernung zum Rand bzw. zur Einspannung in der Mitte einem Grundwert an, da
hier die einzelnen Elemente fast identische Deformationen aufweisen. Fiir den Fall,
dass beide Fiigepartner starr sind, treten dabei die groBiten Vergleichsspannungen auf.
Die auftretenden Spannungsverteilungen erscheinen entsprechend plausibel.

Die Homogenitét der Spannungen in der Mitte der betrachteten Klebenaht zeigt sich
auch bei den einzelnen Komponenten des zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungsten-
sors fiir die Beispielrechnung nach Abb. 15 b), die in den Abb. 25 und 26 aufgeschliisselt
sind.

Die Normalspannung in x-Richtung ist mittig an den Einspannungen am groiten. Glei-
ches gilt fiir die Normalspannungen in y- und z- Richtung. Aufgrund der chemischen
Schrumpfung im Zuge der Aushértung sind die hier auftretenden Zwangsspannungen
am grofiten. In Richtung des freien Randes lassen die Spannungen dann nach, da das
Material durch die Einschniirung weniger belastet ist.

Die Normalspannungen in x- und z- Richtung unterscheiden sich im Wert und in der
Verteilung kaum, so dass davon ausgegangen werden kann, dass sie hauptséichlich aus
dem hydrostatischen Druck resultieren.

Die Normalspannungen in y-Richtung sind jedoch um den Faktor drei kleiner als die
anderen Normalspannungen. Im Bereich des freien Randes treten sogar Druckspannun-
gen auf. Dies liegt zum einen an dem oberen Fiigeteil, dass sich nicht verformt und so
nur eben beweglich ist. Aufgrund der unterschiedlich ausgeprigten Spannungen wird
das Fiigeteil sich in einer Gleichgewichtslage befinden, so dass zusétzliche Spannungen
entstehen, die sich dem hydrostatischen Druck {iberlagern. Zum anderen werden die
Elemente an den dufleren freien Réndern, dhnlich wie bei einem Biegebalken, durch
die Einschniirung zusammengedriickt, so dass zusétzliche Druckspannungen entstehen.
Die Spannungsverteilungen erscheinen somit realistisch.

Die Schubspannungsbeanspruchung kann Abb. 26 entnommen werden. Die Schubspan-
nungen Tyz und T, sind unter Beriicksichtigung der numerischen Genauigkeit Null.
Die Schubspannung Txy hat die groften Werte an den Ubergéngen der freien zu den
eingespannten Réndern, da hier die Unterschiede der Normalspannungen am grofiten
sind.

Die Schubspannungen erscheinen ebenso beziiglich der Verteilung und der Werte rea-
listisch.
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7 Diskussion und Ausblick

In dieser Arbeit wird ein am Institut fiir Mechanik in Entwicklung befindliches Mate-
rialmodell, das die Thermomechanik von Aushértevorgéingen beschreibt, in das kom-
merzielle FE-Programm MSC.MARC implementiert.

Ein wesentlicher Vorteil des Materialmodells ist seine thermomechanische Konsistenz,
d. h. der zweite Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Un-
gleichung wird erfiillt. Durch das Materialmodell werden die wesentlichen Eigenschaften
eines Aushérteprozesses beschrieben. Es bildet die Schrumpfung aufgrund der Phasen-
umwandlung von einem viskosen Fluid zu einem viskoelastischen Festkorper, thermisch
induzierte Volumenénderungen und die aus der chemischen Reaktion sowie dissipati-
ven Prozessen resultierende Wirmeentwicklung ab. Aulerdem werden die wéihrend der
Aushértung entstehenden Spannungen ermittelt.

Das Ziel der Modellierung ist es, eine effektive Simulation von Klebeverbindungen zu
ermoglichen, um bereits frith wiahrend eines Entwicklungprozesses belastbare Aussagen
iiber den Einsatz von Kleber in Form von Klebepunkten oder -néhten zu gewinnen.
Dies kann aber nur gelingen, wenn das Materialmodell dem Anwender in geeigneten und
iiblichen Berechnungsprogrammen zur Verfiigung gestellt wird. Dazu wird das Mate-
rialmodell in dieser Arbeit in das kommerzielle FE-Programm MSC.MARC implemen-
tiert. Als erstes miissen dafiir die konstitutiven Gleichungen umgeformt, ggf. linearisiert
und an die Gegebenheiten des Programmes angepasst werden. Ein besonderes Augen-
merk liegt dabei auf der thermomechanischen Kopplung, die fiir das Materialmodell
beriicksichtigt werden muss.

Anschliefend werden verschiedene Beispielrechnungen durchgefiihrt und ausgewertet
mit dem Ziel, die Programmierung und die Moglichkeiten des Materialmodells zu be-
werten.

Um die Fehleranalyse moglichst einfach zu gestalten, werden in dieser Arbeit verschie-
dene Vereinfachungen getroffen, die jedoch nicht die oben beschriebenen grundsétzli-
chen Eigenschaften des Materialmodells betreffen. So wird fiir die Implementierung eine
einfache exponentielle Relaxationsfunktion gewéhlt. In dieser Form ist das Programm
bzw. Materialmodell somit noch nicht geeignet, ein reales Material darzustellen. Aus-
gehend von dem mit diesem Programm zur Verfiigung gestellten Geriist ist es jedoch
ohne groflen Aufwand méglich, die notwendigen Erweiterungen vorzunehmen.

Die Auswertung der Beispielrechnungen kann nicht auf experimentelle Daten gestiitzt
werden, da solche am Institut nicht vorhanden sind. Sie muss sich also darauf be-
schrianken, die Beispielrechnungen auf Grundlage der Phénomenologie von Klebstoffen
zu bewerten.

In dieser Arbeit ist es gelungen das Materialmodell vollstdndig mit allen wesentli-
chen Eigenschaften in das FE-Programm MSC.MARC fiir HEX8 Volumenelemente
mit Herrmann-Formulierung zu implementieren. Somit ist es moglich beliebige Geome-
trien numerisch zu berechnen. Die Ergebnisse der anschlieSfenden Beispielrechnungen
decken sich zudem sehr gut mit dem erwarteten Materialverhalten.

Mit der Implementierung des Materialmodells in das kommerzielle FE-Programm be-
steht nun die Moglichkeit anwenderfreundlich Aushérteprozesse vollstédndig zu simulie-
ren.
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Diese Arbeit legt aber nur die Grundlagen einer effizienten Simulation von Klebever-
bindungen. Als weitere Schritte werden folgende Punkte vorgeschlagen:

e In einem ersten Schritt sollten die getroffenen Vereinfachungen fallen gelassen
werden. Damit wird die Basis zur Simulation realer Klebeverbindungen geschaf-
fen.

e Anschlielend sollte es auf Grundlage gewonnener experimenteller Daten verifi-
ziert werden. Nur so kann sicher gestellt werden, dass das Materialmodell das
reale Materialverhalten in geeigneter Weise beschreibt.

e Sollten die vorangestellten Punkte erfiillt sein, wiirde es sich anbieten, komplexere
Strukturen zu berechnen und die Voraussagen experimentell zu verifizieren.



107

A Grundlagen der Tensoralgebra

Ziel dieses Kapitels ist es, dem Leser die mathematische Notation zur Verfiigung zu
stellen, die in dieser Arbeit verwendet wird. Weiterhin sollen Zusammenhénge und Re-
chenregeln, die in der Arbeit mehrfach benétigt werden, zur Verfiigung gestellt werden.

A.1 Anmerkungen zur Notation

In dieser Arbeit werden einzelne Groflen zur Veranschaulichung durch die Indexschreib-
weise ausgedriickt. Fiir diese gilt die Einsteinsche Summationskonvention. Treten in
einem Produkt zwei gleiche lateinische Indizes auf, so wird iiber diese von 1 bis 3
summiert:

3
a; €, = a; €; = Z a; e; . (Al)
j=1

Weiterhin wird iiber das einfache Skalarprodukt zweier Basisvektoren das Kronecker-
Delta

1 fiir =i
€ € = 5ij = T.lr Z j (A-Q)
0 fir i#j

eingefiihrt. Bei dem Skalarprodukt wird im Folgenden zwischen dem einfachen und
dem doppelten Skalarprodukt unterschieden. Das einfache Skalarprodukt wird durch
das Weglassen eines Operators ausgedriickt, das doppelte Skalarprodukt durch die Ver-
wendung eines Punktes als Operator.

Nach der Einsteinschen Summationskonvention gilt

0i = 011 + 022+ 933 =3 . (A.3)

Die Wirkung des Kronecker-Deltas besteht darin, dass in dem entsprechenden Term
ein Index ausgetauscht wird, wie beim einfachen Skalarprodukt zweier Vektoren:

((ZZ' ei) (bj ej) = a; bj 52']' = Qa; bl . (A4)

Das Kreuzprodukt zweier Basisvektoren fiihrt schliellich auf das Permutationssysmbol
und damit auf den in dieser Arbeit eingefithrten Permutationstensor e

€; X €; = €k € (A5)
mit

+1 fiir 15k gerade Permutation
eijk = § —1 fiir ijk ungerade Permutation . (A.6)

0 fiir zwei gleiche Indizes
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A.2 Produkte von Tensoren
A.2.1 Skalarprodukt

In dieser Arbeit werden das einfache und das doppelte Skalarprodukt benétigt, die im
Folgenden eingefiihrt werden.

Einfaches Skalarprodukt Das einfache Skalarprodukt wird durch keinen Operator
kenntlich gemacht. Bei dem einfachen Skalarprodukt werden die zueinander stehenden
Basisvektoren skalar gebunden. Fiir das einfache Skalarprodukt zweier Vektoren gilt
somit

ab= (ai ei) (bj ej) = Q; bj (52']‘ = a; bz . (A?)
Die einfache skalare Verkniipfung eines Tensors zweiter Stufe mit einem Vektor
c=Ab= (AZ] e ® ej) (bk ek) = Aij bk 5jk e, — Aij bj e; (AS)

veranschaulicht, dass der Tensor zweiter Stufe als linearer Operator interpretiert werden
kann.
Fiir das einfache Skalarprodukt zweier Tensoren zweiter Stufe gilt entsprechend

AB-= (Al] e ® ej) (Bkl e, X el) = Aij Bkl 5jk e e = Az‘j le e, e . (Ag)

Fiir das einfache Skalarprodukt gelten Kommutativitéat, Assoziativitdt bei Skalarmul-
tiplikationen und Distributivitét.

Doppeltes Skalarprodukt Das doppelte Skalarprodukt wird durch die Verwendung
eines Punktes als Operator kenntlich gemacht. Wie der Name schon sagt, werden beim
doppelten Skalarprodukt jeweils zwei Basisvektoren skalar gebunden. Diese Operati-
on ist somit erst fiir Tensoren groBer oder gleich der zweiten Stufe moglich. Fiir das
doppelte Skalarprodukt zwischen zwei Tensoren zweiter Stufe gilt

A -B=(4je®e;) (Bue,®e)= Ay By di 0 = Aij Bij (A.10)
Mit der Definition der Einheitsmatrix
1=90j;e®e (A.11)
folgt

[BT A] 1= [(sz e ® ej) (Akl er ® el)] ' ((5mn en & en)
= (Bﬂ Akl 6jk: e X el) . (5mn e, X en) (A12)
- Bji Ajl 6mn 5zm 5ln - Bjn Ajn
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womit
A-B=[B"A] 1 (A.13)
geschrieben werden kann.

Das Skalarprodukt eines Tensors vierter Stufe mit einem Tensor zweiter Stufe ist dann
entsprechend

A-B=(Ajune®e e, e):  (Bun en®e,) =Aiju Bue e . (A.14)

A.2.2 Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt wird durch Operator x gekennzeichnet. Fiir das Kreuzprodukt zwei-
er Vektoren gilt

ag by — az by
axb= a; bj Cijk € = | —1 bg + as b1 . (A15)
aq bg — ay bl

A.2.3 Dyadische Verkniipfung

Die dyadische Verbindung wird durch den Operator ® zum Ausdruck gebracht und
wird

A=a®b bzw. A=A®B (A.16)

geschrieben. Die Verkniipfung ist dabei durch

A=(a;€)2(be)=ua b (e Rey) (A.17)
Ajj =a; b; A18)
bzw.
A=(4,;e®e;)®@(Bye,e)=A,; By (e;®e; e, ®e) (A.19)
A = Ay By (A.20)
definiert.

Es kann nachgewiesen werden, dass
(a®@b)c=a (bc) (A.21)

gilt.
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A.3 Transponierte und Inverse

Die Transponierte eines Tensor der geraden Stufe 2n ist durch

AT = (CLI as ... CLQn) (e1 X €y ... X ezn) (A22)
:(an—i-l ... Qop ay ... an) (e1®92 en®en+1 egn)
und die Inverse eines Tensors ist durch
ATTA=1 (A.23)

definiert.

Fiir Tensoren vierter Stufe wird die spezielle Transposition T;; eingefiihrt, die zum
Ausdruck bringt, dass der i-te und der j-te Index vertauscht werden. Ein einfaches
Skalarprodukt dreier Tensoren zweiter Stufe, kann somit zu

ACB=[A@B|™.C"

Tas

=[A®B"]”.C
=BoA]"™-CT (A24)
—[Bo A" . C

umgeformt werden. Bei der Herleitung von Tangentenoperatoren kénnen mit Hilfe die-
ser Beziehungen die entstandenen Ausdriicke vereinfacht werden.
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A.4  Abgewandelte Elastizitatsmatrix eines FE-Programmes
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|—_|_ oD

oF
E

Abbildung 27: Kelvin-Modell.

B Kelvin-Modell

Beim Kelvin-Modell sind eine Hooksche Feder und ein Newtonscher Dampfer paral-
lel angeordnet, wie in Abb. 27 dargestellt ist. Aufgrund der Dehnungszerlegung und
den daraus resultierenden Beziehungen wird beim Maxwell-Modell von einer Dehnungs-
raumdarstellung gesprochen. Analog wird die Modellierung der linearen Viskoelastizitét
iiber das Kelvin-Modell aufgrund der Spannungszerlegung und der daraus resultieren-
den Beziehungen in Abhéangkeit von den Spannungen als Spannungsraumdarstellung
bezeichnet. Wird beim Maxwell-Modell die Spannung als lineares Funktional der De-
formationsgeschichte dargestellt, so wird beim Kelvin-Modell die aktuelle Deformation
iiber ein lineares Funktional der Spannungsgeschichte ermittelt.

Um konstitutive Gleichungen in der Spannungsraumdarstellung zu erhalten, wird an-
statt der freien Energie ¢/ in der Regel die freie Enthalpie g verwendet, die iiber

g=oe—pi (B.25)

definiert ist. Damit ergibt sich fiir eindimensionale, isotherme Prozesse die Entropie-
ungleichung nach Glg. (3.18) zu

pO~ry=pg—eca=>0 . (B.26)

Aus der Spannungszerlegung

0O=0Fr+0p (B27)
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wird die Spannung o als innere Variable festgelegt.
Mit der Freien Energie ¢ = % E % und dem Hookeschen Gesetz fiir die Feder op = F ¢
folgt fiir die freie Enthalpie nach Glg (B.25)

op o 0%

pg= -
Boo2E ) (B.28)
1 g 9 1 (o
=z (UF a+7—ap) =5 (7+0F (O'—O'F))
Die Dehnung ¢ ist durch
99
=p -2 B.29
€=p5 (B.29)
gegeben und als Evolutionsgleichung fiir die innere Variable wird
E
&F:_ (O’—UF) (B30)
U]

festgelegt.
Fiir den Newtonschen Dampfer gilt der Zusammenhang o = 7 €, so dass sich aus der
Spannungszerlegung nach Gleichung (B.27) und dem Hookeschen Gesetz die Dgl.

c=Eec+ne (B.31)

mit der Losung

g:/% (1_6(—%)) o(€) d¢ (B.32)

ergibt, wobei 7 = % in diesem Fall die Retardationszeit ist. Wird das quadratische
Integral wiederum durch ein Doppelintegral ausgedriickt, folgt fiir die freie Enthalpie

pa=yp [ [ (=) a6 ole) as as (B.33)

-0 —00

Ausgehend von den funktionalen Darstellungen der Dehnung und der freien Enthalpie
in den Glg. (B.32) und (B.33) kann zur Verallgemeinerung die Kriechfunktion J(t)
eingefiithrt werden. Damit folgt

c= / J(t—€) 6(6) de (B.34)
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und

PQ—% / / J2t =86 —&) (&) a(&) d& d& . (B.35)

-0 —00

Werden mehrere Kelvin-Elemente hintereinander geschaltet, erhélt man die diskrete
Kriechfunktion

J(t) = ﬁ:Lk (1 - e(f’l)> (B.36)

mit den Nachgiebigkeiten L = Eik
Bei einer kontinuierlichen Verteilung der Kelvin-Elemente ist auch die Kriechfunktion
kontinuierlich und hat die Form

J(t):/L(T) (1—6(—%>) dr . (B.37)

Zur Uberpriifung der thermomechanischen Konsistenz wird die Clausius-Duhem-
Ungleichung ausgewertet. Fiir den isothermen, eindimensionalen Fall gilt die Entro-
pieungleichung nach Glg. (B.26)

pOy=pg—eca>=0 . (B.38)

Mit der Spannungszerlegung, der Evolutionsgleichung (B.30), der freien Enthalpie und
der Definition der Dehnung € = p g—g folgt

1
pOy=—-0b=0pé=0 . (B.39)
U

Fiir positive Viskositéten ist die Ungleichung aufgrund der quadratischen Form somit
immer erfiillt. Diese Eigenschaft bleibt auch erhalten, wenn die Viskositéit eine posi-
tivwertige Funktion der Prozessgeschichte ist. Der Nachweis der thermomechanischen
Konsistenz fiir das verallgemeinerte Kelvin-Modell erfolgt analog zu dem Nachweis
fiir das verallgemeinerte Maxwell-Modell und soll deshalb im Folgenden nicht erértert
werden.



C Quellcode der User Subroutinen

C.1 Ubersicht iiber die verwendeten Bezeichnungen

ee
be

bt

tap
tam
xlam
alp

bet
gam
xXm

Xn
xmu0
70

fct0
fctil
detfctO
fin

fm0

1
Einheitsmatrix

Be

chemischer Ausdehnungskoeffizient

Bo

thermischer Ausdehnungskoeffizient
T+
Materialparameter

T_
Materialparameter
A

Materialparameter

Q@
Materialparameter

g

Materialparameter

fy
Materialparameter
m
Materialparameter

n
Materialparameter

Ho
Materialparameter
20
Materialparameter
nFco
thermochemischer Deformationsgradient
F—l
nt cg
inverser thermochemischer Deformationsgradient
nFoo
Determinante thermochemischer Deformationsgradient
nF
Deformationsgradient
nFM
mechanischer Deformationsgradient
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cm0

cmi0

rhotc0

fetl

fetil

detfctl

fInl

fml

cml

detfml

cl

cil

su

se_a

set

SC

st

hhl

hh2

C QUELLCODE DER USER SUBROUTINEN

nCM
mechanischer rechter Cauchy-Green Tensor

-1
nChr

inverser mechanischer rechter Cauchy-Green Tensor

nPoC

Dichte der thermochemischen Zwischenkonfiguration
n+1Fco

thermochemischer Deformationsgradient

F—l

n+1+ Cg

inverser thermochemischer Deformationsgradient
n+1Fco

Determinante thermochemischer Deformationsgradient
n+1F

Deformationsgradient
n+1FM

mechanischer Deformationsgradient
n+1 CM

mechanischer rechter Cauchy-Green Tensor
n+1 FM

Determinante mechanischer Deformationsgradient
n+1C

rechter Cauchy-Green Tensor
n+lc_1

inverser rechter Cauchy-Green Tensor

~p

n+1T

zweiter Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor
resultierend aus dem hydrostatischen Druck

@
n+1T
zweiter Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor
resultierend aus der freien Energie

W

zweiter Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor
resultierend aus der freien Energie
n+1T
Cauchyscher Spannungstensor
n+1®
Temperaturspannungstensor
nt1F g nCif ni1Foy
Hilfstensor 2. Stufe
n+1F n+1T n—l—lFT
Hilfstensor 2. Stufe
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hh3
hh4
trhh4

hh5

trhhb

hh6

an

zinc

phi

gq

qpu

7t

tt

timinc

rho

al
a2
a3l

ad

L n+1Tw
Hilfstensor 2. Stufe
1B —1
Hilfstensor 2. Stufe
tr (,1B —1)
Spur Hilfstensor 2. Stufe
w1 Tar — n41Cu
Hilfstensor 2. Stufe
tr <n+1'i‘M — 211Cpy
Spur Hilfstensor 2. Stufe

n+1Fco n+1F09 n+1T n+1Fge
Hilfstensor 2. Stufe

n+1 q
Aushértegrad

Az,

intrinsische Zeitdifferenz

2
Temperatur-Volumen-Funktion

g

Aushértung-Volumen-Funktion
ng

Ableitung des Aushértegrades

n+1 z
intrinsische Zeit

tr (., T)
Spur Cauchyscher Spannungstensor

At,
Spur Cauchyscher Spannungstensor

n+1PR
Dichte Referenzkonfiguration

p
hydrostatischer Druck

Ry
Warmequellterm
Rip

Wiérmequellterm

Rirr
Wirmequellterm

RIVa
Wirmequellterm
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ad R IVb
Wirmequellterm
te n+1 0
Temperatur

Geforderte Ausgabegrofien

S nt1 T zweiter Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor
g n1©® dé thermischer Spannungstensor

d ni1C materieller Elastizitédtstensor
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C.2 Ubersicht der eingefiihrten State Variables

t(1) w0 Temperatur

t(2) Cd Wirmekapazitét

t(3) K Wirmeleitzahl

t(4) anﬁ zweiter Piola-Kirchhoffscher Tensor
t(5) e zweiter Piola-Kirchhoffscher Tensor
t(6) W1 zweiter Piola-Kirchhoffscher Tensor
t(7) ZTY, zweiter Piola-Kirchhoffscher Tensor
t(8) WT5 zweiter Piola-Kirchhoffscher Tensor
t(9) T zweiter Piola-Kirchhoffscher Tensor
t(10) nq Aushirtegrad

t(11) tr (,T) Spur Cauchyscher Tensor

t(12) n? intrinsische Zeit



120

C.3

2
3
4

¥ K K X X K K X X K K X X X ¥ X X X ¥

C QUELLCODE DER USER SUBROUTINEN

Quellcode

-- Thermomechanik von Aushaertevorgaengen --

Es wird ein Herrmann-Element (Elementtyp 84) in Kombination
mit dem Waermeleitelement 43 verwendet.

subroutine hypela2(d,g,e,de,s,t,dt,ngens,n,nn,kc,mats,ndi,nshear,
disp,dispt,coord,ffn,frotn,strechn,eigvn,ffnl,
frotnl,strechnl,eigvnl,ncrd,itel,ndeg,ndmn,
nnode, jtype,lclass,ifr,ifu)

implicit real*8 (a-h,o0-z)

dimension e(*),de(*),t(*),dt(x),g(*),d(ngens,*),s(*)

dimension n(2),coord(ncrd,*) ,disp(ndeg,*),
dispt(ndeg,*) ,ffn(itel,*) ,frotn(itel,*),
strechn(itel),eigvn(itel,*),ffnl(itel, *),
frotni(itel,*),strechnl(itel),eigvnl(itel,x*)

Dimensionierung der zusaetzlichen Variablen

dimension ee(3,3),
fct0(3,3),
fcti0(3,3),
fm0(3,3),
cm0(3,3),
cmi0(3,3),
fct1(3,3),
fctil(3,3),
fm1(3,3),
cm1(3,3),
c1(3,3),
ci1(3,3),
su(3,3),
se_a(3,3),
set(3,3),
sc(3,3),
st(3,3),
hh1(3,3),
hh2(3,3),
hh3(3,3),



C.3

Quellcode

* hh4(3,3),

* hh5(3,3),

* hh6(3,3),

* du(3,3,3,3),
* de_a(3,3,3,3)

* K X X X K X X X X X X X * ¥

Initialisierung der eingefuehrten Variablen

data ee,
fctO, fctiO, fmO, cmO, cmiO,
fctl, fctil, fmi,
cml, cl1, cil,
su, se_a, set, sc, st,
hhil, hh2, hh3, hh4, hhb5,
hh6,
du, de_a /
9%0. ,
9%x0., 9%0., 9%0., 9%0., 9%0.,
9%0., 9%0., 9x%0.,
9%0., 9%0., 9x%0.,
9%x0., 9%0., 9%0., 9%0., 9x%0.,
9%0., 9%0., 9%0., 9%0., 9x%0.,
9%0. ,
81*%0., 81*0. /

Einbinden von Common-Bloecken

inc=Inkrementnummer, subinc=Subinkrementnummer,

include ’concom’

timinc=Delta-t

include ’creeps’

rho=’Dichte Referenzzustand’

include ’matdat’



122 C QUELLCODE DER USER SUBROUTINEN

C Aufstellen der Einheitsmatrix
do i1=1,3
do i2=1,3
ee(i1,i2)=d1t(i1,i2)
end do
end do

c Parameterfestlegung

c Kinematik

c Spannungen
xmul= 1.
z0=  10000.
c Ermittlung der aktuellen Temperatur te

te=t (1)+dt (1)

c benoetigte kinematische Groessen zum Zeitpunkt n

phi=1.+bt*(t(1)-290.)
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gq=1.+bcxt (10)

do i1=1,3
do i2=1,3
fct0(i1,1i2)=(phi*gq)**(1./3.)*
+ ee(il,i2)
end do
end do

call retka_matinv(fctiO,fct0)

call retka_tensprod(fm0,ffn,fcti0)
call retka_recauchygreen(cm0O,fm0)
call retka_matinv(cmiO,cmO)

call retka_detc(detfct0O,fct0)

c Updaten von q mittels Eulerverfahren
rhotcO=rho/detfct0
if(£(10).1t.1.) then

gpu=(xlam*bc/ (3. *rhotcO* (1.+bc*t (10)))*t(11)+

+ xnx*kalp*xm¥xbet* (1.-t(10))**(alp+tbet)/tap-

+ t(10) **gam/tam)

else
gpu=0.

end if

qn=t (10)

t(10)=t (10)+timinc*qgpu

c Update des intrinsischen Zeitinkrements

zinc=(2.-qn-t(10))/2.*timinc
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zt=t(12)+zinc

t(12)=zt

c benoetigte kinematische Groessen zum Zeitpunkt n+1
phi=1.+bt*(te-290.)

gq=1.+bc*xt (10)

do i1=1,3
do i2=1,3
fct1(i1,i2)=(phi*gq)**(1./3.)*
+ ee(il,i2)
end do
end do

call retka_matinv(fctil,fctl)

call retka_detc(detfctl,fctl)

call retka_tensprod(fml,ffnl,fctil)
call retka_detc(detfml,fml)

call retka_recauchygreen(cml,fml)
call retka_detc(detffnl,ffnl)

call retka_recauchygreen(cl,ffnl)

call retka_matinv(cil,cl)

O
c BEGINN ANTEIL AUS HYDROSTATISCHEM DRUCK
e
c Ermittlung des aktuellen Druckes p

p=e(7)+de(7)
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Berechnung des 2. Piola Kirchhoffschen Spannungstensor

do i1=1,3
do i2=1,3
su(il,i2)=p*detffnl*cil(il,i2)
end do
end do

Berechnung der Steifigkeitsmatrix

do i1=1,3
do i2=1,3
do i3=1,3
do i4=1,3
du(il,i2,i3,id)=
+ p*xdetffnl*(cil(il,i2)*
ci1(i3,id)-
+ 2.%cil1(i1,i3)*cil1(i2,i4))
end do
end do
end do
end do

+

ENDE ANTEIL AUS HYDROSTATISCHEM DRUCK

BEGINN ANTEIL AUS FREIER ENERGIE

Hilfsmatrix set fuer t(4)-t(9)

set(1,1)=t(4)
set(2,2)=t(5)
set(3,3)=t(6)
set(1,2)=t(7)
set(2,1)=t(7)
set(2,3)=t(8)
set(3,2)=t(8)
set(1,3)=t(9)
set(3,1)=t(9)
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c Berechnung Spannungen

if(zinc.le.0.) then

do i1=1,3
do i2=1,3
se_a(il,i2)=set(i1,1i2)
end do
end do
else
do i1=1,3
do i2=1,3
hh1(i1,i2)=0.
do i3=1,3
do i4=1,3
hh1(i1,i2)=hh1(i1,i2)+fctil(i1,1i3)*
+ cmiO(i3,i4)*fctil1(i2,i4)
end do
end do
end do
end do
do i1=1,3
do i2=1,3
se_a(il,i2)=exp(-zinc/z0)*set(i1,i2)-
+ rho*xmuO*z0/zinc*
+ (1.-exp(-zinc/z0))*
+ (ci1(i1,i2)-hh1(i1,i2))
end do
end do
end if
c Berechnung Tangentenoperator

if(zinc.le.0.) then

do i1=1,3
do i2=1,3
do i3=1,3
do i4=1,3
de_a(i1,i2,i3,i4)=0.
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end do
end do
end do
end do

else

do i1=1,3
do i2=1,3
do i3=1,3
do i4=1,3
de_a(il,i2,i3,i4)=
+ cil(il,i3)*ci1(i2,i4)*
+ 2. *rho*xmu0*z0/zinc*(1.-exp(-zinc/z0))
end do
end do
end do
end do

end if

C ENDE ANTEIL AUS FREIER ENERGIE

c BEGINN UPDATE t(11)

do i1=1,3
do 12=1,3
hh3(i1,i2)=su(il,i2)+se_a(il,i2)
end do
end do

do i1=1,3
do i12=1,3
hh2(i1,i2)=0.
do i3=1,3
do i4=1,3
hh2(i1,i2)=hh2(i1,i2)+ffn1(i1,i3)*
+ hh3(i3,i4)*ffn1(i2,i4)
end do
end do
end do
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end do

do i1=1,3
do i2=1,3
sc(i1,i2)=1./detffn1*hh2(il1,i2)
end do
end do

tt=t(11)

t(11)=sc(1,1)+sc(2,2)+sc(3,3)

S
c ENDE UPDATE t(11)

c Bereitstellung therm. Groessen
A —
c Spannungen aufgrund Temperaturaenderung

if(zinc.le.0.) then

do i1=1,3
do i2=1,3
st(i1,1i2)=0.
end do
end do

else

do i1=1,3
do i2=1,3
st(i1,1i2)=-2.*%xmu0/3.*rhoxbt*gg**(-2./3.)*
+ phi**(-5./3.)*z0/zinc*
+ (1-exp(-zinc/z0))*cmi0(il1,i2)
end do
end do

end if
g(1)=st(1,1)*dt (1)

g(2)=st(2,2)*dt (1)
g(3)=st(3,3)*dt (1)
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g(4)=st(1,2)*dt (1)
g(5)=st(2,3)*dt (1)
g(6)=st(1,3)*dt (1)

c Zwangsbedingung

g(7)=-detfm1*bt/phi*dt (1)

c Spezifische Waermekapazitaet
t(2)=1.e3
c Berechnung der Waermeqgellen

if(zinc.1le.0.) then
t(3) = 0.
else
al=-—texbt*xgg*(t(11)-tt)/(3.*rho*timinc)
a2=-texbt*bc*t (11)*qpu/(3.*rho)
a3=qpu**2/xlam
do i1=1,3
do i2=1,3
hh4(i1,i2)=0.
do i3=1,3
hh4(il1,i2)= hh4(il,i2) + fm1(il1,i3)*
+ fm1(i2,1i3)
end do

end do
end do

trhh4=hh4(1,1)+hh4(2,2)+hh4(3,3)-3.
ad4=-xmu0/z0* (1-t (10) ) *exp(-zt/z0) /2. *trhh4

do 11=1,3
do i2=1,3



130 C QUELLCODE DER USER SUBROUTINEN

hh6(i1,12)=0.

do i3=1,3
do i4=1,3
hh6(il1,i2) = hh6(i1,i2)+ 1./detfctlx*

+ fct1(i1,i3)*hh3(i3,i4)*fct1(i2,i4)

end do

end do

end do
end do

call retka_tensprod(hh5,hh6,cml)
trhh5=hh5(1,1)+hh5(2,2)+hh5(3,3)
ab5=(1-t(10) ) *detfct1/(2.*xmul*rho)*trhhb

t(3)=al+a2+a3+ad+ab

end if
e
c BEGINN TRANSFORMATION
G e
c Transformation in die geforderte Spannungsspaltenmatrix

t(4)=se_a(1,1)
t(5)=se_a(2,2)
t(6)=se_a(3,3)
t(7)=se_a(1,2)
t(8)=se_a(2,3)
t(9)=se_a(1,3)

s(1)=su(1,1)+t(4)
s(2)=su(2,2)+t(5)
s(3)=su(3,3)+t(6)
s(4)=su(1,2)+t(7)
s(5)=su(2,3)+t(8)
s(6)=su(1,3)+t(9)
s(7)=detfmi-1

c Transformation zur geforderten Steifigkeitsmatrix
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do i1=1,3
do i2=1,3
do i3=1,3
do i4=1,3
du(il,i2,i3,i4)=du(i1,i2,i3,i4)+
+ de_a(il1,i2,i3,1i4)
end do
end do
end do
end do

do i1=1,3
d(1,i1)=du(1,1,i1,i1)
end do

d(1,4)=1./2.x(du(1,1,1,2)+du(1,1,2,1))
d(1,5)=1./2.%(du(1,1,2,3)+du(1,1,3,2))
d(1,6)=1./2.%(du(1,1,1,3)+du(1,1,3,1))
d(1,7)=detfml*cil(1,1)

do i1=1,3
d(2,i1)=du(2,2,i1,1i1)
end do

d(2,4)=1./2.%(du(2,2,1,2)+du(2,2,2,1))
d(2,5)=1./2.x(du(2,2,2,3)+du(2,2,3,2))
d(2,6)=1./2.x(du(2,2,1,3)+du(2,2,3,1))
d(2,7)=detfml*cil(2,2)

do i1=1,3
d(3,i1)=du(3,3,i1,1i1)
end do

d(3,4)=1./2.%(du(3,3,1,2)+du(3,3,2,1))
d(3,5)=1./2.%(du(3,3,2,3)+du(3,3,3,2))
d(3,6)=1./2.%(du(3,3,1,3)+du(s3,3,3,1))
d(3,7)=detfml*ci1(3,3)

d(4,1)=1./2.%(du(1,2,1,1)+du(2,1,1,1))
d(4,2)=1./2.%(du(1,2,2,2)+du(2,1,2,2))
d(4,3)=1./2.%(du(1,2,3,3)+du(2,1,3,3))

d(4,4)=1./4.%(du(1,2,1,2)+du(2,1,1,2)+
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+ du(1,2,2,1)+du(2,1,2,1))

d(4,5)=1./4.%(du(1,2,2,3)+du(2,1,2,3)+
+ du(1,2,3,2)+du(2,1,3,2))
d(4,6)=1./4.%(du(1,2,1,3)+du(2,1,1,3)+
+ du(1,2,3,1)+du(2,1,3,1))
d(4,7)=detfml*cil(1,2)

d(5,1)=1./2.%(du(2,3,1,1)+du(3,2,1,1))
d(5,2)=1./2.%(du(2,3,2,2)+du(3,2,2,2))
d(5,3)=1./2.%(du(2,3,3,3)+du(3,2,3,3))

d(5,4)=1./4.%(du(2,3,1,2)+du(3,2,1,2)+
+ du(2,3,2,1)+du(3,2,2,1))
d(5,5)=1./4.%(du(2,3,2,3)+du(3,2,2,3)+
+ du(2,3,3,2)+du(3,2,3,2))
d(5,6)=1./4.%(du(2,3,1,3)+du(3,2,1,3)+
+ du(2,3,3,1)+du(3,2,3,1))
d(5,7)=detfml*cil(2,3)

d(6,1)=1./2.%(du(1,3,1,1)+du(3,1,1,1))
d(6,2)=1./2.%(du(1,3,2,2)+du(3,1,2,2))
d(6,3)=1./2.%(du(1,3,3,3)+du(3,1,3,3))

d(6,4)=1./4.%(du(1,3,1,2)+du(3,1,1,2)+

+ du(1,3,2,1)+du(3,1,2,1))
d(6,5)=1./4.%(du(1,3,2,3)+du(3,1,2,3)+
+ du(1,3,3,2)+du(3,1,3,2))
d(6,6)=1./4.%x(du(1,3,1,3)+du(3,1,1,3)+
+ du(1,3,3,1)+du(3,1,3,1))
d(6,7)=detfml*cil1(1,3)

d(7,1)=detfml*cil(1,1)
d(7,2)=detfml*cil(2,2)
d(7,3)=detfml*cil1(3,3)
d(7,4)=detfml*cil1(1,2)
d(7,5)=detfml*cil(2,3)
d(7,6)=detfml*cil(1,3)
d(7,7)=0.

return

end
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subroutine retka_matinv(cinv,c)
c Berechnung der Inversen eines Tensors 2-ter Stufe

implicit real*8 (a-h,o0-z)
dimension cinv(3,3),c(3,3)

c Determinante eines Tensors 2-ter Stufe:
detc=c(1,1)*c(2,2)*c(3,3)+c(1,2)*c(2,3)*c(3,1)+
+ ¢c(1,3)*c(2,1)*c(3,2)-c(1,3)*c(2,2)*c(3,1)-
+ c(1,2)*c(2,1)*c(3,3)-c(1,1)*c(2,3)*c(3,2)

cinv(1,1)=(c(2,2)*c(3,3)-c(2,3)*c(3,2))/detc
cinv(1,2)=-(c(1,2)*c(3,3)-c(1,3)*c(3,2))/detc
cinv(1,3)=(c(1,2)*c(2,3)-c(1,3)*c(2,2)) /detc
cinv(2,1)=-(c(2,1)*c(3,3)-c(3,1)*c(2,3))/detc
cinv(2,2)=(c(1,1)*c(3,3)-c(1,3)*c(3,1))/detc
cinv(2,3)=-(c(1,1)*c(2,3)-c(1,3)*c(2,1))/detc
cinv(3,1)=(c(2,1)*c(3,2)-c(3,1)*c(2,2)) /detc
cinv(3,2)=-(c(1,1)*c(3,2)-c(3,1)*c(1,2))/detc
cinv(3,3)=(c(1,1)*c(2,2)-c(1,2)*c(2,1)) /detc

return
end

subroutine retka_tensprod(te,cl,c2)
c Einfaches Produkt zweier Tensoren 2-ter Stufe

implicit real*8 (a-h,o0-z)
dimension ¢2(3,3),c1(3,3),te(3,3)
do i11=1,3

do i2=1,3

te(il,i2)=0.
do i3=1,3
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te(il,i2)=te(il,i2)+c1(il,i3)*c2(i3,i2)
end do
end do
end do

return
end

subroutine retka_recauchygreen(c,f)
Berechnung des rechten Cauchy-Green-Tensors

implicit real*8 (a-h,o0-z)

dimension c(3,3),f(3,3)

do i1=1,3
do i2=1,3
c(i1,i2)=0.
do i3=1,3
c(i1,i2)=c(i1,i2)+£(i3,i1)*£(i3,1i2)
end do
end do
end do

return
end

subroutine retka_trans(ft,f)
Berechnung der Transponierten eines Tensors 2-ter Stufe

implicit real*8 (a-h,o0-z)

dimension £(3,3),ft(3,3)

do i1=1,3
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do i2=1,3
ft(il,i2)=f(i2,i1)
end do
end do

return
end

e

subroutine retka_detc(detc,c)
c Berechnung der Determinate eines Tensors 2-ter Stufe

implicit real*8 (a-h,o0-z)

dimension c¢(3,3)
c Determinante eines Tensors 2-ter Stufe:

detc=c(1,1)*c(2,2)*c(3,3)+c(1,2)*c(2,3)*c(3,1)+

+ c(1,3)*c(2,1)*c(3,2)-c(1,3)*c(2,2)*c(3,1)-

+ ¢c(1,2)*c(2,1)*c(3,3)-c(1,1)*c(2,3)*c(3,2)

return

end
e

real*8 function dlt(m,n)
C Kronecker-Delta

dlt=0.

if(m.eq.n) then
dlt=1.

else
dlt=0.

end if

end
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subroutine uspcht(spheat,m,nn,kc,inc,ncycle,
2 matus,nstats,temp0,dtemp,time,dtime)

implicit real*8 (a-h,o0-z)
dimension m(*) ,matus(*x),kc(*)

call elmvar(29,m,nn,kc,spheat)

return
end

subroutine flux(f,temflu,mibody,time)
implicit real*8 (a-h,o0-z)

include ’implicit’
include ’concom’
include ’creeps’
include ’far’
include ’lass’

dimension f(2),mibody (*),temflu(*)

if (inc.eq.0) then

f(1) = 0.

else

call elmvar(39,n,nn,kc,waerme)
f(1) = waerme/timinc

end if

return
end
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