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1 Einleitung

Der medizinische Einsatz von Kunststoffen fand in der Dentalchirurgie seinen Anfang.
Doch seit iiber 40 Jahren werden Kunststoffe auf Basis von Polymethylmethacrylat
(kurz PMMA) auch in der Endoprothetik angewendet. Durch diese Verwendung kam
PMMA zu dem Namen Knochenzement, was urspriinglich allgemein fiir kaltpolyme-
risierende Kunstoffe stand [1]. Bei der Verankerung von kiinstlichen Gelenken dient
der Knochenzement dazu, die vom Implantat aus einwirkende Kréafte auf den Kno-
chen (und umgekehrt) zu iibertragen [2]. Des Weiteren kann der Knochenzement auch
als Tragermatrix fiir lokale Applikationen von Antibiotikum benutzt werden. Das aktu-
ellste Anwendungsgebiet ist die Behandlung von Wirbelkérpereinbriichen durch Osteo-
porose. Hierbei wird der Knochenzement iiber Punktionsnadeln in den Wirbelkorper
injiziert. So wird er von innen ausgefiillt und stabilisiert. Um einen Operationserfolg
zu garantieren, ist es wichtig, den Knochenzement gleichméfiig im Wirbel zu verteilen.
Dies wird dadurch gewéhrleistet, dass die Operation in einer Rontgenrohre durch-
gefithrt wird. Durch den Zusatz von Zirkondioxid im Knochenzement ist dieser auf
der Rontgenaufnahme sichtbar. So lédsst sich die Verteilung intraoperativ steuern. Es
fehlt allerdings noch ein exaktes mathematisches Modell, um diesen Vorgang beschrei-
ben zu konnen. So ist es noch nicht mdoglich eine genaue Vorhersage zu treffen, wie
sich der Knochenzement bei bestimmten Bedingungen im Wirbel verteilen wird. Wenn
der Knochenzement den Wirbel nicht optimal ausfiillt, besteht die Gefahr der asepti-
schen Lockerung durch Hitzenekrose. Diese entsteht in Folge einer kurzfristigen Tem-
peraturspitze wiahrend der Aushértung. Dariiber hinaus kann das umliegende Gewebe
beschadigt werden.

Bevor dieser Vorgang modelliert werden kann, miissen erst die thermischen und mecha-
nischen Figenschaften des Knochenzements wahrend der Aushirtung bestimmt wer-
den. Im Folgenden wird die verdnderliche Wirmeleitfihigkeit des Knochenzements
wahrend der Aushédrtung untersucht. Die Warmeleitfahigkeit hdngt sowohl von der
Temperatur, als auch vom Aushértegrad des PMMA ab. Nur durch eine genaue Kennt-
nis dieses Zusammenhangs kann die Temperaturverteilung und damit das inhomogene
Aushérteverhalten in osteoporotischen Wirbelkorpern korrekt wiedergegeben werden.
Die Ergebnisse stellen die Grundlage fiir eine spétere Simulation des Vorgangs dar.
Dariiber hinaus ist die Kenntnis der Warmeleitfahigkeit wichtig, um fundierte Aussa-
gen treffen zu konnen, welche Temperaturspitzen im Wirbelkorper auftreten und an
welcher Stelle sich diese befinden. Die Operationsergebnisse konnen mit Hilfe dieses
Wissens verbessert und die Gefahr von Hitzenekrose gesenkt werden.

Es gibt verschiedene experimentelle Vorgehensweisen zur Bestimmung der Warmeleit-
fahigkeit. Diese beruhen im Allgemeinen darauf, dass dem Material Energie in Form
von Wérme zugefithrt wird und die entsprechende Temperaturantwort des Systems
gemessen wird. Aus diesem Verhéltnis kann anschlieBend die Warmeleitfahigkeit be-
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rechnet werden. In dem betrachteten Fall des Knochenzements sind derartige Me-
thoden allerdings ungeeignet. Durch eine Warmezufuhr von Auflen wird eine lokale
Aushértung des Materials induziert. Somit kommt es zu einer Verfilschung des Mess-
ergebnisses. Dariiber hinaus kann auch die Abhéngigkeit der Warmeleitfahigkeit vom
Aushértegrad nicht bestimmt werden. Es ist also notig, eine neue Methode zur Bestim-
mung der Wéarmeleitfihigkeit zu entwickeln, die den Aushértevorgang des Knochen-
zements nicht beeinflusst. In der vorliegenden Arbeit soll eine Moglichkeit gefunden
werden, die Warmeleitfahigkeit mit Hilfe inverser Methoden zu berechnen.



2 Ziel der Arbeit

Ziel der Arbeit ist es, die Warmeleitfahigkeit des Knochenzements mit Hilfe einer in-
versen Methode zu berechnen. Dabei soll ausgehend von der Temperaturverteilung an
der Oberfliche des Materials die Wirmeleitfahigkeit bestimmt werden. Da sich die
Temperatur unter anderem aus dieser Grofle ergibt, handelt es sich bei der umgekehr-
ten Aufgabenstellung um ein inverses Problem. Die Temperatur an der Oberfliche
andert sich wihrend der Aushértung aufgrund der durch die Polymerisation des PM-
MA freigesetzten Energie und den gegebenen Randbedingungen. Sie ist somit zeitlich
verdnderlich. In einem Versuch soll der zeitliche Verlauf der Oberflichentemperatur
mittels einer Infrarotkamera bestimmt werden.

Aufgrund bereits bekannter Abhéngigkeiten der restlichen Stoffparameter des Kno-
chenzements von Temperatur und Aushértegrad, ist es mogliche den Aushértevorgang
zu simulieren. Da allerdings der genaue Zusammenhang zwischen der Warmeleitfahig-
keit und dem Aushértegrad, beziehungsweise der Temperatur noch nicht bekannt ist,
wird bei der Simulation fiir diesen Parameter ein Wert angenommen. Dieser Wert be-
rechnet sich anhand der Formel

k= kflﬁssig (1 - Q) + kfest q (21)
k=lar+ b (T —To)] (1 = q) + [az + b2 (T = Tp)] ¢ (2.2)

Die Wéarmeleitfahigkeit des Knochenzements k setzt sich nach (2.1) aus zwei Kompo-
nenten zusammen. Dabei beschreibt kjissig den rein fliissigen Zustand und kj.q das
vollstandig ausgehiartete PMMA. Wahrend des Aushértevorgangs steigt der Aushérte-
grad ¢ von 0 auf maximal 1 an. Die Warmeleitfahigkeit des fliissigen Materials geht
somit in die Wirmeleitfihigkeit des festen Zustandes iiber. In Gleichung (2.2) wurde
zusétzlich die Temperaturabhéngigkeit beriicksichtigt. Dabei bezieht sich die Tempe-
ratur 1" auf eine Referenztemperatur Ty. Die Parameter a; und by sind bekannt. Da
sie den ausgehéarteten Knochenzement beschreiben, konnten sie im Vorfeld mit Hilfe
des Laser-Flash-Verfahrens bestimmt werden. Nachdem die Polymerisation in diesem
Zustand bereits abgeschlossen ist, hat die fiir diese Methode nétige Energieeinbringung
in das Material keinen Einfluss mehr auf die Stoffeigenschaften.

Mit Hilfe der Simulation kann die Oberflichentemperatur in Abhéngigkeit der Varia-
blen a; und b; berechnet werden. Durch den Vergleich der Messergebnisse mit den
berechneten Daten, kann ein Fehler in Abhéngigkeit dieser Groflen bestimmt werden.
Die wesentliche Aufgabe besteht darin, diesen Fehler durch Anpassen der Variablen
zu minimieren. Daraus ergibt sich eine Optimierungsaufgabe fiir die Zielgrofien a; und
b1. Die zu minimierende Zielfunktion dieses Optmierungsproblems wird durch die Ab-
weichung zwischen Simulationsergebnis und Messergebnis beschrieben. Die optimalen
Werte der Zielgroflen werden am globalen Minimum der Zielfunktion erreicht. Mit
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Hilfe dieses Verfahrens ist es moglich eine Parameteridentifikation der beiden unbe-
kannten Groflen durchzufithren. Somit kann die Abhéngigkeit der Warmeleitfahigkeit
vom Aushértegrad und von der Temperatur bestimmt werden.
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Um die Optimierungsaufgabe 16sen zu konnen, ist es notig, die Oberflichentemperatur
des Knochenzements experimentell zu bestimmen. Mit Hilfe einer Infrarotkamera wird
wéihrend der Aushértung eine Thermographieaufnahme von der Probe erstellt. Die-
se Aufnahmen kénnen anschliefend mit entsprechender Software ausgewertet und die
Temperaturdaten exportiert werden.

3.1 Versuchsaufbau

Abbildung 3.1: prinzipieller Versuchsaufbau

Abbildung 3.1 stellt den prinzipiellen Versuchsaufbau dar. Der Knochenzement wird
nach dem Anriihren in eine zylinderféormige Form aus Styropor gegossen. Das Sty-
ropor dient dabei aufgrund seiner niedrigen Wirmeleitfahigkeit als Wéarmeisolation.
Urspriinglich sollte so eine annidhernd adiabate Randbedingung geschaffen werden. Al-
lerdings stellte sich heraus, dass der Warmestrom in das Styropor zwar gering ist, aber
dennoch nicht vernachléssigt werden kann. Oberhalb der Probe wird die Infrarotka-
mera montiert. Sie nimmt das Wérmebild des PMMA und des umliegenden Styropors
auf.

Nach den ersten Testmessungen zeigte sich allerdings, dass der urspriingliche Ver-
suchsautbau Méngel aufweist. Beim Aushértevorgang des Knochenzements entsteht



3 Versuch

durch Polymerisation aus dem Monomer Methylmethacrylat (MMA) das Polymer Po-
lymethylmathacrylat (PMMA). Das Monomer enthélt dabei die dazu nétigen Radikale.
Beim Styropor handelt es sich allerdings ebenfalls um ein Polymer (Polystyrol). Bei
Kontakt zwischen dem Monomer und dem Styropor beginnt sich dieses Aufzulosen.
Die Radikale im MMA zerstoren die Struktur des Styropors. Abbildung 3.2 zeigt die
Auswirkungen dieser chemischen Reaktion.

Abbildung 3.2: chemischen Reaktion zwischen Monomer und Styropor

Durch diese Reaktion wird zum einen die Probengeometrie zerstort und zum anderen
die Polyimerisation des Knochenzements beeinflusst. Um den Kontakt zwischen Mo-
nomer und Styropor zu verhindern, wird eine diinne Folie aus Polyethylen zwischen
die beiden Materialien gebracht. Mit Hilfe eines HeifSluftfohns wird sie an das Styro-
por angepasst. Somit kommt es zu keiner Reaktion der beiden Stoffe. Der Nachteil
der Schutzfolie ist, dass die Probenrdnder nicht mehr glatt sind. Abbildung 3.3 zeigt
den zerfurchten Probenrand. Diese Falten entstehen beim Anpassen der Folie an das
Styropor und {iibertragen sich direkt auf die Probengeometrie. Da die Abweichungen
aber relativ gering im Vergleich zum Radius sind, kénnen sie vernachléssigt werden.

et

Abbildung 3.3: Probe (ausgehérteter Knochenzement)

Dariiber hinaus zeigen die Testmessungen ein weiteres Problem auf. Wihrend der
Aushértung erhitzt sich der Knochenzement auf etwa 100°C. In diesem Bereich ist
das Styropor nicht mehr Temperaturbestidndig. Es beginnt seine feste Struktur zu ver-
lieren und die Probe sinkt ab. Das Styropor wurde darauthin durch Styrodur ersetzt.
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Wie Styropor ist auch Styrodur ein Polymer, allerdings ist die Warmebestidndigkeit
besser. Das Einsinken der Probe kann so wesentlich reduziert werden. Des Weiteren
bietet Styrodur noch weitere Vorteile gegeniiber dem herkémmlich Styropor. Es hat
eine niedrigeren Warmeleitfahigkeit als Styropor und eignet sich somit noch besser
zur Wirmeisolation. Dazu ist Styrodur dichter und feinkorniger. Dies erleichtert die
Verarbeitung und die Realisierung glatter Oberflachen.

Insgesamt wurden fiinf verschiedene Messungen durchgefiihrt. Dabei wurden die Pro-
benabmessungen und die Starttemperaturen veréndert. Die Starttemperaturen 7Tgyq,q¢
beziehen sich dabei auf die Oberflaichentemperatur der Probe direkt nach dem Einfiillen
in die zylindrische Form. Die Umgebungstemperatur war fiir alle Messungen konstant
T, = 22°C'. Die aufgefiihrten Werte sind gleichzeitig Eingabeparamter fiir die Simu-
lation der Aushédrtung. Abbildung 3.4 stellt den rotationssymmetrischen Querschnitt
des Versuchsaufbaus dar.

R,

rPr obe

|
I T

Abbildung 3.4: Probengeometrie

Messung TStaTt in [OC] T Probe 1 [mm] YProbe in [mm]
1 16.4 28 )

2 20.3 27.5 4

3 21.5 22.5 7

4 214 15 15

D 204 22.5 )

Tabelle 3.1: Messungen

Geometrie Styrodur
Ry = 120mm
Yty = 70mm

Stoffdaten Styrodur
psty = 30kg/m?

Ce,sty = 1500 J/ (kg K)
ksyy, = 0.035 W/(mK)

Tabelle 3.2: Styrodur Daten
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3.2 Theoretische Grundlagen zur Infrarotmessung

Das Prinzip der Infrarot Thermographie basiert auf dem physikalischen Phénomen,
dass jeder Korper mit einer Temperatur oberhalb des absoluten Nullpunktes elektro-
magnetische Strahlung aussendet [3]. Dabei besteht ein direkter Zusammenhang zwi-
schen der ausgesandten Strahlung und der Oberflichentemperatur des Koérpers. Die
Temperatur eines Objekts kann somit beriihrungslos durch die Ermittlung der Strah-
lungsintensitét bestimmt werden.

Als Modellkorper fiir die Theorie dient dazu der schwarze Strahler. Er zeichnet sich
durch einen Emissionsgrad ¢ von 1 aus und besitzt die fiir eine bestimmte Temperatur
grofit mogliche Strahlungsintensitét. Die spektrale Verteilung der Strahlung ist dabei
stark von der Temperatur des Materials abhéngig. Fiir einen schwarzen Strahler kann
sie folgender Maflen berechnet werden.

N (eap(5) — )

Folgende Graphik 3.5 stellt die spektrale Verteilung in Abhéngigkeit der Wellenlédnge A
bei verschiedenen Temperaturen dar. Es ist zu erkennen, dass die Strahlungsintensitét
mit steigender Temperatur zunimmt. Die Wellenlénge der maximalen Strahlungsinten-
sitét kann bei schwarzen Strahlen mit Hilfe des Wienschen Verschiebungsgesetzes (3.2)
bestimmt werden.
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Abbildung 3.5: Spektrale Verteilung [3]

Fiir die Messung der elektromagnetischen Strahlung eines Objekts ist zu beachten,
dass es sich dabei nicht um einen schwarzen Strahler handelt. Der Emissionsgrad ist
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in der Realitdt nie konstant 1. Er ist von verschiedenen Faktoren abhingig (siehe
Gleichung (3.3)) und kann Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Bis auf den Winkel zur
Flachennormalen dndern sich all diese Paramter wiahrend der Aushéirtung. Fiir den
Versuch wurde ein konstanter Emissionsgrad von 1 gewéhlt. Der daraus resultierende
Fehler ist allerdings unbekannt.

e=f (Material, Oberflachenrauigkeit, Temperatur, (3.3)

Polymerisationsgrad, Winkel zur Fléichennorma,len)

Dariiber hinaus ist der Transmissionsgrad der Luft 7 zu beriicksichtigen. Er beschreibt
die Durchléssigkeit der Luft fiir elektromagnetische Wellen und variiert zwischen 0 und
1 (0 entspricht keiner Durchléssigkeit). Abbildung 3.7 zeigt die Abhéngigkeit des Trans-
missionsgrades der Luft von der Wellenldnge. Bei einem niedrigen Transmissionsgrad
ist es fiir die Infrarotkamera schwieriger, die entsprechende Wellenldnge zu detektieren.
Um diesen Einfluss auf ein Minimum zu begrenzen, ist die Kamera mdoglichst nahe an
der Probe montiert.

1 T(]
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Abbildung 3.6: Transmissionsgrad von Luft [3]

Im fiir den Versuch relevanten Temperaturbereich von 15°C bis 100°C betragt die
Wellenlénge der ausgesandten Strahlung zwischen 7.5 pm und 10 pum. Sie liegt so-
mit grofitenteils innerhalb des sogenannten atmosphérischen Fensters, in dem die Luft
durchléssig fiir elektromagnetische Wellen ist.

In der Infrarotkamera befinden sich Sensoren zum FErfassen der vergleichsweise kurz-
welligen Infrarotstrahlung. Die Energie der einfallenden Photonen ist dabei abhéngig
von deren Wellenlénge (3.4). Die Sensoren sind dabei so ausgelegt, dass diese Energie
des Photons ausreicht um vom Detektor absorbiert zu werden (3.5). Der so entstehende
photoelektrische Effekt verursacht einen Photostrom, der einen direkten Riickschluss
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auf die Wellenldnge und damit auf die Oberflichentemperatur des Objekts zulésst.
Anschlielend wird jeder Temperatur eine Farbe zugewiesen und die Verldufe zwischen
den Datenpunkten interpoliert. So entsteht das Thermographiebild.

hpic
Ephoton = PTZ (34)
EPhoton 2 EBindung (35)

3.3 Ergebnisse

Fiir die Auswertung der Messergebnisse wurde der Temperaturverlauf iiber den Proben-
radius betrachtet. Da es sich um einen rotationssymmetrischen Kérper handelt, liegt
es nahe, auch von einem rotationssymmetrischen Temperaturverteilung auszugehen.
Diese Annahme wird auch durch die Messungen belegt. Folgende Abbildung 3.7 zeigt
eine Momentaufnahme der Infrarotaufnahme des Knochenzements nach 1020 Sekun-
den. Der Knochenzement befindet sich zu diesem Zeitpunkt bereits in der Abkiihlphase.
Die rotationssymmetrische Temperaturverteilung ist gut zu erkennen. Die verwendete
Infrarotkamera ist von der Firma InfraTec mit der Bezeichnung ” VarioCam hr”.

Abbildung 3.7: Momentaufnahme der Oberflichentemperatur von Messung 3 nach
1020 sek

Es ist weiterhin zu sehen, dass das Styrodur einen wesentlichen Einfluss auf das Tempe-
raturfeld hat. Im Falle einer adiabaten Randbedingung wiirde der Knochenzement nach
auflen nicht abkiihlen, da ein Warmestrom iiber den Rand per Definition nicht méglich
ist. Die Temperaturverteilung miisste somit fiir jeden Zeitschritt homogen sein, da eine
Abkiihlung nur iiber freie Konvektion moglich wéare. Die Graphik 3.7 zeigt, dass ein
Wiérmestrom in das Styrodur vorhanden ist und es wichtig ist, diesen in der Simulation
ebenfalls zu beriicksichtigen.

10
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In Abbildung 3.8 wird der zeitliche Verlauf der Temperatur iiber den Radius dargestellt.
Der Export der Temperaturdaten erfolgte mit Hilfe der Software Irbis 3 Professional.
Zur Bearbeitung und Darstellung wurde die Software Matlab 2009b verwendet.

Temperaturverlauf Messung 3

Temperatur [K
(1)
(1)
_
!

3000 4000

1000 2000

Radius [mm] Zeit [s]

Abbildung 3.8: Zeitlicher Temperaturverlauf iiber den Radius (Messung 3)

Um eine zeitliche Korrelation mit der Simulation zu ermdglichen, ist es nétig, die In-
frarotaufnahme gleich nach dem Anriihren des Knochenzements zu starten. Dieser be-
findet sich zu diesem Zeitpunkt aber noch nicht in der Styrodurform. Der anfidngliche
Temperaturanstieg zeigt an, wann der Knochenzement in die Form gegossen wurde.
Nachdem die Kamera dabei einen Teil der Hand filmt, steigt die angezeigte Tempera-
tur stellenweise kurzzeitig auf etwa 37°C. Die Polymerisation setzt nach einer gewis-
sen Zeit relativ abrupt ein, was einen starken Anstieg der Temperatur zur Folge hat.
Obwohl der zeitliche Verlauf iiber den Radius nicht konstant ist, wird dennoch iiber
einen groflen Teil der Fliache die gleiche Spitzentemperatur von knapp 100°C erreicht.
Nur am aduflersten Rand féllt diese geringer aus. Allerdings tritt die Hochsttemperatur
mit zunehmendem Radius spéter auf. Anschliefend folgt die Abkiihlphase, in der der
Knochenzement Wérme iiber freie Konvektion an die Luft und Warmeleitung in das
Styrodur abgibt. Aufgrund der geringen Warmeleitfahigkeit des Styrodurs und dem
kleinen Konvektionskoeffizienten der Luft, erstreckt sich diese Phase iiber einen ver-
gleichsweise langen Zeitraum und die Starttemperatur wird bis zum Ende der Messung
nicht mehr erreicht.

In Abbildung 3.9 sind alle Messungen aufgetragen. Dabei wurde exemplarisch der
Punkt X (X = rprope/2) ausgewéhlt.

Es ist zu sehen, dass die einzelnen Verlaufe stark von der Anfangstemperatur und der
Probengeometrie abhéngen. Messung 1 und Messung 2 haben eine dhnliche Proben-

11
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Messergebnisse

380 T . . T T T .
Messung 1
30 Messung 2 []
Messung 3
360 Messung 4 |]
=0k Messung & | |

340

330

320

Temperatur [K]

310

300

290

280

1 1 1 1 1 1 1
a 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Zeit 5]

Abbildung 3.9: Alle Messungen am Punkt X = 7p;.ope/2

grofle, aber einen Unterschied in der Starttemperatur von 3.9°C. Obwohl sich die beiden
Verlaufe qualitativ dhneln, fithrt der Temperaturunterschied zu einem zeitlichen Ver-
satz von 500 Sekunden. Messung 1 weifit die niedrigste Anfangstemperatur auf, demzu-
folge startet auch die Polymerisation und damit der Temperaturanstieg am spétesten.
Messung 3 und 4 haben eine nahezu identische Starttemperatur, unterscheiden sich
aber im Radius und in der Hohe. Es kommt ebenfalls zu einer zeitlichen Verschiebung
und zu einer Verdnderung der Spitzentemperatur. Auffallend ist auch die Abkiihlphase
von Messung 4. Diese dauert wesentlich lénger als bei den anderen Messungen. Daraus
ergibt sich, dass die Summe der austretenden Wérmestréme am kleinsten ist. Da Probe
4 den kleinsten Radius aufweist, ist auch die Konvektion am geringsten. Die freie Kon-
vektion ist direkt proportional zur Oberflache. Die groflere Mantelfliche und der damit
groffere Warmestrom ins Styrodur kénnen die geringe Konvektion nicht ausgleichen.
Demzufolge hat die Konvektion den gréfiten Anteil am Verlauf der Abkiihlphase.

Die Versuche zeigen, dass der Temperaturverlauf sehr sensibel auf die Anfangs- und
Randbedingungen reagiert.

12
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Basierend auf vorangegangene Experimente, konnte bereits ein mathematisches Modell
fiir die meisten Stoffeigenschaften des Knochenzements gefunden werden. Auch die Re-
aktionskinetik ist modelliert. Diese Gleichungen bilden die Grundlage der Simulation.
So konnen alle relevanten Parameter zu jedem Zeitpunkt bestimmt werden.

Im Folgenden wird ndher auf einzelne Stoff- und Reaktionsgréfien eingegangen und
gegebenenfalls die fiir die Simulation notige Diskretisierung erldutert. Dariiber hinaus
erfolgt eine graphische Darstellung der Parameter im Verlauf der Polymerisation unter
isothermen Bedingungen. Dies dient sowohl zur Veranschaulichung als auch gleichzeitig
zur Verifizierung der Implementierung des mathematischen Modells.

4.1 Reaktionskinetik

Die Reaktionskinetik beschreibt den Verlauf der Reaktion. Die bei dem Aushérteprozess
stattfindende Polymerisation ist ausschlaggebend fiir die Verdnderung sémtlicher Ma-
terialeigenschaften des Knochenzements. Sie wird mit Hilfe des Polymerisationsgrades
beziehungsweise Aushértegrades ¢ beschrieben. Zu Beginn hat der Aushértegrad den
Wert 0. Nach einer vollstdndigen Polymerisation wiirde ein Polymerisationsgrad von 1
vorliegen. Der Aushértegrad wird durch die Differentialgleichung (4.1) beschrieben.

U (K + Ko a0~ 0 fola) (4.1)
mit

Ky = Ky exp(}_%f%) (4.2)

Ky = Ky exp(}_%f;) (4.3)

2
folq) = 1 +exp(q_qT‘”‘d) -1 (4-4)
Gend = % (45)
T+ AT-T,,
=121 (40

Die Gleichung (4.2) ergibt sich aus einem Ansatz zur Beschreibung autokatalytischer
Reaktionen nach Kamal und Sourour. Damit auch eine unvollstéindige Aushéartung be-
schrieben werden kann, wird ein Diffusionsfaktor fp(q) eingefithrt. Dieser ist nach (4.4)

13
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abhéngig von einem maximalen Polymerisationsgrad g.,q, der bei einer bestimmten
isothermen Aushértetemperatur erreicht werden kann. Diese Grofle ist unter anderem
abhéngig von den Glasiibergangstemperaturen im fliissigen Zustand T, (¢ = 0) und
im vollstéindig ausgehdrteten Zustand T, (¢ = 1), siehe Gleichung (4.6). AT be-
schreibt die Differenz zwischen der isothermen Hértetemperatur 7" zur dabei erreichten
Glasiibergangstemperatur (¢ = gena). Sie betragt konstant 20°C. Die Gleichung (4.5)
zur Bechreibung des maximal erreichbaren Aushértegrades gilt allerdings nur in einem
Temperaturbereich von 15°C bis 80°C. Da im Versuch Maximaltemperaturen von 95°C
aufgetreten sind, ist mit einem Fehler in diesem Bereich zu rechnen.

Fiir die Implementierung in die Simulation muss diese Differentialgleichung zeitlich
diskretisiert werden. Dazu wird das explizite Eulerverfahren verwendet. Dieses ergibt
sich aus dem Polygonzugverfahren, bei dem der Verlauf in den einzelnen Zeitschritten
At als Gerade angenéhert wird. Damit ldsst sich der Aushértegrad zu einem Zeitpunkt
p durch die Gleichung (4.7) bestimmen.

dq
O = Q1 + At o (4.7)
Dabei stellt ¢,—1 den Startwert und dg/dt die Steigung der Geraden dar. Aufgrund der

gegebenen Differentialgleichung (4.1) ist die Steigung zum Zeitpunkt p — 1 bekannt.

dgq
= = Flgem) (4.8)
p—1

mit  f(tp1,qp-1) = (K1(Tp-1) + Ka(Tpo1) 65 1) (1 = 4p-1)" fo(gp-1, Tpo1)  (4.9)

Fiir hinreichend kleine Zeitschritte gilt damit die Beziehung

Gy = Gp—1 + O f(tp-1, gp1) (4.10)

Da bei expliziten Verfahren der neue Zeitschritt p allein aus den Daten von einem vor-
herigem Zeitschritt p — 1 berechnet wird, kann es bei zu grolen Schrittweiten At zur
Instabilitdt kommen. Allerdings scheint diese Differentialgleichung gut konditioniert zu
sein, da auch relativ grofle Schrittweiten bis iiber At = 2sek stabil berechnet werden.
In der Simulation werden aufgrund der schnell ablaufenden Polymerisation und dem
daraus folgendem steilen Temperaturanstieg moglichst kleine Schrittweiten verwendet,
um den Verlauf exakt darstellen zu konnen. Somit hat die Begrenzung der Zeitschritte
nach oben durch das explizite Verfahren keinen Einfluss. Die Differentialgleichung muss
fiir jeden Knotenpunkt und zu jedem Zeitschritt neu berechnet werden. Aus Griinden
der Laufzeitoptimierung ist das Eulerverfahren demnach einem aufwendigerem Verfah-
ren vorzuziehen.

Abbildung 4.1 stellt den Verlauf des Polymerisationsgrades bei unterschiedlichen Aus-
hirtetemperaturen dar. Dabei ist die Aushértetemperatur konstant gehalten. Die Po-
lymerisation ist stark von der gewihlten Temperatur abhéngig. Hohere Temperatu-
ren fithren zu einem vorzeitigen Beginn des Aushértevorgangs und zu einem hoheren

14
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maximalen Aushértegrad. Bei 80°C, der hochsten zuldssigen Temperatur, setzt die
Aushértung nahezu sprungartig ein und es wird ein Polymerisationsgrad von 0.93 er-
reicht. Bei der Simulation des Polymerisationsprozesses wird die Temperatur allerdings
nicht konstant gehalten, sondern steigt wihrend der Aushéartung aufgrund der chemi-
schen Reaktion an. Daher kénnen auch héhere Aushértegrade als die hier aufgezeigten
fiir die jeweiligen Starttemperaturen erreicht werden.

Polymerisationsgrad bei verschiedenen Termperaturen

o
o

Palymerisationsgrad
[
m

0.4 :

n3f T=15C | 4
T=26°C

0.2¢ ——T=35°C | ]
——— T=45°C

01 ——1=m0°C |
D 1 1 1 1 1 1 1

0 500 1000 &0 2000 2A00 3000 300

Zeit [5]

Abbildung 4.1: Polymerisationsgrad bei verschiedenen isothermen Temperaturen

4.2 Reaktionsenthalpie

Die massenspezifische Reaktionsenthalpie h ist ausschlaggebend fiir die freigesetzte
Wiérme wéhrend der Polymerisation. Diese, durch die chemische Reaktion hervorge-
rufene Warme, wird als Quellterm bezeichnet. Der Quellterm QQuelle beschreibt die
Energie, die wihrend der Aushirtung von dem Knochenzement abgegeben wird.

. dh
QQuetle = g dm  mit dm = pdV (4.11)
Mit Hilfe des Quellterms kann die, durch freigesetzte Energie hervorgerufene Tempera-
turerhohung dTqyeie, berechnet werden. Dabei wird die Anderung der inneren Energie
U mit der abgegebenen Energie gleichgesetzt.

15



4 Materialmodellierung

auv .

& Oouelle 4.12
— = Qau (4.12)

AT dh
o dV = — pdV 4.13
pev— 7P (4.13)

dh
AT guelte = — (4.14)

(Y

Die Enthalpie wird von der Temperatur und vom Aushértegrad des Knochenzements
beeinflusst. Fiir die Simulation wurde sie linear abhéngig vom Polymerisationsgrad und
quadratisch abhéngig von der Temperatur modelliert. Daraus ergibt sich die Gleichung
(4.15).

h’(Ta Q) = hflilssig(T) (1 - C]) + hfest(T) q (415)
1
hflﬁssig(T> - hflilssig,O + Q fliissig (T - TO) + 5 bfliissig (T - T0)2 (416>
1
hfest(T> == hfest,O + Afest (T - TO) + 5 bfest (T - T0)2 (417)

Dabei ist s die Reaktionsenthalpie des unausgehédrteten und hyes; die Enthalpie
des vollstandig ausgehéarteten Materials. Die Temperatur ist auf eine Referenztempe-
ratur von Ty = (37 4 273.15) K bezogen. Die Enthalpiedifferenz Ah zum Zeitpunkt p
ergibt sich dann aus

. J
Ahp = h(Tpfl, qp) — h(Tpfl, qpfl) mit |hfest,0 — hflﬁssig,o‘ =100 E (418)

Abbildung 4.2 stellt den zeitlichen Verlauf von (Ah,/ At) bei einer konstanten Tempe-
ratur dar. Da die Reaktionsenthalpie direkt mit dem Aushéartegrad verkniipft ist, zeigt
sich ebenfalls eine starke Abhéngigkeit von der Temperatur. Je hoher die Temperatur
ist, desto frither beginnt der Anstieg der Enthalpiedifferenz pro Zeitschritt At¢ und
desto groflere Maxima werden erreicht. Allerdings ist auffallend, dass eine steigende
Temperatur auch zu einer Verschmélerung des Verlaufs fithrt. Die gesamte Enthalpie-
differenz des Aushértevorgangs Ahges (von ¢ = 0 bis ¢ = @eng) wird dennoch, wie in
Abbildung 4.3 gezeigt, mit hoheren Temperaturen geringfiigig grofer.

Ahes = T2 (1(g = gewa) g = 0)) (4.19)
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Ahfit beiverschiedenen Temperaturen
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Abbildung 4.2: (Ah,/ At) iiber die Zeit bei verschiedenen Temperaturen
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Abbildung 4.3: Ahges in Abhéngigkeit der Temperatur

Der Zusammenhang zwischen der Enthalpiedifferenz pro Zeitschritt und dem Polyi-
merisationsgrad wird in der Graphik 4.4 verdeutlicht. Ein Anstieg des Aushértegrades
geht mit einem Anstieg der Enthalpiedifferenz iiberein. Das Maximum von (Ah,/ At)
fallt dabei auf die Stelle der grofiten Steigung des Polymerisationsgrades. Nachdem der
Aushéartegrad seinen Maximalwert erreicht hat, liegt keine Enthalpiedifferenz mehr vor.
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Abbildung 4.4: Vergleich des Aushértegrades mit der Enthalpiedifferenz (T' = 30°C)

Mit der Beziehung (4.18) kann die Gleichung fiir die Temperaturerhthung (4.14), unter
Voraussetzung eines bekannten Polymerisationsgrades, zeitlich diskretisiert werden.

Ah
AT’Quelle,p =—2r

(%

(4.20)

daraus folgt

h’(Tp—la QP) B h(TP—17 QP_l)

Coy

T, = +T, (4.21)

p

Gleichung (4.21) beschreibt die Temperatur zu einem Zeitpunkt p in Abhéngigkeit der
Temperatur zum vergangenem Zeitpunkt p—1 und dem Aushértegrad zu beiden Zeiten.
In der Simulation des Aushértevorgangs muss somit erst der Polymerisationsgrad fiir
beide Zeitschritte berechnet werden, bevor die neue Temperatur bestimmt werden kann.
Im folgendem Kapitel wird gezeigt, dass auch die spezifische Warmekapazitit c, keine
Konstante ist, und in die Diskretisierung mit einbezogen werden muss. Zu beachten
ist auch, dass bis jetzt keine abgehenden Wérmestrome betrachtet wurden. Gleichung
4.21 beschreibt nur den Temperaturanstieg aufgrund der chemischen Reaktion. Eine
Abkiihlung wahrend und nach diesem Prozess ist dabei nicht beriicksichtigt.

4.3 Spezifische Warmekapazitat

Als spezifische Wirmekapazitit wird die auf eine Masse bezogene Wiarmekapazitéit be-
zeichnet. Sie gibt an, wieviel Warmeenergie zugefithrt werden muss, damit 1kg des
Materials um 1K erhitzt wird. Die Warmekapazitét bei konstantem Druck ¢, ist defi-
niert als
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oh
¢p = a_T|p (4.22)
Fiir eine Enthalpie nach (4.15) ergibt sich daraus
o ahfliissig ahfest
(T q) = —5r— -0+ (4.23)

Cp(Ta p) = [afliissig + bflijssig (T - TO)] (1 - Q) + [afest + bfest (T - TO)] q (424)

Wenn Aushértegrad und Temperatur bekannt sind, kann die spezifische Warmeka-
pazitit somit fiir jeden Zeitpunkt berechnet werden. Fiir Feststoffe sind die spezifischen
Wiérmekapazitidten bei konstantem Druck und bei konstantem Volumen nidherungsweise
identisch. Somit gilt

Cy R Cp (4.25)

Im Zusammenhang mit Gleichung (4.21) ergibt sich daraus fiir die Temperatur zu
einem Zeitpunkt p

h(Tpfh qp) _ h‘<Tp717 QPfl)
CU(Tpfla QP71>

T =~

P

+T, (4.26)

Folgende Abbildung 4.5 zeigt den Verlauf der spezifischen Wérmekapazitit. Dabei ist
die Temperatur konstant und nur der Polymerisationsgrad &ndert sich.

Es ist zu sehen, dass die spezifische Warmekapazitat wihrend der Aushartung ab-
nimmt. Je hoher die Temperatur ist, desto schneller erfolgt die Abnahme. Da bei
hohen Temperaturen die Polymerisationsgeschwindigkeit gréfler ist, ist auch die Stei-
gung der spezifischen Warmeleitfahigkeit betragsméflig hoher. Die Graphik 4.6 ver-
deutlicht den Zusammenhang zwischen Aushértegrad und spezifischer Wéarmekapazi-
tat. Mit Beginn der Polymerisation sinkt die spezifische Wérmekapazitit. Nachdem
der Aushértevorgang beendet ist, bleibt sie konstant.
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Abbildung 4.5: spezifische Warmekapazitét bei verschiedenen Temperaturen
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Abbildung 4.6: Vergleich des Aushértegrades mit der spezifischen Wéarmekapazitit
(T =30°C)

4.4 Dichte

Die Dichte des Knochenzements wird fiir die Simulation des Aushértevorgangs beno-
tigt, da durch sie die innere Energie bestimmt werden kann. Aufgrund der indirekten
Proportionalitdt zum Volumen, kann die Dichtednderung des Knochenzements wéhrend
der Polymerisation durch eine volumetrische Dehnung ¢ beschrieben werden. Aus Glei-
chung (4.27) folgt somit die Beziechung (4.28). Bei einer Temperatur von 37°C' betrégt
die Dichte im fliissigen Zustand 1469.7kg/m? und wird als py bezeichnet.
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AV V-V P
- G 4.27
v= v P (4.27)
p=po(l—) (4.28)

Aufgrund des chemischen Prozesses und des Temperaturanstieges kommt es zu einer
Anderung des Volumens. Die Aushértung hat eine Schrumpfung x des Materials zur
Folge. In Gleichung (4.29) wird dabei eine lineare Abhéingigkeit vom Aushértegrad
angenommen. Der Temperaturausdehnungskoeffizient ¢;, éndert sich ebenfalls linear
mit fortschreitender Polymerisation.

0(q,T) = (etn + Dewnq) (T —Tp) + X q (4.29)

Hierin ist €;, der Temperaturausdehnungskoeffizient im fliissigen Zustand und Agy, die
Anderung des Temperaturausdehnungskoeffizienten vom fliissigen in den vollstéindig
ausgehérteten Zustand. Die Werte dieser Gréflen sind im Anhang aufgelistet. Die Tem-
peratur T bezieht sich auf eine Referenztemperatur Ty von 37°C.

Wenn Temperatur und Aushértegrad bekannt sind, kann somit die Dichte zum Zeit-
punkt p bestimmt werden.

Pp = Po [1— (etn + Dew QP) (Tp —Tp) + XQP] (4.30)

Graphik 4.7 zeigt den Dichteverlauf bei einer isothermen Aushértung. Je hoher die
Aushértetemperatur ist, desto geringer ist die Dichte im fliissigen Zustand und desto
kleiner ist das erreichte Maximum nach der Polymerisation. Allerdings wird dieses
bereits nach einer kiirzeren Zeit erreicht.

Aus Abbildung 4.8 ist zu erkennen, dass der Anstieg der Dichte im direkten Zusammen-
hang mit dem Anstieg des Aushéirtegrades steht. Nachdem der Aushértegrad seinen
Endwert erreicht, nimmt auch die Dichte des Knochenzements einen festen Wert an.
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4 Materialmodellierung

Dichte
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Abbildung 4.7: Dichte bei verschiedenen Temperaturen
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Abbildung 4.8: Vergleich des Aushértegrades mit der Dichte (7' = 30°C')

4.5 Wirmeleitfahigkeit

Die Wéarmeleitfihigkeit & eines Korpers charakterisiert dessen Féhigkeit, thermische
Energie in Form von Warme zu transportieren. Die Bestimmung der Warmeleitfahigkeit
von Knochenzement ist das eigentliche Ziel dieser Arbeit. Damit die Simulation al-
lerdings einen Temperaturverlauf berechnen kann, muss fiir sie ein Wert vorgegeben
werden. Wie bereits in Kapitel 2 beschrieben, berechnet sich dieser Wert aus

k= [(11 + b1 (T — To)] (1 - q) + [CLQ + bg (T - To)] q (431)
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4 Materialmodellierung

Zu einem Zeitpunkt p folgt daraus die aktuelle Warmeleitfahigkeit £, mit

kp = [ar + by (T, = To)] (1 — qp) + [az + b2 (T, — To)] qp (4.32)

Als Startwert fiir die Simulation werden die Parameter a; und b; wie folgt gewéhlt.

a1 = Qg (433)
by = by (4.34)

Somit ergibt sich
k= as+ by (T — To) (435)

Nach Gleichung (4.35) ist die Warmeleitfihigkeit nur noch von der Temperatur abhéngig.
Der Einfluss der Polymerisation ist unbekannt. Fiir die Optimierungsaufgabe stellt der
so errechnete Temperaturverlauf den Startwert fiir die Fehlerminimierung dar. Die Pa-
rameter a; und b; miissen wahrend der Optimierung unabhéngig voneinander veréndert
werden, mit dem Ziel den berechneten Verlauf an den gemessenen Temperaturverlauf
anzupassen.
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5 Simulation des Aushéartevorgangs

In diesem Kapitel wird die numerische Simulation des Aushértevorgangs erldutert.
Dabei wird die Methode der finiten Volumen und die Randbedingungen des Modells
beschrieben. Es werden die Besonderheiten aufgrund verédnderlicher Stoffparameter be-
handelt und unterschiedliche Berechnungsweisen dargestellt. Dariiber hinaus enthélt
das Kapitel Verfahren zur Laufzeitoptimierung.

5.1 Finite Volumen Methode

Fiir die Berechnung von instationdrer Warmeiibertragung gibt es unterschiedliche nu-
merische Methoden. Bei verdnderlichen Stoffgroflen und einem vorhandenen Quellterm
eignet sich am besten die finite Volumen Methode [5]. Mit diesem Verfahren kénnen
auch Ubergéinge von unterschiedlichen Materialien, wie vom Knochenzement zum Sty-
rodur, beriicksichtigt werden. Bei der finiten Volumen Methode wird das zu berech-
nende Gebiet V' in endlich kleine Teilvolumen dV aufgeteilt (siche Abb. 5.1). Innerhalb
dieses Kontrollvolumens sind alle Gréflen konstant. Das betrifft sowohl die Stoffpara-
meter, als auch die Temperatur.

‘T

/

Abbildung 5.1: Veranschaulichung der Zerlegung eines Volumens in endlich kleine
Teilvolumen

in dV gilt ¢, Ah,c,,p, k,T = konstant (5.1)

Fiir hinreichend kleine finite Volumen koénnen so die Temperaturverteilung und die
verinderlichen Stoffparameter im Material numerisch berechnet werden. Der Fehler
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5 Simulation des Aushértevorgangs

ist dabei umso geringer, je kleiner die Teilvolumen gewéahlt werden. Fiir jedes finite
Volumen wird der Energieerhaltungssatz (5.2) angewendet. Dies geht allerdings nur,
weil innerhalb dieses Volumens alle Groflen als konstant betrachtet werden.

‘Z—Z:ZQJFZWJFthM (5.2)

Nachdem kein Massenfluss m vorliegt und keine Arbeit W in das Material eingebracht
wird, vereinfacht sich die Gleichung zu

dU .
—r =« (5.3)

Die zeitliche Anderung der inneren Energie ist dabei die Summe aller Wiarmestrome
in oder aus dem Kontrollvolumen. Diese kénnen unterschiedliche Ursachen haben. Ein
Wiérmestrom kann aufgrund von Konduktion, Konvektion oder Strahlung auftreten.
Dariiber hinaus kommt es zu einer Energiefreisetzung innerhalb einer Volumenzelle
aufgrund der Polymirisation.

Z Q = Z QKonduktion + Z QKonfuektion + Z QStrahlung + Z QQuelle (54)

In der Simulation fiir den Aushértevorgang wird der Strahlungseinfluss > Qgtmhlung
nicht beriicksichtigt.
Die einzelnen Warmestrome lassen sich folgendermafien formulieren.

: oT
onduktion — kA— .
QK dukt 81‘ (5 5)
QKonvektion =hA (Too - T) (56)
. dh
Q0uelie = pr pdV siche GI. (4.13) (5.7)

Um die Temperaturverteilung wihrend des Aushérteprozesses berechnen zu koénnen,
ist im allgemeinen ein dreidimensionales Modell erforderlich. In diesem Fall treten
Wiérmestrome in drei Richtungen auf. Da der Versuch so ausgelegt ist, dass die Pro-
bengeometrie einen Zylinder darstellt, bietet es sich an, in Zylinderkoordinaten zu
rechen. Wie in der Graphik 5.2 dargestellt, ergeben sich die drei Warmestréome dann
zu Q,, Qy und Q¢.

In Kapitel 3.3 wurde bereits gezeigt, dass die Temperaturverteilung rotationssymme-
trisch ist. Demnach treten keine Warmestrome Q¢ auf. Fiir die Berechnung reicht es
somit aus, nur die Querschnittsfliche Aguerscnnir des Zylinders zu betrachten (siche
Abb. 5.3). Die einzelnen Teilvolumen bleiben aber dreidimensional, es erfolgt nur keine
Unterteilung in Umlaufrichtung ¢ des Zylinders.
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5 Simulation des Aushértevorgangs

] , J"r
}’Pmbe T QJ’ - y

rPrabe

Abbildung 5.2: Wérmestrome im Zylinderkoordinatensystem

4

““Querschuitt

Abbildung 5.3: In der Simualtion betrachtete Querschnittsfléiche

Abbildung 5.4 stellt ein inneres Teilvolumen und dessen Nachbarvolumen dar. Die Pfeile
symbolisieren einen Warmestrom iiber die jeweiligen Grenzen. Bei der finiten Volumen
Methode werden alle Warmestréme so behandelt, als wiirden sie in das betrachtete
Kontrollvolumen flielen. In der Realitét richtet sich der Wérmestrom allerdings nach
dem Temperaturgradienten. Er flieBt immer von der héheren zur niedrigeren Tempera-
tur. Dieser Tatsache wird Rechnung getragen, indem die Warmestrome beim Austreten
eines Volumens negativ werden.
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5 Simulation des Aushértevorgangs

munt1
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Aymn—l
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Abbildung 5.4: Konduktion zu einem inneren Kontrollvolumen von den benachbarten
Teilvolumen

Die Punkte innerhalb eines Kontrollvolumens werden als Knotenpunkte bezeichnet. Fiir
dquidistante Teilvolumen liegen die Kontenpunkt genau in der Mitte. In dem Modell
flieBen die Wérmestrome zwischen den einzelnen Knotenpunkten. So ergibt sich fiir
einen inneren Knotenpunkt (m,n) folgende Erhaltungsgleichung.

% = Z QKonduktion + QQuelle (58)
dU
'

Mit der Beziehung (5.5) ergibt sich dies zu

n — mel,n + Qerl,n + Qm,nfl + Qm,nfl + Qm,n,Quelle (59)

aUu oT
— =kA, 1nE — 5.10
dt m,n bt 87’ m—1n ( )
oT
+l€ Am—l—l,n,W a_
87" m—+1,n
oT
+kAm,n—1,N a_ +
ay m,n—1
aT
+kAm,n+1,S a
ay m,n—+1
dh
— av
Tl

Fiir die numerische Berechnung ist eine ¢rtliche Diskretisierung notig.
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5 Simulation des Aushértevorgangs

av
dt

Tmfl,n - Tm,n

=k Am—l,n,E A
rm—l,m

m,n

+ (5.11)

Tm+1,n - Tm,n
ATm,erl
Tm,n—l - Tm,n
Ayn—l,n
Tm,nJrl - Tm,n
Ayn,nJrl

+k Am+1,n,W +

+k Am,n—l,N +

+k Am,n+1,$’

dh
T, r

Um die Temperatur am Punkt (m,n) berechnen zu kénnen, muss Gleichung (5.11)
zeitlich diskretisiert werden. Hierbei gibt es unterschiedliche Vorgehensweisen, auf wel-
che in Kapitel 5.5 eingegangen wird. Dariiber hinaus ist die Warmeleitfahigkeit £ an
jedem Knotenpunkt unterschiedlich und kann deshalb nicht als Konstante angesehen
werden. Fiir den Wéarmestrom muss somit die Wérmeleitfahigkeit in Abhéngigkeit der
beteiligten Knotenpunkte beschrieben werden.

k= f(kmn, kmetint;) i,j€{0,1} miti # j (5.12)

Dieser Zusammenhang wird in Kapitel 5.2 erldautert. Die Flachen A beziehen sich, wie
in Abbildung 5.5 verdeutlicht, auf die Grenzen N (North), E (East), S (South) und
W (West) der jeweiligen Teilvolumen. Der Warmestrom zwischen zwei Knotenpunkten
ist senkrecht zu der entsprechenden Grenzflache der beteiligten finiten Volumen. Die
Berechnung dieser Flichen und der Abstiande Ar und Ay zwischen zwei benachbarten
Knotenpunkten wird in Kapitel 5.4 besprochen. Auch die Bestimmung des Volumen-
inhalts eines Kontrollvolumens dV wird in diesem Abschnitt erldautert.

AA“-

A
Abbildung 5.5: Grenzflichen eines Teilvolumens

Die Beziehung (5.10) beschreibt die Vorgehensweise der finiten Volumen Methode am
Beispiel eines inneren Knotenpunktes. Um diesen Knotenpunkt befindet sich ein Kon-
trollvolumen, in dem alle Parameter konstant sind. Fiir dieses Volumen wird eine Ener-
gieerhaltungsgleichung aufgestellt. Die Beschreibung der Randpunkte héngt von den
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5 Simulation des Aushértevorgangs

jeweiligen Randbedingungen ab. Es konnen Bedingungen erster Art (Vorgabe einer
Temperatur), zweiter Art (Vorgabe eines Wirmestroms) und dritter Art(Konvektion)
auftreten. Das Kapitel 5.3 geht auf diese Randbedingungen ein und stellt die Vorge-
hensweise fiir die &ufleren Punkte dar.

5.2 Warmeleitfahigkeit bei veranderlichen Stoffparametern

Das inhomogene Aushérteverhalten von Knochenzement fiithrt zu unterschiedlichen
Stoffparametern innerhalb der Probe. Somit unterscheiden sich auch die Stoffgrofen je-
des einzelnen Kontrollvolumens. Aus diesem Grund ist die Warmeleitfdhigkeit nicht nur
von der Temperatur und dem Polymerisationsgrad, sondern auch vom Ort abhéngig.
Die Berechnung eines Warmestroms durch Konduktion, kann auch durch einen Wir-
mewiderstand H R ausgedriickt werden.

. AT
onduktion — 5.13
QK dukt HR ( )

Der Warmewiderstand zwischen zwei verschiedenen Materialien ergibt sich nach [5] zu

Az Rth K Az
= d 5.14
oAk A 24k (5.14)
Die Gréflen k; und ks sind hierin die Warmeleitfahigkeiten der beteiligten Stoffe und
Rup e der Kontaktwiderstand an deren Grenzflidche. Diese Beziehung in (5.13) einge-
setzt fithrt zu

HR

AAT

5.15
FAz(E+2)+ R (5:15)

QKonduktion =

Nach einem Koeffizientenvergleich mit (5.5) folgt eine Beziehung fiir eine Ersatzwérme-
leitféhigkeit kpgysar- r zwischen den unterschiedlichen Materialien in Abhéngigkeit des
Kontaktwiderstands.

1

k1+ko Rth,K
2k ko + Nz

kErsatz,R = (516)

Der Kontaktwiderstand tritt aufgrund von Zwischenrdumen an den Grenzflichen den
beiden Stoffe auf. Er wird von mehreren Faktoren beeinflusst.

Rynx=1Ff (Oberﬁéchenrauigkeit,Anpressdurck,Geometrie,Material) (5.17)

Innerhalb der Probe tritt kein Kontaktwiderstand auf, da die einzelnen Teilvolumen
ohne Zwischenrdume aneinandergrenzen. Somit erhilt man fiir die Ersatzwérmeleit-
fahigkeit der Probe
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5 Simulation des Aushértevorgangs

2k ko
k rsatz — 5.18
PRt e+ ks (5.18)

Der Warmestrom zwischen den Knotenpunkten (m — 1,n) und (m,n) lasst sich damit
folgendermaflen berechnen.

2 km—l,n km,n
km—l,n + km,n

Abbildung 5.6 verdeutlicht anschaulich die Notwendigkeit einer Ersatzwérmeleitfihigkeit
bei benachbarten Teilvolumen mit unterschiedlichen Stoffgrofen.

Tm— 1n — Tm,n
Arm—l,m

Qm-10 = (5.19)

Am—l,n,E

P gk A oGk PGk
] [ ] [ ]
T L] ‘ - | -
. | . | . — Temperaturverlauf mit
Tl ‘ . | [ kl > kz > kg
L] ‘ L] | L] i
| — Temperaturverlauf mit
X 2 : k k
. ‘ T | . Ersarz 1,22 VErsar 2.3
L[] ‘ L] | L]
L[] ‘ L] | L]
. \ N .
L ‘ L] | .
. | . | T
. | . | .
¢ ‘ b | .
L] ‘ - | -
. | . | .
. | 9 | a x

Abbildung 5.6: Auswirkung der Ersatzwérmeleitfihigkeit auf den Temperaturverlauf

Durch die verschiedenen Wirmeleitfahigkeiten ki, ks, und k3 der Kontrollvolumen
kommt es zu einer Unstetigkeit des Temperaturverlaufs an den Grenzflichen. Diese Un-
stetigkeit verhindert die Bildung der partiellen Ableitung 07" /0x und der Warmestrom
zwischen den Knotenpunkten kann nicht korrekt berechnet werden. Durch die Ver-
wendung des Ersatzwiderstandes entsteht ein stetiger Verlauf zwischen den beiden
Punkten. Die jeweiligen Temperaturen bleiben allerdings unverédndert. Nachdem fiir
die Berechnung nur die Temperaturen an den Knotenpunkten von Interesse sind, ver-
ursacht die Ersatzwarmeleitfahigkeit keinen Fehler in der Simulation.

5.3 Randbedingungen

Wie bereits in Kapitel 3.3 dargelegt, ist der Aushértevorgang stark von den Anfangs-
und Randbedingungen abhéingig. Fiir die Simulation sind diese Grolen notwendige Ein-
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5 Simulation des Aushértevorgangs

gabeparameter, um das Anfangs-Randwert-Problem der Temperaturverteilung l6sen zu
konnen. Folgende Abbildung zeigt die in der Simulation implementierten Randbedin-
gung. Es ist jeweils die rotationssymmetrische Querschnittsfliche dargestellt.

ﬁ Konvektion
Fall1

7 %
adiabat% é adiabat
7 /
Ao 7
Konvektion
Fall 2 7 ﬂ
. é Konvektion
é AQuerschn&'a‘
Konvektion
Fall 3 ﬂ
Konduktion
adiabat

AOuerscFm&‘f

ﬁKonduld:ion

Abbildung 5.7: Implementierte Randbedingungen

NN

Aufgrund der rotationssymmetrischen Temperaturverteilung kommt es zu keinem Wir-
mestrom iiber den Mittelpunkt der Probe. Die Rotationsachse kann somit als adiabter
Rand betrachtet werden. In Fall 1 sind bis auf die Probenoberfliche alle weiteren
Rénder ebenfalls adiabat. An der Oberfliche tritt freie Konvektion auf. Der duflere
Rand wird in Fall 2 nicht durch Styrodur bedeckt. Daher kommt es auch zu einer frei-
en Konvektion am Rand. In Fall 3 wird sowohl am Rand, als auch an der Unterseite
der Probe die Wirmeleitung in das Styrodur beriicksichtigt.
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5 Simulation des Aushértevorgangs

Zur Betrachtung der Teilvolumen am Rand und in der Ecke des Zylinders, wird in der
Graphik 5.8 exemplarisch die rechte obere Ecke der Querschnittsfliche betrachtet.

Abbildung 5.8: Teilvolumen der rechten oberen Ecke des Zylinders

Damit die Knotenpunkte der &ufleren Kontrollvolumen auch tatséchlich an der Ober-
flache, beziehungsweise am Rand liegen, werden dort halbe Teilvolumen verwendet. In
den Ecken kommt es somit zu einem viertel des urspriinglichen Kontrollvolumens. Nur
so konnen die Randbedingungen korrekt in das Modell eingearbeitet werden. Auf die
prinzipielle Vorgehensweise hat dies allerdings keinen Einfluss.

In den folgenden Abschnitten werden die einzelnen Félle aus Abbildung 5.7 néher be-
trachtet. Dabei wird die Erhaltungsgleichung jeweils exemplarisch am rechten oberen
Teilvolumen angewendet.

5.3.1 Adiabater Rand

Graphik 5.9 stellt ein Eck-Teilvolumen mit den auftretenden Warmestromen bei einem
adiabaten Rand ,wie in Fall 1, dar.

Abbildung 5.9: Warmestrome am rechten oberen Kontrollvolumen (fiir Fall 1)

Wendet man den Erhaltungssatz auf dieses Kontrollvolumen an ergibt sich
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aUu oT
7 =k rsatz,m— mAm— nE 5 5.20
dt o E t ) 17 17 7E a m_17n < )
oT
+kErsatz,n—1,n Am,n—l,N a_ +
m,n—1

+hAman (T —T)+

dh
+_

qv
a|

m,n

Der Wirmeiibergangskoeffizient % ist, neben der Temperaturdifferenz (T, — T'), aus-
schlaggebend fiir den Warmestrom durch Konvektion. Die Umgebungstemperatur 7.,
betragt dabei konstante 294.15K . Der Koeffizient fiir den konvektiven Wiarmeiibergang
ist allerdings keine Konstante und von verschiedenen Faktoren abhéngig.

h=f (Str('jmungsart,Fluid,Ort,Temperatur) (5.21)

Der iiber den Radius gemittelte Wirmeiibergangskoeffizient A lisst sich iiber die mittle-
re Nusseltzahl Nu, bestimmen. Diese ist eine langenbezogene, dimensionslose Kennzahl
der Warmeiibertragung.

N_ur kLuft

T Probe

h= (5.22)
Bei der freien Konvektion ist die Nusseltzahl im Allgemeinen abhéngig von der Ray-
leighzahl Ra, und der Prandtlzahl Pr. Die Rayleighzahl beschreibt die Stromungsart
und dient als Kriterium fiir laminare, oder turbulente Strémung. Die Prandtzahl cha-
rakterisiert das Fluid, in diesem Fall die Luft.

Nu, = f(Ray, Pr) (5.23)
U u 2 robe 3 TOO =T
Ra, — |IPLust oL 7t (21 Probe)” ( ) (5.24)
Viuft kLuft Too
py — YLuft PLuft Cp Lujt (5.25)
Eruse

Um die freie Konvektion in der Simulation beriicksichtigen zu koénnen, ist somit notig,
die mittlere Nusseltzahl zu ermitteln. Fiir eine ebene Platte existieren empirische For-
meln zur Berechnung dieser Kenngrofle. Diese konnen nédherungsweise auf die Ober-
flache des Zylinders iibertragen werden. Fiir die Oberseite einer horizontalen Platte
gilt ndherungsweise

Fiir T < T Nu, = 0.27 Ra®* (10° < Ra, < 10%) (5.26)
Fiir T > Ty, Nu, = 0.54 Ra®* (10* < Ra, < 107) (5.27)
Nu, = 0.15 Ra® (10" < Ra, < 10M) (5.28)
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Bei einer vertikalen Platte gilt unabhéngig von der Temperatur und fiir alle Rayleigh-
zahlen die empirische Beziehung

0.378 Ra%-167 2
]0.296

Nu, = 40.825
N { T (0.492/Pryoass

(5.29)
Der Warmeiibergangskoeffizient an der Oberflache der Probe lésst sich aus den Glei-
chungen (5.22) und (5.26) allgemein darstellen als

Fopors = st O Ry (T) (5.30)

T Probe

Die Konstanten C' und n miissen durch eine Fallunterscheidung an die jeweilige Si-
tuation angepasst werden. Setzt man die Beziehungen aus (5.30) und (5.18) in die
Erhaltungsgleichung (5.20) ein und fiihrt eine 6rtliche Diskretisierung durch erhélt
man

dU ka—lnkmn Tm—ln _Tmn
oY _ ) L A —— TR 5.31
dt m,n km—l,n + km,n b ATm—l,m * ( )
kan—l kmn Tmn—l_Tmn
e Am e —_—
km,n—l + km,n bl Ayn—l,n
krure C Ra™(T,, .,
+ Luft T( 7 ) Am,n,N (Too - Tm,n)+
T Probe
dh
— AVin
T, P

Mit Hilfe dieser Beziehung lésst sich, nach einer zeitlichen Diskretisierung, die Tempe-
ratur des oberen rechten Eckpunktes numerisch berechnen.

5.3.2 Rand mit freier Konvektion

Abbildung 5.10 zeigt die Warmestrome in das obere rechte Kontrollvolumen, mit einer
Randbedingung dritter Art an der Mantelfliche des Zylinders.
Fiir Fall 2 ergibt sich somit folgender Ansatz fiir die Energieerhaltungsgleichung.

au orT

I :kETsatz,m—l,m Am—l,n,E . (532)
dt m,n 8 m—l,n
or
+kErsatz,n71,n Am,nfl,N a_ +
m,n—1

+hhorz Am,n,N (Too - T)_I'
+hvert Am,n,E (Too - T)+

dh
+_

d
| rdv

m,n
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Abbildung 5.10: Wérmestrome am rechten oberen Kontrollvolumen (fiir Fall 2)

Der Warmetibergangskoeffizient A, an der Mantelfliche wird mit Hilfe der Beziehung
(5.29) bestimmt.

— kpup f(Ra,(T), Pr)

vert —

(5.33)

I~

T Probe

Setzt man alle bekannten Beziehungen in (5.32) ein und fiihrt eine ortliche Diskretisie-
rung durch, so entsteht Gleichung (5.34)

Tmfl,n - Tm,n

dU 2 kmfl n km n
| = Zimedntmn 4 5.34
dt m,n kmfl,n + Ifm,n LB Arm,l’m + ( )
2k.mnfl k;mn Tmnfl _Tmn
) 9 Am e ) ) +
kmm—l + km7n meb Ayn—lm
krure C Ra™ (T, n
+ L ft a”r’( ’ ) Am,n,N (Too _ Tmm,)—i_
T Probe
kru Ra,(T,,,), Pr
+ Luft f< ( 7 ) ) Am,n,E (Too - Tm,n>+
T Probe
dh
— dVin
T, P

5.3.3 Rand mit Konduktion

In Fall drei liegt eine Randbedingung dritter Art vor. Es kommt zu einem Wérmestrom
QSty zwischen Knochenzement und Styrodur. Fiir die Berechnung dieses Warmestroms
wird ebenfalls eine Ersatzwérmeleitfihigkeit benttigt. Da allerdings nicht davon aus-
zugehen ist, dass es keine Hohlrdume zwischen dem Knochenzement und dem Styrodur
gibt, muss der Kontaktwiderstand berticksichtigt werden. Nach Gleichung (5.16) erhélt
man fiir die obere rechte Ecke eine Ersatzwérmeleitfahigkeit der Form

km n+ kSty Rth K
kgrsatzr = 1 : : 5.35
Frsatz, R / ( 2 km,n kSty * Axm,Sty ( )
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Somit lasst sich der vorgegebene Warmestrom darstellen als

. km n+ kSty Rth K TSt - Tm n
=1 ) d Appnp —2L——0 5.36
QSty / < 2 km,n kSty * AIm,Sty b ATm,Sty ( )
Auf die Temperatur des Styrodurs T, den Abstand Ar,, s, und den Kontaktwider-
stand wird in Kapitel 5.6 néher eingegangen.

Abbildung 5.11: Warmestrome am rechten oberen Kontrollvolumen (fiir Fall 3)

Der Erhaltungssatz angewendet auf das in Abbildung 5.11 dargestellte Kontrollvolumen
ergibt

dU oT
¥ =k rsatz,m— mAm— n a. 5.37
dt m,n fraats " e 8 m—1,n ( )
or
+kErsatz,n71,n Am,nfl,N a_
m,n—1
+hho7"z Am,n,N (Too - T)+
dh
— dv
Tl
+Q5ty,m,n
Ein ortliche Diskretisierung fiihrt zu
au ka—lnkmn Tm—ln _Tmn
Y = ZEmoanBmn y Imoin T men 5.38
dt ‘m,n km—l,n + km,n b AT”rn—l,m * ( )
kan—l kmn Tmn—l_Tmn
) ) Am e ) ’ +
km,n—l + km,n S Ayn—l,n
krure C Ra™(T,, .,
+ Luft r( 7 ) Am,n,N (Too - Tm,n)+
T Probe
dh
— AVin
T, P

kmn + K R Tsty — T
+1/ ( n T Ksty n th, I ) Amns Sty ,
2 km,n kSty AIm,Sty ATm,Sty
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5.4 Gitter

Um ein Volumen in Teilvolumen zu zerlegen, wird ein Netz aus Knotenpunkten erzeugt.
Dieses Netz heifit auch Gitter. Um die so entstehenden Punkte werden anschlieend
jeweils finite Volumenzellen gelegt, welche den einzelnen Kontrollvolumen entsprechen.
Folgende Abbildung veranschaulicht den Zusammenhang zwischen dem Gitter und den
Teilvolumen.

Vv
L ® L ® L
: | | | |
[ ] [ ] /T [ ] [ ] [ ]
Ay nn+l J/ m.n
[ ] [ ] v ® [ ] [ ]
>
Ar, m m+1
L L ® L ®
® ® ® ® ®

Abbildung 5.12: Entstehung der finiten Volumen mit Hilfe eines Gitters

dav

Abbildung 5.13: Finites Volumen

Die Graphik 5.12 stellt ein nicht-dquidistantes Gitter dar. Der Vorteil eines solchen Net-
zes ist, dass ein guter Kompromiss zwischen Rechenaufwand und Genauigkeit erreicht
werden kann. An den Stellen, die mit einer hohen Genauigkeit berechnet werden sollen,
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wird das Gitter verfeinert. Somit ergeben sich kleinere Kontrollvolumen und kleinere
Fehler. Da es sich dabei nur um einen lokalen Anstieg der Teilvolumen handelt, steigt
der Rechenaufwand nur geringfiigig. Die Anzahl der Knotenpunkte ist dabei ausschlag-
gebend fiir die benttigte Rechenzeit der Simulation. Eine Optimierung des Gitter fiihrt
daher zur Laufzeitverbesserung.

Die Schnittpunkte des erzeugten Netzes ergeben die Knotenpunkte. Somit sind auch
die Absténde zwischen den Knotenpunkten Ar und Ay unterschiedlich. Die Teilvo-
lumen ergeben sich aus den Mittelsenkrechten zwischen den einzelnen Punkten. Im
Unterschied zu einem aquidistanten Gitter liegen die Knotenpunkte dabei nicht mehr
in der Mitte des Kontrollvolumens. Dies hat aber keinen Einfluss auf die Vorgehenswei-
se der finiten Volumen Methode. Abbildung 5.13 zeigt ein Teilvolumen des Zylinders.
Nachdem keine Unterteilung in Umlaufrichtung geschieht, erstreckt sich das Volumen
iiber den gesamten Zylinder. In der zweidimensionalen Betrachtung wird nur die ent-
sprechende Querschnittsfliche dieses Hohlzylinders dargestellt.

Fiir die einzelnen Absténde muss gelten

g

-1

ATm,m—l—l = T'Probe (539)

3
Il

1

Ayn,n—i-l = YProbe (540)
1

n

wobei M die Anzahl der Knotenpunkte in radialer Richtung und N die Anzahl der
Knotenpunkte in vertikaler Richtung ist. Durch das Gitter ist der Radius r und die
Hohe y jedes Knotenpunktes gegeben und die Absténde ergeben sich zu

ATmm+1 = Tmain — Tmon m=[1,..., M| (5.41)
AT 1m = Tmn — F'm—1n n=11,...,N]

Ayn,n+1 = Ymmn+1 — Ymn

AYn-150 = Ymn — Ymn—1

mit T = Ymi1 =0 (5.42)
T'Mn = TProbe

Ym,N = YProbe

und  Bf(i,5) V[ie{0,N+1}Uje{0,M+1} (5.43)

Aussage (5.43) stellt eine Beschrankung der Indexmenge von m und n dar. Fiir den
Fall, dass der Laufindex auflerhalb des zuldssigen Bereiches liegt, existiert die bezeich-
nete Grofle nicht.
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Die Grenzflachen eines Kontrollvolumens lassen sich ebenfalls anhand des Gitters er-
mitteln. Dabei ist die besondere Form des Teilvolumens zu beachten. Basierend auf den,
durch das Netz gegebenen Groflen und den Abstdnden zwischen den Knotenpunkten,
ergeben sich folgende Beziehungen fiir A, , v und A,, , s.

Am,n,N = Am,n,S (544)
1 1
Am,n,N =TT |i<7nm,n + 5 A rm,m+1>2 - (rm,n - 5 A rml,m>2:|
1
=T |:rm,n(ATm,m+l + Arm,Lm) + Z(Arfn’m+1 — Arfnl,m)}
1
=T (Arm,m—i-l + Arm_Lm) Tmn -+ Z(Arm7m+1 - Arm_l,m)} (545)

Unter Berticksichtigung der Definition nach (5.43) kommt es zu zwei Spezialfillen an
den Réndern der betrachteten Querschnittsflache.

1
A v =A1ps = ZW A 7‘%2 (5.46)

1

Arin N = Arrns =T A a1 0 (T Probe — 1 Ary_1n) (5.47)

Die Querschnittsflichen A,, ,, g und A,, , w lassen sich berechnen aus

1

Am,n,E =T (Tm,n + 5 A 7hm,m—&-l)(Ayn—l,n + Ayn,n—i—l) (548)
1

Am,n,W =T (rm,n - 5 A rmfl,m)(Aynfl,n + Ayn,nJrl) (549>

An den Réndern muss wieder die Beschriankung (5.43) und die Definition (5.42) be-
riicksichtigt werden.

Mit Hilfe der Grenzflichen und der vertikalen Abstdnde Ay, lédsst sich der Volumenin-
halt eines Teilvolumens dV bestimmen.

1
dvm,n - Am,n,N §<Ayn—1,n + Aynm—&—l) (550)

Somit sind alle bené6tigten geometrischen Groflen bekannt und kénnen in die Energie-
erhaltungsgleichung eingesetzt werden.

5.5 Zeitliche Diskretisierung

Um das Temperaturfeld innerhalb der Probe aus dem Energieerhaltungssatz numerisch
zu berechnen, ist eine zeitliche Diskretisierung nétig. In den folgenden Abschnitten wird
auf das explitzite und das implizite Verfahren eingegangen. Die Entscheidung fiir eine
der beiden Methoden hat einen grundlegenden Einfluss auf die numerische Berechnung.
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5.5.1 Explizites Verfahren

Das explizite Verfahren bezieht sich bei der zeitlichen Diskretisierung auf die Werte
zum aktuellen Zeitpunkt p. Betrachtet man eine allgemeine Differentialgleichung der
Form

dT
— = 1)+ K@) (5.51)

so ergibt sich mit der expliziten Methode

T.1—T
% = f(T,) + K, (5.52)

Unter der Voraussetzung, dass die Starttemperatur 7}, bekannt ist, lésst sich die Tempe-
ratur zum néchsten Zeitschritt p+ 1 leicht bestimmen. Durch umformen der Gleichung
(5.52) erhélt man

Tp = AL(f(T,) + Kp) + T, (5.53)

Die Anderung der Temperatur iiber die Zeit kann somit allein mit Hilfe der vorliegen-
den Werte f(7},) + K, ermittelt werden. Diese Vorgehensweise auf den oberen rechten
Knotenpunkt aus Fall 3 angewendet, fiihrt unter Verwendung der Beziehung (5.38)
beispielsweise auf

TPl — kP A i Lincin = Linn N -
m,n pg%n Cg,mm de,n Ersatz,m—1,m 1n.E Arm_l’m ( )
+ kp A T’rlzz,n—l - T#b,n_'_
rsatz,n—1,n $tmn—1,5
Ersatz,n—1, Agin
+ h’};w'rz Am,n,N (Too - T?f%n) +
AhP At .
+ + PP
Cg’mvn pﬁ%n Cg,m,n dem Sty m,n

Bei der Berechnung des gesamten Temperaturfeldes entspricht die Anzahl der zu be-
rechnenden Gleichungen, der Anzahl an Knotenpunkten. Obwohl diese Vorgehensweise
aufgrund der einfachen Implementierung in der Simulation Vorteile bietet, ist sie den-
noch auch mit Nachteilen verbunden. Das explizite Verfahren neigt mit grofler werden-
den Zeitschritten zu Instabilidt. Je kleiner die Teilvolumen sind, desto kleiner miissen
auch die Zeitschritte gewdhlt werden, damit eine stabile Berechnung gewéhrleistet ist.
Um moglichst genaue Ergebnisse zu erzielen, ist es somit notig, die Zeitschrittwei-
te sehr niedrig zu halten. Um ein Gitter mit Ar, Ay = 0.5mm stabil berechnen zu
konnen, benotigt die Simulation beispielsweise eine Zeitschrittweite von etwa 0.02s. Da
sich Messungen allerdings iiber eine Stunde erstrecken, bedeutet das fiir die Simulati-
on einen groen Rechenaufwand und eine sehr hohe Rechenzeit. Das Temperaturfeld
miisste 180000 mal berechnet werden um eine Stunde simulieren zu kénnen. Abhilfe
bietet das implizite Verfahren.
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5.5.2 Implizites Verfahren

Das implizite Verfahren bezieht sich, im Gegensatz zum Expliziten, bei einer zeitlichen
Diskretisierung, auf den neuen Zeitpunkt p + 1. Somit ergibt sich aus (5.51)

Tprr = At (f(Tp1) + Kp) + T, (5.55)
Im Allgemeinen ldsst sich aus dieser Beziehung die Temperatur 7,,; nicht ermitteln.

Fiir den Eckpunkt aus Fall 3 kommt es nach einer zeitlichen Diskretisierung zu folgender
Beziehung.

p+l  _ pptl
ot = Al kb Am—inE Incin — T (5.56)
mmn Ersatzym—1,m < -m—Ln, .
pﬁ%n Cﬁm,n dvm,n ArTrLflm”L
p+1 p+1
kP A Tm,n—l - Tm,n
+ Ersatz,n—1,n {tmn—1,8 +

Aynfl,n

horz

+ Ay Aman (Teo — T,%t})} +

)P P
Cg m,n Pm,n Cg m,n dvm,n Sty * Tm,n

Umgestellt nach den unbekannten Temperaturen erhélt man

Fa? Fa?
p+1 myn AP P P _ m,n p p+1 P p+1 _
Tm,n 1 + dvm,n (Am,n + Bm,n + Cm,n):| dvm,n (Am,n Tmfl,n + Bm,n Tm,nl) -
(5.57)
Fa?,, AL, Fab,, . )
= dV. Cm,n TOO + Cgm " dV. Sty + Tm,n
At
mit Fal @=—H— 5.58
man = (5.58)
Ap _ k%rsatz,mfl,m Amflvn,E
e ATm—l,m
BP _ %rsatz,nfl,n Am,nfl,S
m Ayn—l,n

P _ HP
Om,n - hhorz Am,n,N

Die Gleichung (5.57) enthélt mehrere Unbekannte und ist daher nicht losbar. Jede so
aufgestellte Beziehung fiir einen Punkt, enthélt genau soviel unbekannte Temperaturen,
wie die Anzahl an beteiligten Knotenpunkten. Wenn fiir alle Teilvolumen eine implizite
Gleichung aufgestellt wird, ergibt sich ein Gleichungssystem der Form
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[M](T7H!) = (KP) (5.59)

mit M e RMNxM-N
Tp+1 c RM-N
KP ¢ RMN

Die Eintrage der Matrix M stellen die Koeffizienten der unbekannten Temperaturen
TP dar. In Beziehung (5.57) setzten sich diese aus A, B, C; Fa und dV zusammen. Die
Komponenten des Vektors K beschreiben die rechte Seite der Gleichung (5.57). Durch
Losen des Gleichungssystems berechnen ergeben sich alle Temperaturen im Zeitpunkt
p+1zu

() = [M] ™ (K7) (5.60)

Fiir die Implementierung in die Simulation, wird ein von Matlab vorgegebenes, direktes
Verfahren, gewahlt.

Im Vergleich zum expliziten Verfahren ist der Rechenaufwand fiir einen einzelnen Zeit-
schritt hoher. Die implizite Vorgehensweise hat allerdings den Vorteil, dass sie auch bei
groflen Zeitschritten stabil bleibt. Somit ist es moglich die Zeitschrittweite zu erhéhen.
Das hat zur Folge, dass der Gesamtrechenaufwand geringer wird und sich die benétigte
Rechenzeit verkiirzt. Da es allerdings noch einen Faktor K? gibt, die sich auf den
monentanten Zeitpunkt p beziehen, liasst sich die Schrittweite nicht beliebig erhéhen,
da dies sonst ebenfalls zur Instabilitdt fithrt. Diese Faktoren sind beispielsweise die
Enthalpiedifferenz AhRP und Qgty. Die maximal Mdogliche Zeitschrittweite ist abhéngig
von den Probenabmessungen und der Anzahl der Knotenpunkte. Fiir die berechneten
Beispiele liegt sie zwischen 0.5 und 1 Sekunden.

5.6 Beriicksichtigung des Styrodurs

Um das Styrodur in der Simulation beriicksichtigen zu konnen, ist es notig, den Wér-
mestrom zwischen Knochenzement und Styrodur zu kennen. Dieser Wéarmestrom lésst
sich wie bereits gezeigt darstellen als

km,n + kSty + Rth,K ) A TSty - Tm,n
mmn,E — A~

Yoy, = 1 5.61
QSty / ( 2 km,n kSty Axm,Sty A7nm,Sty ( )

Der Kontaktwiderstand Ry, x ist allerdings nicht bekannt und muss daher in erster
Néherung vernachléssigt werden (R, x = 0). Der daraus resultierende Fehler ist vor-
erst nicht abschétzbar.

Die Temperatur des Styrodurs Ty, ist nicht konstant. Genau wie das Temperaturfeld
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der Probe, ist auch die Temperaturverteilung innerhalb des Styrodurs von Ort und
Zeit abhéngig. Somit muss das Rechennetz auf das gesamte Gebiet erweitert werden.
Die naheliegendste Losung wére, alle Knotenpunkte vom Knochenzement und Styro-
dur in die implizite Berechnung mit einzubeziechen. Da es sich allerdings um ein sehr
grofles Gebiet handelt, wird der Rechenaufwand dadurch drastisch erhéht. Im Sinne der
Laufzeitoptimierung wird eine andere Losung gewihlt. Das Rechengebiet wird wie in
Abbildung 5.14 in vier Quadranten unterteilt. Die Sektoren sind iiber den Warmestrom
zwischen ihnen verbunden. Dieser ist jeweils ein Teil der Randbedingung.

I !

Probe Sty 1

P
; @

Sty 2 Sty 3

ZZ

NN

u u

[ [

TPy, sz

Al AT
7222444444

Abbildung 5.14: Zerlegung des Rechengebietes in vier Quadranten

Die einzelnen Sektoren haben eine unterschiedliche Grofie und daher verschiedene Git-
ter. Es ist die Einfiihrung zusétzlicher Laufindizes u und w nétig.

u=1[1,..,U] (5.62)
w=[1,.., W]
mit TMan + TWn = "Mu + Twu = Rty
Ym,N + Ym0 = Yuw,N + Yu,u = Ysiy
Die Warmestrome zwischen den Quadranten miissen fiir jeden Knotenpunkt einzeln
ausgewertet werden. Dabei wird der Strom immer so betrachtet, als ob er in den be-

trachteten Sektor flielen wiirde. Fiir den Quadranten, der die Probe beschreibt, ergeben
sich diese Wérmestrome zu
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TStyl,w:Ln - TM,n

QStyl,Probe = kErsatZ,R,Styl AM,n,E (563)

Ar M,Styl
TStyZ,m,U - Tm,n:l

(5.64)

QStyZ,Probe = k:Ersatz,R,StyQ Am,nzl,s Ay
n=1,Sty2

Zwischen den Sektoren Sty 1, Sty2 und Sty3 muss keine Ersatzwirmeleitfahigkeit
beriicksichtigt werden, da es sich in der Realitdt um eine vollstandige Struktur handelt.
Somit lasst sich der Warmestrom in dem Gebiet Sty 1 darstellen als

TM,n - TStyl,w:l,n

QPTobe,Styl = kETsatz,R,Styl szl,n,W A (565)
Tw=1,Probe
- —k A TSty3,w,U - TStylw,n:l 5 66
QSty3,Sty1 — NSty Aw,n=1,S A ( . )
Yn=1,5ty3

Die Wéarmestrome der restlichen Quadranten lassen sich analog herleiten.
Um die Temperaturen innerhalb der Sektoren berechnen zu kénnen werden insgesamt
vier Gleichungssysteme aufgestellt

(1) = [M] ™ (K2) (5.67)
(TE1) = [Msun] ™ (KGy,0)
(ngzé) = [MSty2]_1 (thy2)
(Tg:;é) = [MStyS]il (thy?))

Nachdem von einer adiabaten Mantelflache des Styrodurs ausgegangen wird, tritt dort
keine Konvektion auf. Die Bereiche Sty 2 und Sty 3 weisen somit nur Randbedingungen
zweiter Art auf. Dariiber hinaus sind alle Stoffgréfien des Styrodurs konstant. Das hat
zur Folge, dass die Matrix M fiir diese Sektoren nicht von Zeit abhingig ist.

[Msty2] = [Mg1y3] = konstant (5.68)

Es geniigt somit die Matrix einmal aufzustellen und sie fiir jeden Zeitschritt wieder zu
verwenden. Diese Tatsache bringt eine grofle Ersparnis an Rechenaufwand und Rechen-
zeit. Aus diesem Grund ist die gewéhlte Losung besser als das gesamte Gebiet mit nur
einem Gleichungssystem zu berechnen. Fiir die Quadranten Sty 1 und Probe muss die
Matrix weiterhin fiir jeden Zeitpunkt neu bestimmt werden. Dies liegt zum einen an der
auftretenden Konvektion (Randbedingung dritter Art) und dem zeitlich verédnderlichen
Wiérmeiibergangskoeffizienten. Zum anderen fithren die verdnderlichen Stoffparameter
des Knochenzements zu einer fiir jeden Zeitschritt unterschiedlichen Matrix M.

Die Berechnung kann noch weiter verbessert werden, indem eine einmalige LR-Zerlegung
der Matrizen Mg und Mg,y vorgenommen wird.
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[Msiyo] = [Lsty2] [Rstye] (5.69)
[MSty3] = [LSty3] [RSty3]

Die Matrizen werden dabei in eine rechts untere und eine links obere Dreiecksmatrix
zerlegt. Somit ergibt sich unter Verwendung von (5.67)

(T53) = [Lsual ™ ([Ronel ™ (K%y)
(T545) = [Lsna) ™ ([Rona) ™ (Ky))

Durch die Besonderheiten der Matrizen [R] und [L] kann das so gewonnene Gleichungs-
system durch Riickwérts-Einsetzen und Vorwérts-Einsetzen, wie im Gaufl Verfahren
verwendet, gelost werden. Diese Vorgehensweise bringt eine weitere Verbesserung der
Rechenzeit.

Da das zu berechnende Gebiet relativ grol und die Anzahl der Knotenpunkte dement-
sprechend hoch ist, kann ein optimiertes Gitter ebenfalls zur Laufzeitverbesserung
fithren. Das eigentliche Interesse der Simulation beschrénkt sich auf die Probe. Die
Berechnung des Temperaturfeldes innerhalb des Styrodurs ist zwar fiir die Randbedin-
gung an der Probenmantelfliche wichtig, spielt aber fiir den Optimierungsvorgang der
Wirmeleitfiahigkeit keine Rolle. Das Gitter kann also in Richtung des Styrodurs mit
zunehmender Entfernung zum Knochenzement ausgediinnt werden. Folgende Abbil-
dung 5.15 stellt exemplarisch ein verwendetes Gitter dar. Dabei wurden die einzelnen
Gitter der Sektoren zu einem gesamten Netz zusammengefiigt. Es ist im Allgemeinen
abhéngig von der gewiinschten Anzahl an Knotenpunkten innerhalb der Probe und
den geometrischen Abmessungen. Der griin umrandete Bereich stellt das Gebiet des
Knochenzements dar.

Abbildung 5.16 zeigt die Knotenpunkte an den Ubergingen vom Knochenzement zu
den Sektoren des Styrodurs. Der blaue Bereich symbolisiert den Quadranten der Probe.
Die urspriinglichen Teilvolumen am Rand der Probe waren halbiert, beziechungsweise
geviertelt. Um das Styrodur beriicksichtigen zu koénnen, wird der gesamte Teil des
duBeren Kontrollvolumens dem Knochenzement zugesprochen. Der vorherige Rand der
Probe (grau) verschiebt sich dadurch nach aufien auf die blaue Linie. Die einzelnen
Gitter werden so aufeinander abgestimmt, dass gilt

ATy syt = Arm=pmw=1 = ATyv-1,M (5.70)

Aynzl,StyQ = Aynzl,u:U = Aynzl,nZQ
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Gesamtes Gitter

YSty [erm]

Rsty [em]

Abbildung 5.15: Darstellung des gesamten Gitters aller vier Quadranten

Probe Sty 1
° ° ° .
° ° ° °
° ° ° ° °
° ° ° ° °
Sty 2 Sty 3

Abbildung 5.16: Knotenpunkte an den Ubergiingen der Quadranten

5.7 Validierung der Simulation

Um die richtige Implementierung der Berechnung in die Simulation beurteilen zu
kénnen, muss eine Validierung stattfinden. Durch sie wird belegt, dass die berechneten
Ergebnisse unter den angenommenen Anfangs- und Randbedingungen realistisch sind.
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Dazu soll ein Vergleich mit einer analytischen Losung erfolgen und das gesamte Tem-
peraturfeld auf Konsistenz gepriift werden.

Fiir einen halbseitig unendlich ausgedehnten Korper kann der instationédre Temperera-
turverlauf im eindimensionalen Fall analytisch berechnet werden. Bei einer Randbe-
dingung dritter Art ergibt sich dieser nach [6] zu

T(I7 t) - Too + (Tstart - Too) [erf(,u) + e’y—i—%ﬁu erfc(ﬁ + :u)} (571)

mit dem Gaufischen Fehlerintegral,

erf(u \/_ / (5.72)

erfc(p) = 1 —erf(u

der dimensionslosen Orts-Zeit-Koordinate

§= ’ (5.73)

2V/(tk)/(pey)

und der dimensionslosen Kenngrofie

tk hhorz ?
= — 5.74
! PCp ( k ) ( )

Betrachtet man nur die Wandtemperatur iiber die Zeit, folgt aus (5.71)

T(x=0,t) =T + (Tstar — To) €7 erfe(/7) (5.75)

Das Modell des halbunendlichen Kérpers ist fiir endlich ausgedehnte Korper als Naher-
ungslosung fiir sehr kurze Zeiten anwendbar [6]. Das ausschlaggebende Kriterium ist
dabei die Fourierzahl.

<< 0.3 (5.76)

Um die numerische Berechnung mit der analytischen Losung vergleichen zu kénnen,
miissen allerdings die Stoffparameter konstant gehalten werden und es darf keine Ener-
gie durch die chemische Reaktion frei werden. Des Weiteren wird von adiabaten Réndern
des Zylinders ausgegangen, um eine eindimensionale Wérmeleitung zu erhalten. Tabelle
5.1 zeigt die fiir den Vergleich verwendeten Stoffgréfien.

Bei einer Zeitspanne von ¢ = 600s und einem zylindrischen Stab mit einer Lénge von
x = 10cm, ergibt sich die Fourierzahl zu Fo = 0.0096. Die Bedingung fiir die An-
wendbarkeit des analytischen Modells ist somit gegeben. Folgende Abbildungen stellen

47



5 Simulation des Aushértevorgangs

konstante Stoffwerte | Wert

p 1180 J/(kgK)
p 1490 kg/m?

k 0.28 W/(mK)
Bhors 10 W/(m?K)
dh 0 J/kg

q 0

Tabelle 5.1: Stoffparamter fiir analytische Berechnung der Oberflichentemperatur

den analytisch und numerisch ermittelten Temperaturverlauf an der Oberfliche dar.
Dariiber hinaus wird der Fehler der numerischen Berechnung veranschaulicht. Bei der
Auftragung des Fehlers wurde das numerische Ergebnis von dem Analytischen abgezo-
gen.

Sowohl beim Aufheizen, als auch beim Abkiihlen des Knochenzements durch Konvek-
tion, stimmt das numerische Ergebnis sehr gut mit den analytisch bestimmten Werten
iitberein. In den Abbildungen 5.18 und 5.20 ist zu erkennen, dass der maximale Fehler
zu Beginn der Berechnung auftritt und mit zunehmender Zeit geringer wird. Dieser ist
abhéngig von der Temperaturdifferenz |Tyqrt — Too| und betrégt in dem betrachtetem
Beispiel (Tysiare = 30°C, T, = 21°C'), 0.2K. Die Ursache hierfiir liegt in dem schlag-
artig einsetzenden Warmestrom bei t=0. Die Eingangsfunktion entspricht daher einer
Art Sprungfunktion. Die Sprungantwort kann erfahrungsgeméfl nur schlecht modelliert
werden. Der Fehler zu Beginn der Simulation wird sich somit bei einem langsam ein-
setzenden Warmestrom verringern.

“ergleich numerischer mit analytischer Losung (Konvektion dber Oberflache)
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Abbildung 5.17: Vergleich der analytisch ermittelten mit der numerisch berechneten
Oberflichentemperatur bei Ty, = 15°C' und T, = 21°C
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numerischer Fehler
016 T T T T T
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Abbildung 5.18: Fehler der numerischen Berechnung der Oberflichentemperatur bei
Tstare = 15°C und T, = 21°C
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Abbildung 5.19: Vergleich der analytisch ermittelten mit der numerisch berechneten
Oberflachentemperatur bei Ty, = 30°C und T, = 21°C
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numerischer Fehler

Temperatur-Fehler [K]
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Abbildung 5.20: Fehler der numerischen Berechnung der Oberflichentemperatur bei
Tstart = 30°C und Too = 21°C

Fiir die Validierung der Randbedingungen wird die Temperaturverteilung innerhalb des
Materials betrachtet. Dabei wird die Polymerisation wieder zugelassen und sédmtliche
Stoffgréflen sind variabel. Die Isothermen miissen innerhalb eines Stoffes stetig sein
und sollen konsistent zu den physikalischen Grundlagen der Warmeiibertragung ver-
laufen. In Fall 1 (adiabate Mantelfldche) ist zu erwarten, dass die Isothermen parallel
zur Oberflache verlaufen, da keine Temperaturdifferenzen in radialer Richtung auftre-
ten. Fall 2 beschreibt eine Mantelfliche mit auftretender Konvektion. Die Temperatur
des Materials muss sich daher auch vom Rand aus dndern und die Isothermen diirfen
in der rechten oberen Ecke keinen Knick ergeben. Falls die Oberflache identisch mit
der Mantelflache ist, ist davon auszugehen, dass die Abkiihlung, beziehungsweise die
Erwéarmung der Probe, zu einem grofleren Teil iber die Mantelfldche geschieht. Bei der
freien Konvektion ist der Wérmeiibergang an einer vertikalen Oberfliche effektiver.
In Fall 3 (Warmestrom zwischen Probe und Styrodur) muss es aufgrund der unter-
schiedlichen Wirmeleitfdhigkeiten von Knochenzement und Styrodur zu einem Knick
der Isothermen an der Probenwand kommen. Des Weiteren miissen die Verlaufe der
Isothermen ohne Knick iiber den Rand der einzelnen Styrodurgebiete verlaufen.

Folgende Graphiken 5.21, 5.22, 5.23 und 5.24 stellen das Temperaturfeld jedes einzelnen
Falls zum Zeitpunkt ¢ = 25min (1500s) dar. Die Probe befindet sich zu dieser Zeit be-

reits in der Abkiihlphase. Die geometrischen Abmessungen und Anfangstemperaturen
sind in Tabelle 5.2 ersichtlich.
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Grofle | Wert
T'Probe 2cm
Rsty | 8cm
YProbe | 2Cm
Ysty 8cm
Tstary | 21°C
T 21°C

Tabelle 5.2: Abmessungen und Anfangstemperaturen fiir Validierungsbeispiel

Zeit [min] Temperaturverteilung wahrend der Aushartung [°C]

Hahe [cm]

o
m

F a0

o
o

b 40

o
T

FoHa0

=]
o

(=)

Radius [cm]

Abbildung 5.21: Temperaturverteilung [°C] zum Zeitpunkt ¢t = 25min in Fall 1

Fiir einen adiabaten Boden und eine adiabate Mantelfliche nach Fall 1 verlaufen alle
Isothermen qualitativ korrekt. Nachdem sich die Probe in der Abkiihlphase befindet,
liegen am Probenboden hohere Temperaturen vor, als an der Oberfléche.

Fiir den Fall einer freien Konvektion an der Mantelflache (Fall 2) ist in Abbildung 5.22
ein glatter und stetiger Verlauf der Isothermen zu erkennen. Es kommt zu keinem Knick
in der rechten oberen Ecke und die Probe kiihlt erwartungsgeméaf iiber beide Flichen
aus. Das Beispiel wurde so gewéhlt, dass die Oberfliche der Mantelfliche entspricht.
Somit léasst sich eine stérkere Abkiihlung des Materials iiber die Mantelféche erkennen.

Graphik 5.23 veranschaulicht das Temperaturfeld von Probe und Styrodur. Die blau-
en Punkte sind die duflersten Knotenpunkte des Knochenzements und markieren da-
her den Ubergang zwischen der Probe und dem Styrodur. Der Knick der Isothermen
am Ubergang der beiden Stoffe ist gut zu erkennen und ist ein Indiz dafiir, dass die
Ersatzwarmeleitfahigkeit zwischen den unterschiedlichen Materialien richtig modelliert
wurde. Dariiber hinaus kommt es zu einem glatten Verlauf der Isothermen zwischen den
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Zeit [min] Temperaturverteilung wahrend der Aushartung [°C]
5

Hahe [cm]

—40
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Abbildung 5.22: Temperaturverteilung [°C] zum Zeitpunkt ¢ = 25min in Fall 2

Zeit [rmin] Temperaturverteilung wahrend der Aushartung mit Styropor [*C]
T T 100
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+50

Jan
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Abbildung 5.23: Temperaturverteilung [°C| zum Zeitpunkt ¢ = 25min in Fall 3 mit
dem Kontaktwiderstand Ry, x = 0 Km?/W

einzelnen Bereichen. Somit sind alle Gebiete richtig iiber den Warmestrom als Randbe-
dingung verkniipft. Durch den adiabaten Rand des Styrodurs kommt es zu verédnderten
Verldufen der dufleren Isothermen. Auch diese erscheinen korrekt. Auffallend ist aber
die starke Erwédrmung des Styrodurs, die so im Versuch nicht beobachtet wurde. Da
dieser allerdings eine hohere Temperaturleitfahigkeit (nicht Warmeleitfahigkeit!) als
der Knochenzement aufweist und dariiber hinaus der Kontaktwiderstand vernachlassigt
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wurde, ist die grofle Eindringtiefe der Temperatur durchaus realistisch. Aufgrund dieses
Ergebnisses ldsst sich feststellen, dass der Kontaktwiderstand nicht vernachléssigt wer-
den kann. In folgender Darstellung 5.24 wurde dieser auf Ry, g = 0.1K m? /W erhoht.

100

Zeit [rmin] Temperaturverteilung wahrend der Aushartung mit Styrodur [*C]
T T

g
7
&

m

Hahe [cm]
=

1 p 50

1 F 4o

T F 30

Radius [cm]

Abbildung 5.24: Temperaturverteilung [°C] zum Zeitpunkt ¢ = 25min in Fall 3 mit
dem Kontaktwiderstand Ry, x = 0.1 Km?/W

Abbildung 5.24 zeigt, dass bereits eine kleine Erhchung des Kontaktwiderstands zu
einer deutlichen Verringerung der Eindringtiefe fithrt. Dieser Effekt spricht auch fiir
eine richtige Implementierung des Ubergangs zwischen dem Knochenzement und dem
Styrodur.

Fiir die Validierung der reaktionskinetischen Groéflen sollen die dargestellten Verldufe
in Kapitel 4 geniigen. Diese entsprechen den physikalischen und chemischen Vorgaben.
In Verbindung mit der analytischen Vergleichsrechnung und den plausiblen Tempera-
turfeldern, kann die Simulation als korrekt angesehen werden.

5.8 Ergebnisse der Simulation

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Simulation mit einer Warmeleitfahigkeit
nach (4.35) présentiert. Die berechneten Temperaturverldufe iber dem Radius d&hneln
dabei qualitativ den Gemessenen. Fiir eine weitere Auswertung wird exemplarisch ein
Punkt an der Probenoberfliche X = 0.5 rp,.e betrachtet. Die Anfangstemperatur und
die geometrischen Grolen beziehen sich bei der Berechnung auf die Daten aus Messung
3 (Tabelle 3.1 und 3.2).

Abbildung 5.25 zeigt den Temperaturverlauf am Punkt X bei unterschiedlichen An-
fangstemperaturen. Bereits eine kleine Abweichung der Starttemperatur fithrt zu einer
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Temperaturverlaufe an der Oberflache bei Yerschiedenen T,
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Abbildung 5.25: Abhéngigkeit des Temperaturverlaufs von der Starttemperatur
(Rinx = 0Wm?/K)

Veranderung des gesamten Temperaturverlaufs. Die VergréfSerung der Anfangstempe-
ratur um 1°C fiihrt zu einer zeitlichen Verschiebung des Aushértevorgangs von et-
wa 1min und zu einem geringfiigigen Anstieg der Maximaltemperatur. Wahrend des
Abkiihlvorgangs konvergieren die Verlaufe allerdings wieder gegen den selben Wert.

In Graphik 5.26 ist die Abhéngigkeit des Temperaturverlaufs vom Kontaktwiderstand
dargestellt. Mit Hilfe der Simulation wurde ein maximaler Kontaktwiderstand von
Rink Maz = 5Wm?/K ermittelt. Ab diesem Widerstand findet keine nennenswerte
Wiérmeiibertragung in das Styrodur mehr statt. Die Versuche haben gezeigt, dass sich
das Styrodur allerdings aufheizt. Unterhalb der Probe erreicht es sogar Temperatu-
ren oberhalb dessen Temperaturbestiandigkeit von etwa 85°C [7]. Durch die starke
Erwédrmung 16st sich die Struktur des Styrodurs teilweise auf. Somit muss ein grofer
Teil der entstehenden Wérme in das Styrodur eindringen. Der Kontaktwiderstand liegt
daher unterhalb Ry, x apaq-

Wm? Wm?
<R <5
K th K 76

0 (5.77)
Auf den Temperaturverlauf wéahrend der Aushartung, hat der Kontaktwiderstand einen
zu vernachlissigenden Einfluss. Erst in der Abkiihlphase des Knochenzements machen
sich Unterschiede im Widerstand bemerkbar. Der maximale Temperaturunterschied im
definierten Bereich des Kontaktwiderstands betréigt etwa 10°C.

Wiéhrend der Polymerisation kommt es zu einer chemischen Schrumpfung des Materi-
als. Dies hat zur Folge, dass die Probe in der Abkiihlphase keinen Kontakt mehr zum
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Temperaturverlauf an der Oberflache bei verschiedenen R (T, ,=20°C)
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Abbildung 5.26: Abhéangigkeit des Temperaturverlaufs vom Kontaktwiderstand
(Tstart - 21500)
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Abbildung 5.27: Abhéangigkeit des Temperaturverlaufs von der Randbedingung an der
Mantelfliche (Tgiare = 21.5°C)

Styrodur hat und sich ein deutlich erkennbarer Zwischenraum ausbildet. Vernachléssigt
man die Schutzfolie, kann in diesem Fall von einer freien Randkonvektion ausgegangen
werden. Die Simulation beriicksichtigt diese Verdnderung der Randbedingung allerdings
nicht. Um den so entstehenden Fehler beurteilen zu kénnen, werden die Temperatur-
verldufe der unterschiedlichen Randbedingungen miteinander verglichen (Fall 2 und
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Fall 3). Abbildung 5.27 veranschaulicht diesen Vergleich. Auf den Aushértevorgang
hat die verdnderte Randbedingung nahezu keinen Einfluss. Der entstehende Fehler be-
schrankt sich auf den Abkiihlvorgang der Probe. Im Fall der freien Konvektion wird
mehr Wérme an die Umgebung abgegeben und das Material kiihlt schneller aus. Die
so entstehende Temperaturabweichung betrégt allerdings nur 2°C.

Einfluss des Parameters a, der Warmeleitfahigkeit im flissigen Zustand
1DD T T T T T
2, =0.1 W/ {mk)

o0t a,=10 Wi(mk] |7
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40+
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Abbildung 5.28: Einfluss des Parameters a; der Wrmeleitfihigkeit auf den Tempera-
turverlauf (Tyiore = 21.5°C, Rypx = 0Wm?/K)

In Abbildung 5.28 ist der Einfluss des Parameters a; der Warmeleitfahigkeit veran-
schaulicht. Dieser wurde dabei zwischen 0.1 W/(mK) und 10 W/(mK) variiert. Trotz
der starken Anderung kommt es nur zu einem geringen Unterschied der Oberflichen-
temperatur. Wéahrend der Aushértung kommt es durch den chemischen Prozess zu
einer hohen Energiefreisetzung innerhalb kurzer Zeit. Fiir den Fall, dass keine Wérme
aus dem Knochenzement abfliefen kann, wiirde die Probe homogen aushéirten und es
wiirden keine Temperaturdifferenzen innerhalb der Probe existieren. Die inhomogene
Temperaturverteilung, und damit die Warmeleitung innerhalb des Materials, entsteht
somit nur durch Konvektion und Konduktion an den Réndern. Der so zu stande kom-
mende Wiarmestrom bewirkt aufgrund der geringen Temperaturdifferenzen und der
niedrigen Warmeleitfahigkeit des Knochenzements allerdings nur verhéltnisméfig klei-
ne Temperaturinderung innerhalb der Probe. Die Anderung der Temperatur durch
die Polymerisation des Materials ist aber wesentlich gréfler und erfolgt um ein Viel-
faches schneller. Aus diesem Grund ist der Einfluss der Warmeleitfahigkeit wahrend
der Aushédrtung sehr gering. Erst in der Abkiihlphase, wenn der chemische Prozess
beendet ist, ist die Warmeleitung innerhalb der Probe ausschlaggebend. Da zu diesem
Zeitpunkt der Polymerisationsgrad seinen Endwert bereits erreicht hat (ge,q = 0.94),
verliert der Parameter a; stark an Bedeutung. Daher haben auch groBe Anderungen
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diese Parameters nur einen kleinen Einfluss auf den Abkiihlvorgang.

Einfluss des Parameters b, der ‘Warmeleitfahigheit im flissigen Zustand
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Abbildung 5.29: Einfluss des Parameters b; der Warmeleitfahigkeit auf den Tempera-
turverlauf (Tyyue = 21.5°C, Rypx = 0Wm?/K)

Der Parameter b; weifit, wie in Graphik 5.29 dargestellt, einen noch geringeren Ein-
fluss auf den Temperaturverlauf auf. Hier wurde der Wert zwischen —0.01 Wm?/K und
+0.01 Wm? /K variiert. Aufgrund der bereits genannten Effekte und der dufierst gerin-
gen Abhéngigkeit der Warmeleitfihigkeit von der Temperatur, ist keine Auswirkung
dieses Parameters auf die Oberflichentemperatur zu erkennen.

Folgende Abbildungen 5.30 und 5.31 stellen die Temperaturverteilung innerhalb der
Probe wéhrend der Polymerisation exemplarisch dar. Zum Zeitpunkt ¢ = 10min be-
ginnt der starke Temperaturanstieg im Knochenzement durch den chemischen Pro-
zess. Dieser erreicht etwa zur Zeit ¢t = 11min seinen Hohepunkt. In beiden Graphi-
ken ist zu sehen, dass zwar eine inhomogene Temperaturverteilung vorliegt, die auf-
tretenden Temperaturdifferenzen aber relativ klein sind. Auch bei einer sehr hohen
Wirmeleitfihigkeit wiirde es somit innerhalb des kurzen Zeitraums der Aushértung
nur zu einem geringen, durch Wérmeleitung induzierten, Warmestrom kommen.
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Zeit [min] Temperaturverteilung wahrend der Aushartung [*C]
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Abbildung 5.30: Temperaturverteilung innerhalb der Probe zum Zeitpunkt ¢ = 10min
(Tstm’t = 21.5007 Rth,K = OWmQ/K)
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Abbildung 5.31: Temperaturverteilung innerhalb der Probe zum Zeitpunkt ¢ = 11min
(Tst(zrt = 21.5007 Rth,K = meQ/K)

Mit Hilfe der errechneten Temperaturverteilung ist es nun moglich die einzelnen Stoff-
groffen des Klebers in Abhéngigkeit von Polymerisationsgrad und Temperatur dar-
zustellen. In Kapitel 4 wurden diese Groflen nur unter isothermen Bedingungen be-
trachtet. Um den tatséchlichen Verlauf vom Aushértegrad, Dichte und spezifischer
Warmekapazitéit zu verdeutlichen, werden diese Parameter wihrend des Aushértevor-
gangs in den folgenden Abbildungen veranschaulicht. Dabei wird wieder der exempla-
rische Punkt X = 0.57p, an der Probenoberfliche betrachtet. Die geometrischen
Groflen beziehen sich auf Messung 3.

Im Vergleich zum isothermen Prozess, wird in der Realitdt ein hoherer Aushértegrad
erreicht. Aufgrund des starken Temperaturanstieges innerhalb der Probe, kommt es
auch zu einem gréfferen maximalen Polymerisationsgrad. Der Unterschied zur isother-
men Aushédrtung betrigt Aq = 0.16. Der Beginn der Polymerisation findet davon
unbeeintrachtigt zur selben Zeit statt.

Der Verlauf der spezifischen Wérmekapazitiat bei variabler Temperatur (Abb. 5.33) un-
terscheidet sich stark von dem einer isothermen Prozessfithrung. Es bildet sich wahrend
der Aushértung ein Maximum aus. Der Zeitpunkt dieses Peaks fallt mit dem Zeitpunkt
der maximalen Temperatur zusammen. Obwohl der steigende Polymerisationsgrad ei-
ne Verkleinerung der spezifischen Warmekapazitéit hervorruft, iiberwiegt kurzzeitig die
VergroBerung durch die hohe Temperatur. Nachdem die Probe abgekiihlt ist, fallt die
spezifische Wérmekapazitit auf einen niedrigeren Wert, als vor der Polymerisation.
Global betrachtet, fiithrt der Aushértevorgang, ebenso wie der isotherme Prozess, zu
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Yergleich zwischen Temperaturverlauf und Polymerisationsverlauf
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Abbildung 5.32: Verlauf des Polymerisationsgrades und der Temperatur wahrend des
Aushirtevorgangs (Tsiare = 21.5°C, Ry x = 0Wm?/K)
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Abbildung 5.33: Verlauf — der  spezifischen = Wérmekapazitdt — wihrend — der
Aushértevorgangs (Tsiare = 21.5°C, Ry = 0Wm?/K)

einer Verkleinerung der Warmekapazitit.

Qualitativ betrachtet &hnelt der Verlauf der Dichte aus Abbildung 5.34 dem einer
isothermen Aushértung. Die gleichzeitige Erhohung der Temperatur und des Aushér-
tegrades fithren allerdings zu einer groflen Steigung zu Beginn der Polymerisation.
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Yerlauf der Dichte
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Abbildung 5.34: Verlauf der Dichte wihrend des Aushértevorgangs (Tya = 21.5°C,
Rth,K == OW’/TLQ/K)

Ein grofier Teil der Warmeenergie des Knochenzements wird iiber die Probenoberfléche,
durch freie Konvektion, an die Luft abgegeben. Diese Eigenschaft ist in den bereits dar-
gestellten Temperaturverteilungen im Material zu erkennen (siche Abb. 5.23 und Abb.
5.31). Ausschlaggebend fiir diese Energieabgabe ist der Warmetibergangskoeffizient.
Dieser war vor der Simulation unbekannt. Folgende Graphik 5.35 zeigt den Verlauf
des Koeffizienten wihrend des Aushértevorgangs. Dariiber hinaus ist die Rayleighzahl
aufgetragen.

In den ersten drei Minuten sinkt der Warmeiibergangskoeffizient aufgrund der gerin-
ger werdenden Temperaturdifferenz. Die Probe erwéarmt sich in dieser Zeit auf Um-
gebungstemperatur. Hat der Knochenzement Umgebungstemperatur erreicht, fallt die
Rayleighzahl und damit der Wérmeiibergangskoeffizient auf 0. Da dieser Zeitpunkt
aufgrund der hier gewéhlten zeitlichen Diskretisierung iibersprungen wird, erreicht der
Wert den Nullpunkt nicht. In den ersten fiinf Minuten des Aushértevorgangs liegt die
Rayleighzahl unterhalb des fiir die empirische Formeln zuléssigen Bereichs. Somit gelten
in diesem Zeitraum die verwendeten Beziehungen fiir den Wiarmeiibergangskoeffizienten
nicht. Der daraus entstehende Fehler ist unbekannt. Der Warmeiibergangskoeffizient
des restlichen Aushértevorgangs kann allerdings mit Hilfe der empirischen Gleichun-
gen bestimmt werden. Im Falle von Messung 3 erreicht er einen Maximalwert von etwa

9W/(m?K) und sinkt im laufe der Abkiihlphase auf 5 W/(m?K) ab.

Betrachtet man die Temperaturverlaufe aus Abbildung 5.25 fallt auf, dass die berech-
neten Maximalwerte unterhalb der gemessenen Spitzentemperatur liegen. In Messung
3 wird eine maximale Temperatur von 100°C erreicht. Die Simulation ergibt allerdings
nur eine Temperatur von 90°C. Es liegt die Vermutung nahe, dass dieser Fehler auf-
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Yerkauf des Konvektionskoeffizienten und der Rayleighzahl
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Abbildung 5.35: Verlauf des Konvektionskoeffizienten an der Probenoberfliche
wihrend des Aushértevorgangs (T = 21.5°C, Ry e = 0Wm?/K)

grund der ungenauen oder teilweise unbekannten Randbedingungen zustande kommt.
Eine hohere Anfangstemperatur und ein hoherer Kontaktwiderstand wiirden zum Bei-
spiel eine Vergroferung der Maximaltemperatur bewirken. Auch ein moglicherweise
ungenauer Warmeiibergangskoeffizient beeinflusst den Temperaturverlauf. In folgen-
der Abbildung 5.36 wird der Temperaturverlauf, bei einer vollstéindig adiabaten Um-
gebung, mit dem Verlauf aus Messung 3 verglichen.

Obwohl die Simulation so ausgelegt wurde, dass keine Wéarmeenergie von dem Material
abgegeben werden kann, wird dennoch eine niedrigere Maximaltemperatur berechnet.
Die Differenz der Maximalwerte betragt 2°C'. Die ungenauen Randbedingung kénnen
somit nicht die alleinige Ursache dieser Unterschétzung sein. Es liegt die Vermutung
nahe, dass die Enthalpiedifferenz |h fest 0 — b frissigo|, welche fiir die freigesetzte Energie
mafgebend ist, zu niedrig abgeschétzt wurde (vgl. Kapitel 4.2). Eine Erhéhung dieses
Wertes fiihrt zu einer frither beginnenden Polymerisation und zu gréferen Spitzentem-
peraturen.

Abbildung 5.37 verdeutlicht die Abhéngigkeit des Temperaturverlaufs von der Enthal-
piedifferenz. Um mit der Simulation die selbe Spitzentemperatur zu erreichen, wie sie
in Messung 3 vorliegt, ist eine Differenz von 112.J/¢g notig. Dieser Wert unterscheidet
sich aber bei den einzelnen Messungen. Unter der Voraussetzung, dass die Randbedin-
gungen korrekt sind, kann er allgemein abgeschéitzt werden mit

J J
110 — S ‘hfest,[] - hflilssig,[)’ S 115 — (578)
g g
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5 Simulation des Aushértevorgangs

“ergleich absolut adiabater Temperaturverauf mit Messung 3

100} . .

og L Messung 3
Temperaturverlauf, absalut adiabat

B0+

Termperatur [*C]

a0+

40+

ED 1 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Zeit [g]

Abbildung 5.36: Vergleich von Messung 3 mit absolut adiabaten Temperaturverlauf
(Tstart - 21500)

Temperaturverlauf bei verschiedenen Ahy

110 : : : : :

 an 100
100 ——— Ah=112 g []
ol ———an=120 47

Temperatur [*C]

20 1 1
0

1
10 20 30 40 50 60
Zeit [min]

Abbildung 5.37: Einfluss der Enthalpiedifferenz |hest0 — hfrissigo| auf den Tempera-
turverlauf (Tyyore = 21.5°C, Rypx = 0Wm?/K)
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6 Inverse Methode zur Bestimmung der
Warmeleittahigkeit

Die Parameter a; und b; der Warmeleitfahigkeit nach 4.32 sollen mit Hilfe einer inversen
Methode numerisch bestimmt werden. Da die gesamte Temperaturverteilung innerhalb
der Probe wihrend der Aushértung unbekannt ist, kann die Warmeleitfihigkeit nicht
berechnet werden. Eine inverse Berechnung setzt eine bekannte Temperatur an jedem
Knotenpunkt und zu jedem Zeitpunkt voraus. Der Versuch liefert allerdings nur Tempe-
raturdaten von der Probenoberfliche. Aufgrund des Quellterms und den verdnderlichen
Stoffparametern sind Riickschliisse von der Oberflichentemperatur auf die innere Tem-
peraturverteilung nicht moglich. Anstatt die Warmeleitfahigkeit des Knochenzements
direkt zu berechnen, wird versucht, die Parameter der entsprechenden Gleichung so
anzupassen, dass der berechnete Verlauf der Oberflichentemperatur dem gemessenen
Temperaturverlauf entspricht. Somit entsteht ein Optimierungsproblem fiir die unbe-
kannten Parameter.

6.1 Optimierungsproblem

Die Anpassung der Parameter erfolgt iiber die Minimierung einer vorgegebenen Feh-
lerfunktion F'.

Z M
= Z Z (TJI\)/[essung - Tgimulation,m,N(alv bl))2 (61)

p=0 m=0

Der Temperaturunterschied zwischen der Simulation und der Messung stellt die Ab-
weichung der Verldufe dar. Die Quadrierung dieser Differenz fiithrt zu einer stéirkeren
Gewichtung von groflen Abweichungen. Fiir die optimalen Parameter a; und b; besitzt
die Fehlerfunktion ein globales Minimum.

F<a1,optimalv bl,optimal) = mm(F) (62)

Im besten Fall erreicht das Minimum den Wert 0. Diese Vorgehensweise nennt man auch
"Losen eines Optimierungsproblems”mit den variablen Parametern als Zielgrofien.
Bei diesem Verfahren miissen obere und untere Grenzen fiir die Zielgrofien eingefiihrt
werden.

al,min S ai S al,max (63)
bl,min S bl S bl,max
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6 Inverse Methode zur Bestimmung der Wéirmeleitfdhigkeit

Der so aufgespannte Bereich definiert die zuléssige Menge der Optimierungsaufgabe.
Sie beschreibt den Definitionsbereich der Fehlerfunktion. Jede zuldssige Kombination
von Zielgréfen fithrt zu einer eindeutigen Temperaturverteilung und somit zu einem
eindeutig zuweisbaren Fehler. Innerhalb dieser Menge existiert mindestens ein lokales
Minimum der Fehlerfunktion. Falls es sich dabei um ein Randextremum handelt, muss
der zuléssige Bereich erweitert oder verdndert werden. Ein Minimum am Rand des
zuléssigen Bereichs bedeutet, dass es andere Kombinationen der Parameter gibt, die
zwar einen niedrigeren Fehler aufweisen, aber nicht innerhalb der vorgegebenen Gren-
zen liegen.

Um ein lokales Minimum zu finden, wird ausgehend von einer Startkombination die
Abweichung des berechneten Verlaufs von dem gemessenen Verlauf mit Hilfe der Feh-
lerfunktion ermittelt. Anschliefend erfolgt dasselbe fiir die umliegenden Kombinatio-
nen. Aus den so ermittelten Werten fiir die Fehler, kann die Richtung der betragsméaflig
grofften negativen Steigung bestimmt werden. Die Zielgréfen werden darauthin dement-
sprechend geéndert und das Umfeld der neuen Kombination berechnet. Diese Schritte
wiederholen sich so lange, bis keine negativen Gradienten mehr auftreten. Die so ge-
fundene Kombination an Parametern ergibt ein lokales Minimum der Fehlerfunktion.
Allerdings kann mathematisch nicht davon ausgegangen werden, dass es sich dabei auch
um ein globales Minimum handelt. Da nicht davon auszugehen ist, dass es nur ein Mi-
nimum gibt, muss der Optimierungsvorgang fiir andere Startkombinationen wiederholt
werden. Ein lokales Minimum kann beispielsweise auch durch numerische Rundungs-
fehler entstehen. Der Algorithmus unterscheidet dabei nicht zwischen lokalen Minima
in der Fehlerfunktion und kiinstlich erzeugten Minima. Die gefundene Losung ist somit
abhéngig von den gewéhlten Startwerten.

Alternativ zum Gradienten-Verfahren kann das Minimum der Fehlerfunktion auch mit
einer Fehlermatrix [Fi| bestimmt werden. Diese Matrix enthélt die Werte der Fehler-
funktion fiir alle Kombinationen der Zielgréf8en innerhalb ihrer Grenzen. Dazu miissen
die Schrittweiten s,, und s, vorgegeben werden. Die Schrittweiten diskretisieren den
zuldssigen Bereich und legen die numerische Genauigkeit der Berechnung fest. Die An-
zahl an moglichen Kombinationen Zy der gesuchten Zielgroflen ist somit begrenzt und
berechnet sich aus

Zk = ZK,a " ZK b (6.4)
a —Qa ;
Say
b — by i
ZK7b1 — floor ( 1,max 1,mzn>
Sbl
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6 Inverse Methode zur Bestimmung der Wéirmeleitfdhigkeit

F(al,mina bl,min) F(al,min + Sul ) bl,'min) .. F(al,maxv bl,min)
[FK] — F(al,mi'ru bl,mzn + Sbl) F(al,min + Says bl,min + sbl) ' (65)
F(al,mina bl,maz) .o e F(al,m,ara bl,m,am)

mit [Fi] € RZKn*7Kam

Das Minimum der Fehlerfunktion ist das kleinste Element der Matrix [Fx]. Um die da-
zugehorigen Grofien ai optimar UNd b1 opimar 2 finden, wird zusétzlich zur Fehlermatrix
eine ZielgroBenmatrix [Z)] aufgestellt. Diese beinhaltete die zu den Fehlerfunktions-
werten gehorenden Kombinationen von a; und b;.

[al,min7 bl,min] [(al,min + Says bl,min] ce [al,mam bl,mm]
[ZM] = [al,min7 bl,m?n + SbJ [al,m,in + Salvbl,min + Sbl] | (66)
[al,miru bl,mam] ‘- . [011,magg, bl,maw}

mit [ZM] & RZK,bl)(ZK,al

Uber einen Vergleich der beiden Matrizen [Fx] und [Zy] lassen sich die ZielgroBen
bestimmen. Die Indizes (7, j) des minimalen Fehlers entsprechen den Indizes der opti-
malen Parameterkombination.

[al,optimah bl,optimal] = FK@? j)

Im Vergleich zum beschriebenen Gradienten-Verfahren erfordert das Losen des Op-
timierungsproblems mit einer Fehlermatrix einen héheren Rechenaufwand. Dieser ist
proportional zur Anzahl der méglichen Kombinationen Zg. Der gefundenen minimale
Fehlerfunktionswert entspricht allerdings dem globalen Minimum des zuldssigen Be-
reichs. Die Losung ist somit nicht mehr von den Startwerten abhéngig und die Optimie-
rung muss nur einmal durchgefiihrt werden. Aus diesen Griinden werden die gesuchten
Parameter im Folgenden mit Hilfe der Fehlermatrix berechnet.

Um die richtige Implementierung des Algorithmus zu iiberpriifen, wird eine berechnete
Temperaturverteilung mit beliebigen Grofien fiir a; und b, als gemessener Temperatur-
verlauf vorgegeben. Mit Hilfe der beschriebenen inversen Methode miisste die gewihlte
Kombination an Parametern als optimales Ergebnis berechnet werden. Fiir den Test
wurden folgende Werte gewahlt

w
A1, Test — 0.25 ﬁ

b1 zest = —0.0008

mK?2
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6 Inverse Methode zur Bestimmung der Wéirmeleitfdhigkeit

Abbildung 6.1 zeigt den Wert der Fehlerfunktion iiber dem zulédssigen Bereich. Der
Verlauf des Fehlers stellt eine Parabel im dreidimensionalem Raum dar. Auffallend ist,
dass eine Anderung des Parameters b; kaum Auswirkungen auf den Fehler hat. Da
der Temperaturverlauf kaum von dieser Grofle abhéngt, ist dieses Ergebnis plausibel.
Aufgrund der geringen Gradienten in Richtung der Zielgrofle by ist es schwierig, die
optimale Grofle zu bestimmen. Numerische Rundungsfehler konnen zu Ungenauigkeiten
in diesem Bereich fiihren. In dem Testbeispiel liegt das Minimum der Fehlerfunktion
genau bei den vorgegebenen Werten fiir a; 7esr und by rese. Der Algorithmus ist somit
korrekt implementiert.

“erlauf der Fehlerfunktion

350
300\
250\
200

Fehler

180 .......
100

- 0.24 0.26 0.28 03 0.32

-10
Werte fir Iﬂ,I 0.2 0.22
Werte fir a,

Abbildung 6.1: Wert der Fehlerfunktion {iber den zuléssigen Bereich des
Optimierungsvorgangs

6.2 Ergebnisse

Um die Variablen der Warmeleitfahigkeit zu bestimmen, wurde das inverse Verfah-
ren auf alle Messdaten angewendet. Es stellt sich aber heraus, dass nur Randminima
gefunden werden. Auch eine Ausdehnung des zuldssigen Bereichs weit iiber physika-
lisch sinnvolle Losungen, fiihrt zu keinem inneren Minimum. Es konnen somit keine
optimalen Werte fiir die Parameter bestimmt werden. Das Scheitern der Berechnung
dieser Groflen liegt allerdings nicht im Algorithmus, sondern in der mangelnden Sen-
sibilitdt des Versuchs auf die Zielgroflen. Wie bereits in Kapitel 5.8 angesprochen,
ist die Abhéngigkeit des Temperaturverlaufs von den gesuchten Gréflen sehr gering.
Dariiber hinaus gibt es zahlreiche mogliche Fehlerquellen, die den Verlauf der Tempe-
ratur stdrker beeinflussen als die Warmeleitfahigkeit. Folgende Effekte verhindern eine
korrekte Bestimmung der Parameter mit den durchgefiihrten Versuchen:
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6 Inverse Methode zur Bestimmung der Wéirmeleitfdhigkeit

Die Messergebnisse miissen erst durch eine zeitliche Korrelation an die berechne-
ten Verlaufe angepasst werden. Die Messung beginnt sofort nach dem Anriihren
des Knochenzements. Die mathematische Modellierung des Aushértevorgangs be-
ginnt aber erst etwa 220 Sekunden danach. Der exakte Zeitversatz zwischen
Messung und Simulation ist allerdings nicht bekannt. Durch den Fehler in der
zeitlichen Korrelation At g orretation Kommt es zu einer Abweichung des Tempera-
turverlaufes um ATV eriqus, Korrelation-

Als Starttemperatur fiir die Simulation wird die Oberflichentemperatur nach
220 Sekunden angenommen. Da sich der Knochenzement in dieser Zeit bereits
erwiarmt hat, liegt keine homogene Temperaturverteilung innerhalb der Probe
vor. Es kommt somit zu einem Fehler in der Anfangstemperatur AT+, welcher
eine Verschiebung des Temperaturverlaufes um ATy criquf,stare bewirkt.

Der unbekannte Kontaktwiderstand verursacht einen grofien Fehler ATy criquf R, x
wihrend der Abkiihlphase.

Die Anderung der Randbedinung an der Mantelfliche wird nicht beriicksichtigt.
Dies fiithrt ebenfalls zu einem Fehler im Temperaturverlauf ATy criquf,rB-

Die angenommene Enthalpiedifferenz erweist sich als zu niedrig. Unsicherheiten
in dieser Grole Ahg pener flihren zu einer Verédnderung des Temperaturverlaufs

A,—rVerlauf,ho .

Der Warmeiibergangskoeffizient wurde anhand einer empirischen Formel fiir ei-
ne eben Platte berechnet. Es kann keine Aussage dariiber getroffen werden, ob
der berechnete Wert der Realitédt entspricht. Dariiber hinaus musste die Formel
teilweise auBlerhalb ihres Definitionsbereichs angewendet werden. Somit kann es
zu Abweichungen des Temperaturverlaufes ATy criuf 5y, Kommen.

Die mathematischen Modelle, auf denen die Simulation beruht, sind auf einen
Temperaturbereich von 15°C bis 80°C begrenzt. Auflerhalb dieses Bereichs kommt
es zu einer fehlerbehafteten Berechnung der Stoffgrofien und damit zu einem Feh-
ler im Temperaturverlauf.

Die gemessenen Ergebnisse beruhen auf den Strahlungseigenschaften des Kno-
chenzements. Es wurde ein Emissionskoeffizient von 1 angenommen. Es ist davon
auszugehen, dass dieser in Realitdt um einen Wert Ae niedriger ist. Eine Verklei-
nerung der Emissivitat fithrt zu einer Erh6hung der gemessenen Temperatur. Es
ist somit auch ein genereller Messfehler ATy g0 f,Messung ZU erwarten.

Um die einzelnen Fehler zu ermitteln und eine quantitative Aussage treffen zu kénnen,
wird die Auswirkung der jeweiligen Unsicherheit auf die Abkiihlphase bestimmt. Da
sich der Einfluss der Wirmeleitfahigkeit auf diesen Zeitraum beschréinkt, kann so-
mit eine Aussage iiber die theoretisch erreichbare Genauigkeit, beziehungsweise Mach-
barkeit der inversen Parameterbestimmung getroffen werden. Folgende Tabelle ord-
net den abgeschétzten Schwankungen der aufgelisteten Gréflen einen Fehlerwert fiir
den Abkiihlvorgang zu. Die Abweichungen wurden mit Hilfe der Simulation und der
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6 Inverse Methode zur Bestimmung der Wéirmeleitfdhigkeit

Auswertesoftware Irbis 3 Professional ermittelt und exemplarisch zum Zeitpunkt ¢ =
30min ausgewertet. Es ist zu beachten, dass sich die aufgezédhlten Fehler nicht line-
ar Verhalten. Die Tabelle 6.1 soll nur die ungefihre Groflenordnung der auftretenden
Fehler veranschaulichen.

geschitzte Unsicherheit Auswirkung auf Abkiihlvorgang ATy eyiaur,: [K]
AtKorrelat‘ion =955 0.1

AT'Stamﬁ =1K 2

ARth’K = 25Km2/W 4

Aho,Fehler =5 J/g 0.7

Ao, = 0.5W/(m?K) 1

Ae =0.1 2.5

Verdnderung der Randbedingung 2

Tabelle 6.1: Auswirkung der Unsicherheiten auf den  Abkiihlvorgang des
Knochenzements

Mit einer Fehlerverteilung nach

7

A7—1\/e?“lauf,Gesan’Lt = \/Z(ATVerlauf,i)z (68)

ergibt sich ein gesamter Temperaturfehler wihrend des Abkiihlvorgangs von

AT‘Verlauf,Gesamt ~ 5.6 K (69)

Um eine Aussage iiber die Machbarkeit der Parameterbestimmung treffen zu kénnen,
wird die Verdnderung des Temperaturverlaufs durch die Variable a; ermittelt.

Aay [W/(mK)] ATveriauf,an K]
1 0.4
10 1.8
100 2.9
1000 3.1

Tabelle 6.2: Einfluss des Paramters a; auf den Temperaturverlauf

Aus Tabelle 6.2 wird erkennbar, dass die Simulation wesentlich sensibler auf die Un-
sicherheit, als auf die unbekannten Parameter reagiert. Der gesamte Fehler ist 14
mal groBer, als die durch eine Verdnderung der Variablen a; um 1W/(mK) her-
vorgerufene Temperaturdnderung. Somit ist belegt, dass die inverse Bestimmung der
Wirmeleitfdhigkeit mit diesem Versuchsaufbau nicht moglich ist.
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7 Modifizierter Versuch zur Bestimmung
der Warmeleittahigkeit

Basierend auf den Erkenntnissen aus Kapitel 6.2 soll ein verbesserter Versuchsaufbau
konstruiert werden. Die prinzipielle Vorgehensweise bleibt allerdings identisch und das
entwickelte inverse Verfahren wird weiterhin angewendet.

7.1 Veranderter Versuchsautbau

Der modifizierte Versuch beinhaltet nicht mehr den aushértenden Knochenzement als
Probenmaterial, sondern eine stabilisierte Form des PMMA im fliissigen Zustand. In
diesem Zustand kommt es zu keiner Polymerisation der Probe. Diese verfestigt sich
zwar auch in Abhéngigkeit der Temperatur, allerdings geschieht dieser Vorgang lang-
samer. Fiir geringe Temperaturdifferenzen konnen die Stoffeigenschaften der stabilisier-
ten Fliissigkeit iiber einen kurzen Zeitraum als konstant betrachtet werden. Somit ist
eine zeitliche Korrelation zwischen Messung und Simulation nicht nétig und es entsteht
kein Fehler durch eine unbekannte Enthalpiedifferenz. Um auch die Auswirkungen der
Strahlungseigenschaften des Knochenzements und des Warmeiibergangskoeffizienten
zu eliminieren, beschriankt sich der neue Versuch auf Wérmeleitung. Abbildung 7.1
skizziert den modifizierten Versuchsaufbau.

I
r
| Torose
}

Temperatursensor 1 | Heizplatte

Styrodur Yerose

Schutzfolie

Temperatursensor 2

7

I

|

| :
Plexiglas | Plaxiglas

|

I

|

I

I Y,

Sty—Boden

Abbildung 7.1: Querschnitt des modifizierten Versuchaufbaus
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7 Modifizierter Versuch zur Bestimmung der Warmeleitfahigkeit

Das stabilisierte PMMA wird in eine zylindrische Hohlform aus Styrodur gegossen, um
eine gute Wéarmeisolation zu erhalten. Die Rénder sind zum Schutz des Styrodurs mit
einer Schutzfolie aus Polyethylen verkleidet. Der Boden unterhalb der Probe besteht
aus Plexiglas. Aufgrund der glatten Oberfliche des Plexiglases und der nicht vorhan-
denen Schutzfolie, ist der Kontaktwiderstand geringer als beim Styrodur. Der Einfluss
dieser unbekannten Grofle wird somit verkleinert. Als Kompromiss wird eine hohere
Wirmeleitfahigkeit in Kauf genommen. Unterhalb des Plexiglases wird noch eine Sty-
rodurplatte angebracht. Der Warmestrom innerhalb des Plexiglases und des Styrodurs
muss in der Simulation beriicksichtigt werden. An der Probenoberfléche befindet sich
eine Heizplatte. Diese konnte durch ein Peltier-Element realisiert werden. Die Tempera-
tursensoren an der Probenober- und unterseite nehmen die zeitlichen Temperaturdaten
auf. Da ein gewisser Warmestrom iiber diese Thermoelemente entweicht, werden sie
ortlich versetzt angebracht, damit sie sich nicht gegenseitig beeinflussen.

Uber die Heizplatte wird die Oberfliche nach Moglichkeit sprunghaft erhitzt. Dieser
Temperaturanstieg wird gemessen und stellt die Randbedingung der Simulation dar.
Es entsteht ein Warmestrom in y-Richtung der Probe. Fiir einen ausreichend groflen
Probenradius kann ein radialer Warmestrom aufgrund der flichendeckenden Aufhei-
zung der Oberfliche und der Isolierung durch das Styrodur vernachlissigt werden.
Im Idealfall wérmt die Heizplatte auch den Rand des Styrodurs auf. Somit kann die
Temperaturdifferenz zwischen der Probe und dem Styrodur verringert werden und es
entweicht weniger Warme. Nach einer gewissen Zeit ist ein Temperaturanstieg an der
Probenunterseite zu messen. Dieser ist abhéngig von der Wiarmeleitfahigkeit des Ma-
terials. Uber die Anpassung des berechneten Temperaturverlaufs an der Unterseite der
Probe an den tatsdchlich gemessenen Verlauf, kann die Warmeleitfihigkeit des fliissigen
Knochenzements mit der beschriebenen Methode bestimmt werden.

Die geometrischen Grofien, die eingebrachte Temperaturdifferenz AT}, und die Mess-
zeit tpsessung Milssen aufeinander abgestimmt werden.

Aﬂn = THeizplatte - TStart (71)

Der Radius muss ausreichend grofle sein, damit radiale Warmestrome vernachlassigbar
sind. Die Probenhdhe muss klein genug sein, sodass in der vorgegebenen Zeit und bei
der entsprechenden Oberflichentemperatur, eine Anderung an der Probenunterseite er-
folgt. Dennoch soll sie mdglichst grofl sein, damit der Einfluss der Warmeleitfahigkeit
besser aufgelost werden kann. Die eingebrachte Warme darf nicht zu grofl sein, da-
mit die Verfestigung der Probe nicht beschleunigt wird. Dennoch sollte eine deutliche
Anderung der Temperatur an der Unterseite erfolgen. Diese Anderung ist umso grofer,
je linger die Messzeit ist. Ist diese jedoch zu lange, liegt die Probe nicht mehr im
fliissigen Zustand vor.

Die in Tabelle 7.1 vorgeschlagenen Werte beruhen auf den Ergebnissen einer nume-
rischen Berechnung des Temperaturfeldes. Die Grole Ygi—poden ergibt sich aus der
vorhandenen Plattendicke des Styrodurs. Weist das Plexiglas eine Mindestdicke von
2cm auf, kommt es zu keiner nenneswerten Temperaturdifferenz zwischen den beiden
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7 Modifizierter Versuch zur Bestimmung der Warmeleitfahigkeit

Grofe empfohlener Wert
T Probe 25 mm
YProbe 10 mm

Rty 100 mm
YPle:ciglas 30 mm
sztnyoden 20 mm
AT, 8 K

U Messung 300 s

Tabelle 7.1: Vorgeschlagene Groflen fiir den modifizierten Versuchsaufbau

Materialien (siche Abb. 7.2) und die Auswirkungen des Kontaktwiderstandes zwischen
Plexiglas und Styrodur sind zu vernachlassigen. Dennoch kann das Styrodur in der Si-
mulation nicht vernachléssigt werden, da die Annahme einer adiabaten Unterseite des
Plexiglases zu einem Fehler im Temperaturverlauf fiithrt. Bei einem diinneren Plexiglas
wird der Einfluss des Kontaktwiderstands zwischen Plexiglas und Styrodur grofier und
der Fehler steigt an.

Temperaturverlauf in y-Richtung zum Zeitpunkt t=300s

2? T T T T T T T T
el Kiirssig=03 WHmK) ||
— Kigssig™ | MK
26 ———— geaig=2 WK
265 .
o mp .
i
® 245} .
i)
o
S o}
& PRMA Plexiglas
2351 .
23t .
250 .
o2 1 1 1 ! L L
o os 1 15 2 25 3 35 4 45 &
¥ [cm]
Abbildung 7.2: Temperaturverlauf in y-Richtung zum Zeitpunkt ¢ = 300s in

Abhéngigkeit der Wirmeleitfihigkeit (R = 0 Km?/W, Toore =
22007 THeizplatte = 3000)

Abbildung 7.2 zeigt den Temperaturverlauf entlang der Rotationsachse am Ende der
Messung. Geht man davon aus, dass sich die Warmeleitfahigkeit des Knochenzements
im fliissigen Zustand Kkjjis5i9 nur gering von der im Festen unterscheidet, dringt die
Temperaturédnderung im relevanten Bereich nicht bis zur Unterseite des Plexiglases
durch.
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7 Modifizierter Versuch zur Bestimmung der Warmeleitfahigkeit

Aufgrund der kurzen Versuchszeit und des verwendeten stabilisierten PMMA, kommt
es zu keiner Schrumpfung der Probe wiahrend der Messung. Somit entféllt der Fehler
durch eine Anderung der Randbedingung. Unter der Bedingung, dass die Probe, das
Styrodur und das Plexiglas Umgebungstemperatur besitzt, kann von einer homogenen
Temperaturverteilung innerhalb des Materials ausgegangen werden. Der Startwert fiir
die Simulation wird somit korrekt durch den gemessenen Wert an der Probenunterseite
zum Zeitpunkt ¢ = 0 wiedergegeben. Damit die stabilisierte Fliissigkeit Umgebung-
stemperatur aufweist, ist es notig, dass die Komponenten eine ausreichend lange Zeit
unter Umgebungsbedingungen lagern. Bis auf die Unsicherheit des Kontaktwiderstan-
des zwischen der Probe und dem Plexiglas, sind alle auftretenden Fehlerquellen des
urspriinglichen Versuchsaufbaus eliminiert worden. Obwohl der erwartete Kontaktwi-
derstand kleiner ist, verursacht diese Unsicherheit dennoch einen Fehler. Der Einfluss
des Kontaktwiderstands auf den Temperaturverlauf in y-Richtung, wird in Abbildung
7.3 veranschaulicht.

Einfluss des Kontaktwiderstands auf den Temperaturverlauf zum Zeitpunkt t=300%
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Abbildung 7.3: Temperaturverlauf in y-Richtung zum Zeitpunkt ¢t = 300s in

Abhéngigkeit des Kontaktwiderstands (kjiissig = 1 W/(mK), Tstare =
22007 THeizplatte - 3000)

Um auch diese Fehlerquelle auszuschlieen, wird der unbekannte Kontaktwiderstand
als eine weitere ZielgroBe in das Optimierungsproblem mit einbezogen. Somit kann
dieser mit Hilfe der inversen Methode bestimmt werden und die Wirmeleitfahigkeit
korrekt berechnet werden.

72



7 Modifizierter Versuch zur Bestimmung der Warmeleitfahigkeit

7.2 Simulation des Temperaturverlaufs in vertikaler Richtung

Um die Optimierungsaufgabe iiber die Minimierung einer vorgegebenen Fehlerfunkti-
on zu realisieren, muss der Temperaturverlauf in vertikaler Richtung berechnet werden
konnen. Da sich die Stoffparameter und die Randbedingungen im Vergleich zum ur-
spriinglichen Versuch geéndert haben, muss die Simulation an die neuen Bedingungen
angepasst werden. Die Stoffgroflen der Probe werden als zeitlich konstant betrachtet
und besitzen die in Tabelle 7.2 aufgelisteten Werte.

Stoffgrofle | Wert

PPMMA 1490 kg /m?
Cv,PMMA 1170 J/(kgK)
PPlexiglas 1190 k’g/m3
Cy,Plexiglas 1470 J/(kgK)
Epiewigias | 0.184W/(mK)

Psty 30 kg/m3
Co. Sty 1500 J/(kgK)
ksey 0.035 W/(mK)

Tabelle 7.2: Verwendete Stoffparameter fiir modifizierte Simulation

Folgende Abbildung 7.4 veranschaulicht die Randbedingungen der Simulation. An der
Probenoberflache liegt eine Randbedingung erster Art vor (Vorgabe einer Tempera-
tur). Die Unterseite des Versuchsaufbaus wird als adiabat angenommen. Da der Ver-
such so ausgelegt wurde, dass Wéarmestrome in radialer Richtung in der Probenmitte
vernachlissigbar sind, geniigt die Implementierung eines eindimensionalen Modells mit
N Knotenpunkten. Die Randbedingungen in radialer Richtung sind somit ebenfalls
adiabat.

Durch die Reduzierung der Simulation auf ein eindimensionales Problem, ist es nicht
mehr erforderlich, das Rechengebiet in unterschiedliche Sektoren aufzuteilen, um die
Laufzeit zu verbessern. Auch kénnen Knotenpunkte mit einem durchgehend aquidis-
tanten Abstand Ay fiir die Berechnung verwendet werden. Eine Gitteroptimierung ist
nicht notig.

Wendet man die Energieerhaltungsgleichung (5.3) auf die einzelnen Knotenpunkte an

und fiihrt eine ortliche sowie zeitlich implizite Diskretisierung an, ergeben sich folgende
Zusammenhénge fiir die Temperaturen am Knotenpunkt n zum Zeitpunkt p + 1.
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7 Modifizierter Versuch zur Bestimmung der Warmeleitfahigkeit

T
1e l
Probe E n
E Ry x pi
Plexiglas E
E Rm:msg-
Styrodur :
N3

Abbildung 7.4: Veranschaulichung der Randbedingungen der verénderten Simulation

Firn=1 (7.2)

Terl = T§:111507"1

Firn=2,..,N — 1] (7.3)
k ateria At

TP = Material (TP + T2 — 2P+ 7P

PMaterial Cv,Material A Yy
am Matrialiibergang knraterial = Eprsatz,r

Firn=N (7.4)
ks, At
TR = S (T = TR + T%

IOSty CU,Sty A )

Der gesamte Temperaturverlauf wird wie in Kapitel 5.5.2 erldutert durch das Losen
eines Gleichungssystems berechnet.

TP = (M)t TP (7.5)

mit T € RY und [M] € RVN
Da es sich bei der verdnderten Simulation um ein rein implizites Verfahren handelt,

fithren grofle Zeitschritte At zu keiner Instabilitéit. Alle dargestellten Ergebnisse wurden
mit einer Zeitschrittweite von At = 1s berechnet.
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7 Modifizierter Versuch zur Bestimmung der Warmeleitfahigkeit

7.3 Modifiziertes Optimierungsproblem

Fiir den verédnderten Versuchsaufbau muss eine neue Optimierungsaufgabe konstruiert
werden, die den Kontaktwiderstand zwischen Probe und Plexiglas enthélt. Es wurde
bereits gezeigt, dass der Einfluss des Parameters b; vernachléssigbar ist. Somit enthélt
das modifizierte Optimierungsproblem die Zielgréen a; und Ry, x. Das Probenma-
terial besteht aus der stabilisierten Fliissigkeit des PMMA. Es findet keine Polyme-
risation statt und der Aushértegrad hat den konstanten Wert ¢ = 0. Der Ansatz fiir
die Warmeleitfahigkeit des Knochenzements in Abhéngigkeit der Temperatur und des
Aushértegrades

k=lai+b (T =To)] (1 —q) + az + b2 (T = To)] g (7.6)

vereinfacht sich somit zu

kpyvva = ax (7-7)

Die neue Fehlerfunktion fiir das Optimierungsproblem lautet

Z
F= Z (Tgensor2 - Tgimulation,X(kPMMA7 Rth,K))Z (78)

p=0

Dabei wird die Abweichung des gemessenen Temperaturverlaufs an der Probenuntersei-
te (Sensor 2) von dem berechneten Verlauf am Punkt X = Probenunterseite ermittelt.
Die Bestimmung der optimalen Parameter kpasara pest fit Und R pest fit, mit welchen der
gemessenen Temperaturverlauf am besten wiedergegeben werden kann, erfolgt wie in
Kapitel 6.1 geschildert. Dabei gilt

F(kpynapestfits Rin i pestpit) = min(F) (7.9)

Um den entwickelten Algorithmus zu testen, wird ein berechneter Temperaturverlauf
am Punkt X mit den gewahlten Testgrofen kparara test Und R tes als Messdaten vor-
gegeben. Als Randbedingung (Vorgabe der Temperatur Txe;zpiarte) an der Probenober-
fliche werden dabei drei verschiedene Fille betrachtet.
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7 Modifizierter Versuch zur Bestimmung der Warmeleitfahigkeit

Validierungsbeispiel 1: (7.10)
THeizplatte = 30°C
Validierungsbeispiel 2: (7.11)

oy . 2m .
THeizplatte = 5°C'sin (m t> +27°C

Validierungsbeispiel 3: (7.12)

oy 2m .
THeizplatte = 5°C'sin (m t) +27°C
Die Starttemperatur der Probe betrigt in allen Féllen Tsyps = 22°C'. Um ein Messrau-
schen zu simulieren, wird auf jeden berechneten Testverlauf eine Temperaturschwan-
kung von AThjessrauschen = 1£0.25°C' gegeben.

Im Folgenden werden die Ergebnisse des Optimierungsproblems fiir alle drei Validie-
rungsbeispiele dargestellt.

Bestimrmung der Warmeleitthigkeit

22 THeiszaﬂe L
TMessung
T(kF‘MMA Jestfit 'Rth,K,hestf'rt)

30
2 b .
Ei
o ER=stiy
g_ 4 h_M,'wln,’"ﬂ‘j?ﬁu
E 26| = .
x n w”u“ e
= f‘-f'u'!'fﬁ e

1 l.lﬂ.."!ll'”'IM]' :
24+ 1 u
ﬂr{jw-“-w
el
N
22 ool .
1 1 1 1 1
0 a0 100 140 200 250 300
Zeit [g]

Abbildung 7.5: Validierungsbeispiel 1
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Bestimmung der Warmeleitfhigkeit

THeiszatle |

T

Mezsung

T(kPMMA,bestf'rt 'Rth,K,besﬁﬂ)

Temperatur [°C]

Ry
g A v”‘n"a“mrn'"‘v""wﬂ .
L’“‘v'\'.'f‘_l‘- ,

b
1 1 1 1 1
a 50 100 150 200 250 300
Zeit [5]
Abbildung 7.6: Validierungsbeispiel 2
Bestimrmung der Warmeleitthigheit
_THeiszaﬂe ]
TMessung
T(kPMMA,hesif'rt'Rth,K,bestf'rt)

Temperatur [°C]

s
e o oty P ¥

S

o
P
27 \"'lf"‘ﬂ'wﬂ'vmlih“'" ol

1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300
Zeit [g]

Abbildung 7.7: Validierungsbeispiel 3
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7 Modifizierter Versuch zur Bestimmung der Warmeleitfahigkeit

Vorgabe

kEpainviatest = 0.325

Rth,K,test =0.115

Validierungsbeispiel 1
Validierungsbeispiel 2
Validierungsbeispiel 3

kEpainviapestrit = 0.325
kpainsapestrie = 0.325
kEpainapestfir = 0.321

R i pestrie = 0.123
Rin i pestpir = 0.110
R i pestrit = 0.127

Tabelle 7.3: Ergebnisse der Zielgrofen kpayaa [W/(mK)| und Ry, i [Km? /W] fiir die
Validierungsbeispielen 1 bis 3

Wie in Tabelle 7.3 aufgelistet, wird die Warmeleitfahigkeit der stabilisierten Fliissigkeit
kpyvra und damit der unbekannte Parameter a; trotz des Messrauschens korrekt be-
stimmt. In Beispiel 3 kommt es aufgrund des Messrauschens zu einem geringen relativen
Fehler von 1,2%. Die Bestimmung der Warmeleitfihigkeit ist somit unabhéngig von der
vorgegebenen Randfunktion, solange der Temperaturanstieg an der Probenunterseite
ausreichend grof3 ist. Betrachtet man das Validierungsbeispiel 3, so ist zu erkennen,
dass dieser die geringste Temperaturdnderung am Punkt X bewirkt. Der Kontaktwi-
derstand wird in keinem der aufgefithrten Validierungsbeispiele ohne Fehler ermittelt.
In Beispiel 1 betrigt der relative Fehler des Kontaktwiderstands 6.9%. Diese Abwei-
chung hat aber keinen Einfluss auf die korrekte Berechnung der Zielgrofle kpyrara. Um
diese Eigenschaft zu verdeutlichen, wird in Abbildung 7.8 der Verlauf der Fehlerfunkti-
on veranschaulicht. Die Gradienten in Richtung der Zielgrofie Ry, k sind im Bereich des
optimalen Wertes fiir die Warmeleitfihigkeit sehr klein. Somit ist es schwieriger, den
korrekten Kontaktwiderstand zu bestimmen. Im Vergleich dazu, kommt es zu grofien
Gradienten entlang der ZielgroBe kppspra. Somit kann trotz des ungenauen Kontakt-
widerstandes die Warmeleitfahigkeit richtig berechnet werden.

Yetlauf der Fehlerfunktion

W

YWert der Fehlefunktion

\\M@%\\.‘\\\\\\

Ripnge [KmZ]

Konga, (VK]

Abbildung 7.8: Verlauf der Fehlerfunktion fiir Validierungsbeispiel 1
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7 Modifizierter Versuch zur Bestimmung der Warmeleitfahigkeit

Um einen qualitativen Vergleich zum urspriinglichen Versuch herzustellen, wird die
Sensibilitdt des Temperaturverlaufs auf die gesuchte Grofle getestet. Dafiir wird die
Warmeleitfahigkeit um einen Wert Akpppa gedndert und die daraus resultierende
Temperaturdnderung ATy eriqufkpayaa T das Validierungsbeispiel 1 berechnet. Die so
bestimmten Werte lassen eine qualitative Aussage iiber die Empfindlichkeit fiir die
Zielgrofle zu (Tabelle 7.4). Mit Hilfe des verdnderten Versuchsaufbaus ist es moglich,
die Sensitivitdt auf das 13-fache des urspriinglichen Versuchs zu erhéhen. Die erhchte
Empfindlichkeit des Temperaturverlaufs und die Vermeidung aller Fehlerquellen, die
der alte Versuchsaufbau mit sich bringt, ermoglicht eine zuverlassige Bestimmung der
Wirmeleitfihigkeit des Knochenzements. Voraussetzung ist, dass die verwendeten Tem-
peratursensoren eine hohe Genauigkeit aufweisen. Der maximale Messfehler sollte nicht
hoher als 0.5K sein.

Akpyvvia [W/(mK)] ATV<37’lCWfJ€PMMA [K]
0.01 0.1

0.05 0.6

0.1 1

1 5)

Tabelle 7.4: Einfluss des Paramters kpyspr4 auf den Temperaturverlauf des veréinderten
Versuchs
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8 Vergleich der Warmeleitung nach Fourier
und Maxwell-Cattaneo

Nach dem Fourier’'schen Gesetz tritt ein Warmestrom gleichzeitig zu einer Tempe-
raturdifferenz auf. Damit wiirde eine unendliche schnelle Informationsgeschwindigkeit
zwischen Ursache und Wirkung vorliegen. Dies widerspricht allerdings den physikali-
schen Grundlagen. Besonders bei viskoelastischen Stoffen kann es zu einer deutlichen
zeitlichen Verzogerung zwischen Temperaturdifferenz und dem daraus resultierenden
Wiérmestrom kommen. Die Wérmeleitung nach Maxwell-Cattaneo beriicksichtigt diese
zeitlichen Verschiebung zwischen Ursache und Wirkung mit Hilfe einer Relaxationszeit
7. Im Folgenden soll der Einfluss der Relaxationszeit auf die Warmeleitung qualita-
tiv beschrieben, und die Auswirkung auf den modifizierten Versuchsaufbau ermittelt
werden.

8.1 Theoretische Grundlagen der Warmeleitung nach
Maxwell-Cattaneo

Nach [9] berechnet sich der Wirmestrom @ nach Maxwell-Cattaneo durch eine Diffe-
rentialgleichung der Form

0Q . oT
— =kA— 8.1
"ot e ox (8:1)
Je hoher die Relaxationszeit ist, desto grofer ist der zeitliche Unterschied zwischen
Temperaturdifferenz und dem daraus resultierenden Warmestrom. Fiir 7 — 0 gleicht
der Warmestrom dem Fourier’schen Gesetz.
Fiir die Diskretisierung wird das explizite Eulerverfahren angewendet. Somit ergibt sich

die diskrete Form aus (8.1) zu

yp+1
Qi,n—i—l =

e (et ) R (52)

n

Dieser Zusammenhang wird in das eindimensionale Modell aus Kapitel 7.2 implemen-
tiert. Fiir die qualitative Abschidtzung werden nur die Stoffdaten der stabilisierten
Fliissigkeit verwendet und die Kontaktwiderstdnde vernachlassigt. Die Einarbeitung
der Maxwell-Cattaneo’schen Wiarmeleitung erfolgt iiber die Vorgabe einer Randbedin-
gung zweiter Art an jeder einzelnen Volumenzelle. Somit bezieht sich die Berechnung
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8 Vergleich der Warmeleitung nach Fourier und Maxwell-Cattaneo

der Temperatur um Punkt n nicht auf die Temperaturen der benachbarten Knoten-
punkte, sondern auf die ein- und ausflieBenden Warmestrome.

Fiir n = 1 (8.3)
Tfﬂrl = TgH 1
Firn=2,..,N —1] (8.4)
JANTIVAN A .

Tgﬂ = i—c ( Z—l,n + sz,n—f—l)
Firn=N (8.5)
TP+l _ Ay At .,

N DCo n—1,n

Die Wirmestrome Q°_, , und Qfm 1 werden mit Hilfe der Gleichung (8.3) bestimmt.

n—1n
Dazu miissen die Warmestrome des vergangen Zeitpunkts p — 1 gespeichert werden.

8.2 Ergebnisse

Um eine qualitative Aussage iiber die Auswirkung der Wirmeleitung nach Maxwell-
Cattaneo, beziehungsweise die Unterschiede zur der Fourier’schen Warmeleitung treffen
zu konnen, wird ein Temperatursprung von 22°C auf 30°C auf die Probe gegeben (Va-
lidierungsbeispiel 1). Die angenommene Wérmeleitfihigkeit des stabilisierten PMMA
betragt kpyara = 0.3 und die Relaxationszeit 7 = 10s. In den folgenden Abbildungen
wird ein Zeitraum von t = 50s betrachtet. Somit kénnen die Verldufe zu Beginn der
Messung besser aufgelost werden. Es wird auf den Verlauf des Warmestroms und der
Temperatur eingegangen.

Der Fourier’sche Warmestrom setzt schlagartig ein und wird mit zunehmender Zeit
kleiner. Graphik 8.2 zeigt, dass sich der Warmestrom nach dem Gesetz von Maxwell-
Cattaneo erst mit der Zeit aufbaut. Der maximale Warmestrom tritt somit nicht
sofort auf. Je hoher die Relaxationszeit ist, desto spéater bildet sich der maxima-
le Warmestrom aus. Der selbe Zusammenhang gilt auch fiir die inneren Punkte. Je
weiter der Warmestrom in das Material vordringt, desto ldnger dauert es, bis sich
das Maximum ausbildet. Dariiber hinaus ist der erreichte Maximalwert niedriger. Wie
in Abbildung 8.3 zu erkennen ist, breitet sich der Unterschied zwischen den beiden
Wiérmestromen mit fortlaufender Zeit in das Material aus.

Die nach dem Fourier’schen Gesetz berechnete Temperatur beginnt sofort nach dem
Aufbringen einer Temperaturdifferenz an der Probenoberfliche zu steigen. Da sich
der Warmestrom nach Maxwell-Cattaneo erst mit der Zeit ausbildet, ist der daraus
resultierende Temperaturgradient zu Beginn niedriger. Dieser steigt aber mit zuneh-
mendem Wiérmestrom an. Aufgrund der Abhéngigkeit des maximalen Warmestroms
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von der Eindringtiefe, kommt es dazu, dass der Warmestrom eines dufleren Punktes
bereits abféllt, aber der des inneren Punktes weiter ansteigt. Zu einem bestimmten
Zeitpunkt gibt somit die duflere Volumenzelle mehr Energie an die Innere ab, als sie
selbst aufnimmt. Daher sinkt die Randtemperatur zu diesem Zeitpunkt. Mit grofer
werdender Relaxationszeit wird dieser Effekt verstéirkt. Dem zur Folge bilden sich bei
hohen Relaxationszeiten Schwingungen im Temperaturverlauf aus.

Aus der Abbildung 8.6 ist zu sehen, dass der mit dem Maxwell-Cattaneo’schen Gesetz
berechnete Temperaturverlauf zu Beginn der Rechnung niedriger ist, als der Verlauf
nach Fourier. Im Lauf der Zeit wird die so ermittelte Randtemperatur allerdings etwas

grofer. Die Abweichungen breiten sich wie beim Warmestrom in das Material aus und
werden mit zunehmender Zeit geringer (Abb. 8.7).

fourier

YWarmestrom [J/g]

3a

5 4l Zeit [5]
¥ [crm]

Abbildung 8.1: Verlauf des Wérmestroms nach Fourier in vertikaler Richtung {iber die
Zeit
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C!catlanen

1500

ool A
: “,s;ﬁ\‘-‘\\
s
500 - *‘t‘t%\\\“\

Tl

Warmestrom [J/s]

30

5 50 Zeit [5]
y [em]

Abbildung 8.2: Verlauf des Warmestroms nach Maxwell-Cattaneo in vertikaler Rich-
tung iiber die Zeit (7 = 10s)

AQIQ

fourier ~ Qcaﬁanen)

Warmestromdifferenz [J/zg]

30

5 &0 Zeit 5]
¥ [cm]

Abbildung 8.3: Unterschiede der Warmestrome von Fourier und Maxwell-Cattaneo in
vertikaler Richtung iiber die Zeit (7 = 10s)
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fourier

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ %&ll\\\\\\

2 BN
T

20

30

5 &l Zeit [3]

Abbildung 8.4: Verlauf der Temperatur nach Fourier in vertikaler Richtung iiber die

CCCCCC

5 4l Zeit [5]

Abbildung 8.5: Verlauf der Temperatur nach Maxwell-Cattaneo in vertikaler Richtung
tiber die Zeit (7 = 10s)
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art (Tfourier . TCEIﬂaI‘IEDJ

Temperaturdifferenz [°C]

30

5 &l Zeit [5]
y [cm]

Abbildung 8.6: Unterschiede der Temperaturverlaufe von Fourier und Maxwell-
Cattaneo in vertikaler Richtung iiber die Zeit (7 = 10s)

aT (Tfourier . Tcattaneo)

Temperaturdifferenz [°C]

~om

5 300 Zeit 5]
y [cm]

Abbildung 8.7: Unterschiede der Temperaturverlaufe von Fourier und Maxwell-

Cattaneo in vertikaler Richtung iiber die gesamte Messzeit (7 = 10s,
t = 300s)
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Nachdem der qualitative Unterschied der beiden Wirmeleitungsgesetze erldautert wur-
de, stellt sich die Frage, inwieweit sich die Vernachlédssigung der Relaxationszeit des
Knochenzements auf die Bestimmung der Wéarmeleitfihigkeit auswirkt. Fiir die Opti-
mierung ist der Temperaturverlauf an der Probenunterseite entscheidend. Ausgehend
von einer Probendicke von 1em ergeben sich in Abhéngigkeit der Relaxationszeit fol-
gende Temperaturunterschiede.

am Auswertepunkt

Temperaturdifferenz AT (T, o - T

caﬂaneo)

=15
=5s ||
=105
=155

o =205 [

m

=

E -

p=

?"_E

.}

2 i

[ri}

o

=

i}

'_ -

_D“] 1 1 1 1 1
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Zeit [g]

Abbildung 8.8: Temperaturabweichung an der Probenunterseite durch Ver-
nachléassigung  der  Maxwell-Cattaneoschen ~ Wirmeleitung  in

Abhéngigkeit der Relaxationszeit (Bei einem Temperatursprung
von 22°C auf 30°C an der Probenoberseite)

Der Fehler in der berechneten Temperatur nach Fourier steigt mit zunehmender Rela-
xationszeit. Dabei wird die Temperatur stets zu hoch bestimmt. Die Abweichung be-
schréankt sich allerdings nur auf einen kurzen Zeitraum und klingt wéahrend der Messzeit
von t = 300s ab.

Um den Einfluss dieses Fehlers auf die inverse Bestimmung der Warmeleitfahigkeit
zu testen, werden Temperaturverldufe bei unterschiedlichen Relaxationszeiten mit den
Maxwell-Cattaneo Beziehungen und einer vorgegebenen Wérmeleitfahigkeit Kparara test
an der Probenunterseite berechnet. Der Kontaktwiderstand wird dabei vernachléssigt.
Diese so bestimmten Verldufe dienen dem Optimierungsalgorithmus anschliefend als
Messdaten des Temperatursensors 2. Die Optimierungsaufgabe wird weiterhin mit der
Fourier’schen Wérmeleitung durchgefiihrt.

Tabelle 8.1 zeigt die berechnete Warmeleitfahigkeit kparara pest fit, bei verschiedenen Re-
laxationszeiten. Je hoher die Relaxationszeit des Knochenzements ist, desto grofler wird
der Fehler der berechneten Wirmeleitfahigkeit. Diese wird zunehmend unterschétzt.
Bei einer hohen Relaxationszeit von 7 = 20s betrégt der prozentuale Fehler in diesem
Beispiel 4.3%. Fiir 7 < 10s kann der Einfluss vernachléssigt werden.
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kpnvatest  [W/(mK)] 7 0.300
Epaiva pestfie W/ (mK)] 7 =0s | 0.300
kpaivapestfie W/ (mK)] 7= 1s | 0.300
kpniva pestfit [W/(mK)] 7 =5s | 0.298
kPMMA,bestfit [W/(mK)] 7=10s | 0.295
kpaiva pestrie W/ (mK)] 7= 15s | 0.291
kpaiviapestfit W/ (mK)] 7= 20s | 0.287

Tabelle 8.1: Optimierungsergebnis bei vernachléssigter Relaxationszeit

Bestimmung der Warmeleitfahigkeit

32k THeiszaﬂe |
TMessung
T(kPMMA hestfit 'Rth,K,bestf'rt)
30
a1 .
S
®
o
o
£ 2 .
—

22 J _

1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300
Zeit [5]

Abbildung 8.9: Optimierungsbeispiel fiir eine Relaxationszeit von 7 = 20s

Abbildung 8.9 zeigt den Temperaturverlauf bei einer Relaxationszeit von 20s und den
Temperaturverlauf nach Fourier mit der berechneten Wéarmeleitfahigkeit kparasa pestfit-
Wie zu sehen ist, wird der entstandene Fehler durch die Minimierung der definierten
Zielfunktion (7.9) relativ gut ausgeglichen. Somit kann auch fiir hohe Relaxationszeiten
die Warmeleitfiahigkeit der stabilisierten Fliissigkeit relativ gut mit einem akzeptablen
Fehler ermittelt werden.
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9 Zusammenfassung

Ziel der Arbeit war es, eine inverse Methode zu entwickeln, mit der die Temperatur und
Aushértegrad abhéngige Warmeleitfahigkeit von Knochenzement berechnet werden
kann. Dazu soll eine auf der finiten Volumen Methode basierendes numerisches Berech-
nungsprogramm des Aushértevorgangs geschrieben werden. Die Warmeleitfahigkeit
wird dabei mit einer linearen Abhéngigkeit von Temperatur und Polymerisationsgrad
modelliert. Gleichzeitig werden Versuche durchgefiihrt, in denen die Oberflichentempe-
ratur des Knochenzements wihrend der Aushirtung mit Hilfe einer Infrarotkamera
gemessen wird. Durch einen Vergleich der Simulationsergebnisse mit den Versuchser-
gebnissen, soll das mathematische Modell der Warmeleitfahigkeit so angepasst werden,
dass die Temperaturverlaufe iibereinstimmen.

Die Zusammenhénge der Stoffeigenschaften und der Reaktionskinetik des Knochenze-
ments wihrend der Aushértung sind bekannt. Fiir die Simulation werden diese Glei-
chungen mit dem expliziten Eulerverfahren diskretisiert. Es kommt zu einer inhomo-
genen Polymerisation und Temperaturverteilung innerhalb der Probe. Dies hat eine
ortliche Abhéangigkeit der Warmeleitfihigkeit zur Folge. Die 6rtlichen Unterschiede der
Wiérmeleitfahigkeit fiilhren zu Unstetigkeiten im Temperaturverlauf, was zu einem Feh-
ler in der berechneten Temperatur fithrt. Um diesen Fehler zu vermeiden, wird eine
Ersatzwarmeleitfahigkeit eingefiihrt. Sie erzwingt einen stetigen Verlauf der Tempe-
ratur zwischen zwei benachbarten finiten Volumenzellen, ohne die berechneten Werte
zu verfélschen. Fiir eine moglichst exakte Berechnung des Temperaturverlaufs, wird
die Umgebung des aushértenden Knochenzements mit in die Simulation eingebunden.
Mit Hilfe eines optimierten Gitters mit variablen Abstédnden, kann die Laufzeit der
Simulation verbessert werden. Eine weitere Verkiirzung der Laufzeit wird durch eine
implizite Berechnung des Temperaturfeldes erreicht. Somit kommt es auch bei grofieren
Zeitschrittweiten zu keinen Instabilitédten in der Berechnung.

Der durch die Simulation berechnete Temperaturverlauf an der Probenoberflache, ent-
spricht qualitativ dem gemessenen Temperaturverlauf. Allerdings stellt sich heraus,
dass die frei werdende Energie aufgrund der Polymerisation zu gering abgeschétzt wird.
Die Enthalpiedifferenz |h fest.0— P frissig 0| sollte zwischen 110 J/g und 115 J/g liegen. Des
Weiteren bestétigt die Simulation eine starke Abhéngigkeit des Aushértevorgangs von
der Starttemperatur. Ein unerwartetes Ergebnis ist, dass sich die Warmeleitfahigkeit
kaum auf den Aushérteprozess auswirkt. Nur die darauf folgende Abkiihlung der Probe
wird durch diese beeinflusst.

Die inverse Bestimmung der Warmeleitfahigkeit wird mit Hilfe einer Optimierungs-
aufgabe ermoglicht. Dazu wird ein Optimierungsproblem gelost, indem der berechnete
Temperaturverlauf an die gemessenen Daten angepasst wird. Dies geschieht iiber die
Minimierung einer vorgegebenen Fehlerfunktion, welche die Abweichung der berech-
neten von den gemessenen Groflen charakterisiert. Voraussetzung dafiir ist, dass der
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9 Zusammenfassung

anzugleichende Temperaturverlauf sensibel genug auf die zu berechnenden Zielgréfien
reagiert.

Der urspriingliche Versuchsaufbau stellt sich dafiir als nicht geeignet heraus. Er be-
sitzt nicht die fiir die Optimierungsaufgabe notige Empfindlichkeit. Wie bereits durch
die Simulation gezeigt wurde, ist der Einfluss der Warmeleitfahigkeit auf den Tem-
peraturverlauf zu gering. Dariiber hinaus enthélt der Versuchsaufbau diverse Fehler-
quellen, die den Temperaturverlauf wesentlich starker beeintréichtigen, als die gesuchte
GroBe. Der grofite Fehler wird durch einen unbekannten Kontaktwiderstand zwischen
dem Knochenzement und dem Umgebungsmaterial verursacht. Weitere Fehlerquellen
sind Abweichungen in der Emissivitdt des Knochenzements, die Vernachlidssigung der
Schrumpfung wéhrend der Polymerisation und die zu niedrig abgeschétzte Enthalpie-
differenz.

Basierend auf den Erkenntnissen der Fehleranalyse wird ein verédnderter Versuchsauf-
bau entwickelt. Durch konstruktive Mafinahmen und der Verwendung einer stabilisier-
ten Fliissigkeit des Knochenzements anstelle des aushértenden Materials konnen die
meisten Fehlerquellen des urspriinglichen Versuchs vermieden werden. Finzig der un-
bekannte Kontaktwiderstand verursacht weiterhin einen Fehler. Dariiber hinaus erhéht
sich die Sensibilitét fiir die Warmeleitfahigkeit, durch den verdnderten Versuchsaufbau,
um das 13-fache.

Um auch den Einfluss des Kontaktwiderstands zu beriicksichtigen, wird dieser als weite-
re ZielgroBe in das entworfene Optimierungsproblem aufgenommen. Durch die gleichzei-
tige Bestimmung des Kontaktwiderstands ist eine Berechnung der Warmeleitfahigkeit
im modifiziertem Versuchsaufbau mit einer hohen Genauigkeit moglich. Begrenzender
Faktor ist nur die Messgenauigkeit der verwendeten Temperatursensoren.

Bei viskoelastischen Materialien, wie dem Knochenzement, kann es zu einem zeitlich
verzogerten Warmestrom kommen. Dieser Effekt wird durch die Maxwell-Cattaneo
Beziehung beschrieben. Im Vergleich zum Fourier’schen Gesetz wird eine Relaxati-
onszeit 7 eingefiihrt, welche die verzogerte Entstehung des Warmestroms charakte-
risiert. Der Vergleich der Warmeleitung nach Fourier mit Maxwell-Cattaneo ergibt,
dass die Auswirkung der Relaxationszeit des Knochenzements auf die Bestimmung der
Wirmeleitfiahigkeit fiir 7 < 10s vernachléssigt werden kann. Fiir groflere Relaxations-
zeiten wird die Warmeleitfahigkeit geringfiigig unterschétzt.

Im Anschluss an diese Arbeit muss der verdnderte Versuchsaufbau realisiert und die
Messungen durchgefiihrt werden. Das fertige Programm zur inversen Bestimmung der
Wirmeleitfihigkeit wurde in dieser Arbeit entwickelt und muss ausschliefilich ange-
wendet werden. Dariiber hinaus ist die Relaxationszeit des Knochenzements in Erfah-
rung zu bringen. Falls sich diese grofier als 10s erweist, ist dariiber nachzudenken, die
Maxwell-Cattaneo Beziehungen in den Algorithmus einzuarbeiten oder einen Korrek-
turtherm herzuleiten.
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Anhang

Materialparameter
Zeichen Einheit Wert
Cp,Luft J/k‘gK 1010
Cu,Plexiglas J/(kng) 1470
Cv,PMMA J/(kng) 1170
Co Sty J/(kgK) 1500
Erugt W/mK 0.0262
kPlem'glas W/ (mK) 0.184
sty W/(mK) 0.035
To K 310.15
T K 294.15
Ty0 °C -50
Tyq °C 105
Eth 1/K 0.000928
Ney, 1/K -0.000367
VEuft m?/s 1.316 - 10~°
0o kg/m? 1469.7
PLuft kg/m? 1.3
PPlexiglas kg/mS 1190
PPMMA ]Cg/??’b3 1490
Psty kg/m? 30
X -0.090602

Programme und Messdaten

Alle in der Arbeit entwickelten Programme befinden sich als Matlab 2009b kompatible
m-files auf der CD-ROM. Dariiber hinaus enthilt sie die aufgezeichneten Messdaten
der Infrarotkamera.
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