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Nomenklatur

Allgemeine Schreibweise für Tensoren

a, b, ... Tensoren 0. Stufe (Skalare)

a,b, ... Tensoren 1. Stufe (Vektoren)

A,B,... Tensoren 2. Stufe (Dyaden)
4

Γ Tensoren 4. Stufe

Spezielle kontinuumsmechanische Größen

F Deformationsgradient

Fth thermischer Deformationsgradient

FM mechanischer Deformationsgradient

Fe elastischer Deformationsgradient

Fi inelastischer Deformationsgradient

F̄ volumetrischer Deformationsgradient

F̂ isochorer Deformationsgradient

J = detF Jacobi-Determinante

λi Streckungen

u Verschiebungsfeld

v, ẋ Geschwindigkeitsfeld

a, ẍ Beschleunigungsfeld

dX Linienelement der Referenzkonfiguration

dx̂ Linienelement der Zwischenkonfiguration

dx Linienelement der Momentankonfiguration

dA Flächenelement der Referenzkonfiguration

da Flächenelement der Momentankonfiguration

dV Volumenelement der Referenzkonfiguration
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dv Volumenelement der Momentankonfiguration

U, V Strecktensoren

R Rotationstensor

C rechter Cauchy-Green Deformationstensor

Ce elastischer rechter Cauchy-Green Deformationstensor

Ci inelastischer rechter Cauchy-Green Deformationstensor

B linker Cauchy-Green Deformationstensor

Be elastischer linker Cauchy-Green Deformationstensor

Bi inelastischer linker Cauchy-Green Deformationstensor
ˆ(•) isochore kontinuumsmechanische Größen
¯(•) volumetrische kontinuumsmechanische Größen

(•)D Deviator einer kontinuumsmechanischen Größe

I = δij ei ⊗ ej Identitätstensor 2. Stufe

ε, ε Dehnung

εmi mechanische Dehnung

εthi thermische Dehnung

E Green-Lagrangescher Verzerrungstensor

Ee elastischer Green-Lagrangescher Verzerrungstensor

Ei inelastischer Green-Lagrangescher Verzerrungstensor

Γ Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration

Γe elastischer Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration

Γi inelastischer Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration

A Euler-Almansi Verzerrungstensor

Ae elastischer Euler-Almansi Verzerrungstensor

Ai inelastischer Euler-Almansi Verzerrungstensor

Ḟ materieller Geschwindigkeitsgradient

L räumlicher Geschwindigkeitsgradient

D Deformationsgeschwindigkeitstensor

W Wirbeltensor

Ė Rate des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors
˙(•) materielle Zeitableitung

iv



△

(•) objektive Zeitableitung

T Cauchy-Spannungstensor

P 1. Piola-Kirchhoff Spannungstensor

T̄ 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor

σeq Gleichgewichtsspannung

σneq Nichtgleichgewichtsspannung

t Spannungsvektor

n Normalenvektor

b Fernwirkungskraft

q,q0 Wärmestromvektor

m Masse

ρ0, ρ Rohdichte

e innere Energie

ρ0 r, ρ r spezifische Strahlungswärme

s Entropie

ϕs Entropiefluss

σs Entropiezufuhr

ŝ Entropieproduktion

θ absolute Temperatur

Ψ freie Helmholtz Energiefunktion

Qi innere Variablen

c g Sauerstoffkonzentration

jg Sauerstoffdiffusionsfluss

ĉ g Sauerstoffreaktionsterm

qd, qr innere Variablen

E ′ Speichermodul

E ′′ Verlustmodul

ω Eigenkreisfrequenz

f Frequenz

κ Strukturparameter

p Lagrange Multiplikator
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Spezielle Tensoroperationen

Grad(•) =
∂(•)
∂X

Gradient mit Bezug auf die Referenzkonfiguration

Div(•) = Grad(•) : I Divergenzoperator mit Bezug auf die Referenzkonfiguration

grad(•) =
∂(•)
∂x

Gradient mit Bezug auf die aktuelle Konfiguration

div(•) = grad(•) : I Divergenzoperator mit Bezug auf die aktuelle Konfiguration

A ·B = AijBjk Einfaches Skalarprodukt zwischen zwei Tensoren 2. Stufe

A : B = AijBij Zweifaches Skalarprodukt zwischen zwei Tensoren 2. Stufe

(A ·B)T = BT ·AT Transponieren eines Tensorproduktes

(A ·B)−1 = B−1 ·A−1 Invertieren eines Tensorproduktes

I(•) Erste Hauptinvariante (Spur) eines zweistufigen Tensors

II(•) Zweite Hauptinvariante eines zweistufigen Tensors

III(•) Dritte Hauptinvariante eines zweistufigen Tensors

tr(•) Spur eines zweistufigen Tensors

det(•) Determinante eines zweistufigen Tensors

Material- und Modellparameter

λθ Wärmeleitungskoeffizient

λc g Sauerstoffdiffusionskoeffizient

ηi Viskositäten

r Relaxationszeit

Ei Elastizitätsmoduln

K Kompressionsmodul

µi Schermoduln

cij Mooney-Rivlin Materialparameter

αi Temperaturausdehnungskoeffizienten

R = 8.314 J/molK universelle Gaskonstante

νd, Ed Modellparameter des Netzwerkabbaus

νr, Er Modellparameter des Netzwerkaufbaus

θG Glasübergangstemperatur

θ0 Referenztemperatur

C1 = 17.5, C2 = 52K Standard-Parameter der WLF-Gleichung
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1 Einführung in die Thematik

1.1 Einleitung

Der Einsatzbereich von polymeren Materialien umfasst nahezu alle Bereiche der Indus-
trie und des täglichen Lebens. Beispiele hierfür sind Bauteile, wie z. B. Brückenlager,
Motordichtungen, Beschichtungen oder die Verwendung als Klebstoff zum Fügen von
unterschiedlichsten Materialien im Leichtbau. Polymere zeichnen sich durch ihre aus-
gezeichnete Verarbeitbarkeit, Formbarkeit und Vielfältigkeit aus. Ein Nachteil ist aber
ihre starke Temperaturabhängigkeit, die sich empfindlich auf die mechanischen Eigen-
schaften auswirken kann.
Während ihres Einsatzes sind sie jedoch umgebenden Medien bzw. äußeren Einflüs-
sen ausgesetzt, die ihre mechanischen Eigenschaften beeinflussen. Das können z. B.
Strahlung, Wasser, chemische Stoffe und der Temperatureinfluss sein. Diese Einflüsse
führen dazu, dass sich die ursprünglichen Materialeigenschaften des eingesetzten Poly-
mers derart zum Negativen verändern, dass seine maximal mögliche Einsatzdauer und
somit die Lebensdauer zeitlich begrenzt sind. In der Fachsprache wird hierzu der Be-
griff der Alterung verwendet. Falls die Alterungseigenschaften irreversibel sind, spricht
man von chemischer Alterung (z.B. Zersetzung von Polymerstrukturen), ansonsten von
physikalischer Alterung (z.B. Viskoelastizität oder Kristallisation). Neben diesem Al-
terungsphänomen gibt es noch die mechanische Alterung von Polymerbauteilen unter
zyklischer oder dynamischer Belastung, die aufgrund ihrer viskoelastischen Eigenschaf-
ten auf eine nicht zu vernachlässigende dissipative Erwärmung und somit ebenfalls zur
Verkürzung der Lebensdauer führt.
Das Ziel der im Zentrum dieser Arbeit stehenden Forschung ist es, Alterungsvorgänge
durch geeignete Modelle abzubilden und somit ein virtuelles Simulationsprogramm zu
schaffen, mit dem es möglich ist, das Alterungsverhalten von zu entwickelnden Bautei-
len bzw. polymeren Materialien bereits vor der Massenfertigung vorherzusagen. Damit
wird die Möglichkeit eröffnet, alterungsbedingtes Bauteilversagen zu simulieren, um
beispielsweise die Entwickler bei der Werkstoffauswahl zu unterstützen. Hierzu wird in
dieser Arbeit die Gruppe der Elastomere betrachtet, deren Einsatzbereich sich ober-
halb der Glasübergangstemperatur Tg befindet. Der Fokus der Untersuchungen und
der Modellbildung liegt auf der thermooxidativen Alterung, einer möglichen chemi-
schen Alterungseigenschaft sowie auf der dissipativen Erwärmung von Bauteilen unter
zyklischer Belastung bei großen Amplituden. Die physikalische Alterung, die bei glas-
artigen Polymeren unterhalb von Tg stattfindet, wird ebenso eingeführt und diskutiert.
Die zugehörige Modellierung beschränkt sich aber auf eine einfache Form der Modell-
gleichungen. Die Kristallisation wird zur Beschränkung des Umfanges dieser Arbeit
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1 Einführung in die Thematik

nicht behandelt, da sie ein eigenständiges und komplexes Forschungsgebiet darstellt.

1.2 Aufbau der Arbeit

Das folgende Unterkapitel stellt den aktuellen Stand der Forschung im Hinblick auf
die thermomechanisch konsistente Modellierung von Polymerwerkstoffen dar. Dabei
werden sowohl experimentelle als auch theoretische Arbeiten zur Betrachtung heran-
gezogen. Des Weiteren werden die nötigen Fachbegriffe eingeführt und erläutert.
Kapitel 2 beschäftigt sich mit Alterungsphänomenen in Polymeren. Zunächst werden
die Polymere in Untergruppen eingeteilt. Anschließend werden die verschiedenen Alte-
rungsmechanismen und Phänomene eingeführt und erläutert.
Im Kapitel 3 werden die zum Verständnis der Arbeit notwendigen kontinuumsmechani-
schen Grundlagen bereitgestellt. Ausgehend von der kinematischen Beschreibung von
Körpern unter Berücksichtigung großer Deformationen werden die klassischen Deforma-
tions- und Verzerrungsmaße sowie deren zeitliche Änderungen eingeführt. Hier wird ins-
besondere exemplarisch für die finite Viskoelastizität auf den multiplikativen Split des
Deformationsgradienten eingegangen, welcher für die Modellierung von essentieller Be-
deutung ist. Diesem Block folgen die Bilanzgleichungen, welche axiomatischer Herkunft
sind. Um den Kreis der Modellierung zu schließen, wird die spezifische freie Helmholtz-
Energiefunktion eingeführt und die Auswertung des 2. Hauptsatzes der Thermodyna-
mik diskutiert.
Das Kapitel 4 stellt die für die experimentell gestützte Modellierung von Polymeren
benötigten Versuchsanlagen und Experimente vor. Hier wird neben den klassischen,
mechanischen Standardexperimenten auch auf kontinuierliche und diskontinuierliche
Langzeitversuche im Rahmen der Alterung eingegangen. Hinzu kommen kalorische
Untersuchungen sowie die in Kooperation mit dem WiWeB in Erding durchgeführten
chemischen Analysen.
Im Anschluss daran folgt das zentrale Kapitel dieser Arbeit. Auf Grundlage umfas-
sender Erfahrungen in zahlreichen Projekten muss die Aussage getroffen werden, dass
es nicht das „Alterungsmodell“ für Polymere gibt. Die Vielfalt der Eigenschaften der
verwendeten Polymere, der Einsatzbereich sowie die Umgebungsbedingungen verbieten
eine allgemeingültige Modellierung. So ist es aus Sicht der Modellbildung nur sinnvoll,
sich die relevanten Materialeigenschaften des verwendeten Polymers im Einsatzbereich
zu definieren und dieses Verhalten unter Berücksichtigung von Experimenten adäquat
in Form von Differential-und Konstitutivgleichungen zu beschreiben. Beginnend mit
einer eindimensionalen Motivation werden die verschiedenen Alterungseigenschaften
diskutiert und qualitativ modelliert. In weiteren Unterkapiteln wird der eindimensio-
nale Modellansatz auf große Deformationen übertragen und anhand von aussagekräfti-
gen experimentellen Daten werden die eingeführten Modellparameter angepasst. Dieses
Vorgehen berücksichtigt aber keine chemischen Diffusions-Reaktionsprozesse, sondern
geht von homogenen und gesättigten Proben im Kleinmaßstab aus. Darauf aufbauend
beschäftigt sich ein weiteres Unterkapitel mit der konsistenten Formulierung gekop-
pelter Modellgleichungen im Rahmen der Mehrphasenkontinuumsmechanik. Die dazu
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1.3 Stand der Forschung

verwendete, erweiterte thermodynamische Auswertung des 2. Hauptsatzes der Ther-
modynamik ermöglicht es, Diffusions-Reaktionsprozesse umgebender Medien mit dem
Festkörper zu berücksichtigen und somit inhomogene Alterungsprozesse zu beschreiben.
Im Anschluss daran wird ein neues, thermomechanisch gekoppeltes Materialmodell for-
muliert, mit dem man die dissipative Erwärmung von Polymeren unter zyklischer Be-
lastung beschreiben kann. Aussagekräftige Finite Elemente Simulationen runden diesen
Beitrag ab. Zum Abschluss des Kapitels geht der Autor auf die Alterung von Klebun-
gen ein. Aufbauend auf seiner Dissertation, in der er Randschichteffekte in Klebungen
mit einer erweiterten Kontinuumstheorie erfasst hat, wird nun das Alterungsmodell
unter Berücksichtigung der Diffusions-Reaktionsgleichung mit dem bereits bekannten
Modell gekoppelt. Insbesondere die Einführung von randschichtinduzierten, ortsabhän-
gigen Diffusionseigenschaften ermöglicht es hierbei, den Alterungsprozess in Klebungen
realitätsnah zu beschreiben.
Die Arbeit endet mit den abschließenden Bemerkungen aus Kapitel 6. Hier wird die
Arbeit kurz zusammengefasst und kritisch hinterfragt. Aufbauend auf den präsentierten
Ergebnissen werden neue Lösungsmethoden vorgeschlagen und sinnvolle zukünftige
Forschungsarbeiten auf dem Gebiet definiert.

1.3 Stand der Forschung

Polymermaterialien werden gerne als Beschichtungen zum Schutz von empfindlichen
Oberflächen und Komponenten vor mechanischen Beanspruchungen (Kratz- und Ab-
riebfestigkeit), aggressiven Medien oder natürlichen Umwelteinflüssen verwendet. Sie
lassen sich außerdem zur Herstellung gewünschter bzw. definierter Oberflächeneigen-
schaften einsetzen. Ein recht neues Anwendungsgebiet liegt z.B. in der Medizintechnik
zur Erzeugung biokompatibler Oberflächen von Implantaten, siehe z.B. Raab et al.
[149], Klee et al. [93].
Damit die Funktionalität des jeweiligen polymerbeschichteten Produktes sichergestellt
ist, müssen die Beschichtungen während der geforderten Produktlebensdauer hinrei-
chend stabil sein und den dabei auftretenden thermomechanisch chemischen Bean-
spruchungen standhalten [142]. Insbesondere im Bereich der polymeren Pulverbeschich-
tung von Metallbauteilen treten immer wieder Rissbildungen aufgrund von Alterung
auf [64, 63]. Dabei ist es üblich, zwischen der in der Regel reversiblen physikalischen
Alterung und der irreversiblen chemischen Alterung zu differenzieren, wobei auf das
Standardwerk von Ehrenstein und Pongratz [45] zur Beständigkeit von Kunststoffen
verwiesen wird. Nach den Beiträgen von Ehrenstein und Pongratz [45] wird der Be-
griff der Alterung definiert als ein Ensemble sämtlicher chemischer und physikalischer
Änderungen eines Materials mit der Zeit, welche das mechanische Verhalten derart
verändern, dass die Einsatzdauer bzw. Lebensdauer des Materials zeitlich begrenzt ist.
Die chemische Alterung ist im Vergleich zur physikalischen Alterung ein irreversibler
Degenerationsprozess, der die chemische Struktur der Moleküle verändert und durch
Erwärmung über die Schmelze hinaus nicht rückgängig gemacht werden kann, siehe
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1 Einführung in die Thematik

Hutchinson [75], Ehrenstein und Pongratz [45]. Die unterschiedlichen Arten und Me-
chanismen der chemischen Alterung werden im nächsten Kapitel näher erläutert.
Als ein mögliches chemisches Alterungsphänomen soll in der vorliegenden Arbeit die
thermo-oxidative Alterung behandelt werden. Darunter versteht man einen diffusions-
abhängigen Prozess, bei dem im Polymer aufgrund der Anwesenheit von Sauerstoff
sowohl Kettenspaltungen als auch die Neubildung von Vernetzungspunkten auftreten
können. Experimentell wurde dieses Phänomen bereits von Tobolsky et al. im Jah-
re 1944 untersucht [176], der bei Relaxationsversuchen sowohl die Abhängigkeit des
Spannungsrelaxationsprozesses vom umgebenden Sauerstoff als auch von der Tempe-
ratur festgestellt hat. Eine Zusammenfassung seiner Ergebnisse ist in [175] zu finden.
Weitere Untersuchungen im Hinblick auf den Einfluss von Temperaturprofilen, der Wit-
terung, von Strahlung sowie erste Modellierungsansätze wurden u.a. von Blum et al.
[15], Shaw et al. [167], Duarte und Achenbach [38] sowie Ehrenstein und Pongratz [45]
vorgeschlagen. Da Elastomere im Allgemeinen zwar oberhalb der Glasübergangstem-
peratur Tg, jedoch deutlich unterhalb ihrer Zersetzungstemperatur eingesetzt werden,
findet der zugehörige chemische Alterungsprozess auf größeren Zeitskalen statt [21]. Es
ist weiterhin zu erwähnen, dass die Alterung in Bauteilen endlicher Dicke vom Diffu-
sionsprozess und dem damit verbundenen Sauerstofftransport abhängig ist. Man kann
zum Einen in Anlehnung an die Arbeit von Blum et al. [15] hinreichend dünne Modell-
proben untersuchen und modellieren, die sauerstoffgesättigt sind. Andernfalls muss die
Sauerstoffdiffusion mit in den Modellierungsansatz einfließen [167, 172].
Unter physikalischer Alterung versteht man dagegen Prozesse, die die chemische Struk-
tur des Polymers unbeeinflusst lassen, auf langsam ablaufenden Umorientierungen der
Makromoleküle basieren und mit steigender Temperatur beschleunigt werden. Die ma-
ximale Dauer der physikalischen Alterung bis zum Erreichen des Gleichgewichtszu-
stands kann je nach Material und Temperatur bis zu einigen Jahren dauern [142].
Bemerkung: Bei Elastomeren hingegen laufen physikalische Alterungsprozesse deutlich
schneller ab, so dass man die physikalische und chemische Alterung hier aufgrund der
unterschiedlichen Zeitskalen meist voneinander separieren kann.
Seit vielen Jahren ist bekannt, dass sich amorphe Polymerwerkstoffe unterhalb ihrer
Glasübergangstemperatur in einem thermodynamischen Nichtgleichgewichtszustand be-
finden und im Laufe der Zeit auf einen Gleichgewichtszustand hin relaxieren [164, 143,
68]. Die physikalische Ursache für dieses Verhalten liegt unter anderem im Herstel-
lungsprozess begründet, wenn beispielsweise ein thermoplastisches Polymer mit einer
vergleichsweise hohen Geschwindigkeit von der Schmelze über den Glasübergang bis
in den Glaszustand abgekühlt wird. Dabei nimmt seine Viskosität um mehrere Grö-
ßenordnungen zu bzw. die Beweglichkeit seiner Makromoleküle entsprechend ab. Diese
sind dann nicht mehr in der Lage, in der ihnen zur Verfügung stehenden Zeit ih-
re Gleichgewichtskonfiguration anzunehmen. Es wird daher ein Nichtgleichgewichtszu-
stand eingefroren, der eine höhere Enthalpie, eine höhere Entropie sowie ein höheres
spezifisches und freies Volumen besitzt als der zur selben Temperatur gehörige Gleich-
gewichtszustand, siehe z.B. Davies und Jones [32], Tant und Wilkes [174], Alves et al.
[3], Perera [142] oder Huang et al. [74]. Während der daraus resultierenden auf mole-
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kularer Ebene ablaufenden Relaxationsvorgänge ändert sich sowohl das mechanische
Materialverhalten [173, 25, 174], als auch das thermische Ausdehnungsverhalten [55]
und die Wärmekapazität [160, 75]. Diese Änderungen sind thermoreversibel, d.h. sie
verschwinden wieder, wenn der Werkstoff anschließend über seine Glasübergangstempe-
ratur hinaus erwärmt wird [173, 142] und werden unter dem Begriff der physikalischen
Alterung erfasst.
Ein weiterer thermoreversibler Effekt ist die Kristallisation von Polymeren, wie z.B. bei
Polyethylenterephthalat (PET). Sie ist bei hinreichend hohen Temperaturen reversibel,
wird nach Ehrenstein und Pongratz [45] daher als physikalischer Alterungsvorgang
bezeichnet, ist aber von der klassischen physikalischen Alterung im Sinne der oben
geführten Diskussion abzugrenzen [45, 164]. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sollen
nur Polymersysteme diskutiert werden, die keine Kristallisation aufweisen.
Bei der physikalischen Alterung von Polymerbeschichtungen, z.B. von Pulverlacken, die
aus Gründen der mechanischen Festigkeit und Beständigkeit unterhalb ihrer Glasüber-
gangstemperatur eingesetzt werden, spielt der Glasübergang eine zentrale Rolle. Dieser
ist kein thermodynamischer Phasenübergang, sondern ein thermoviskoelastischer Zeits-
kaleneffekt [135, 57, 32, 31]: Ist die Dauer der experimentellen Beobachtung deutlich
größer als die typische Relaxationszeit des betreffenden Materials, so befindet dieses
sich im Gleichgewicht. Im umgekehrten Fall liegt der Werkstoff im Glaszustand vor.
Sind beide Zeitskalen vergleichbar, so befindet sich das Material im Glasübergangsbe-
reich. Zur Beantwortung der Frage, ob ein Polymer bei gegebener Temperatur stabil
ist, hängt von der Länge des Beobachtungszeitfensters sowie von seiner temperaturab-
hängigen Relaxationszeit ab [67]. Insbesondere hängt der aktuelle Zustand amorpher
Polymerwerkstoffe von der Temperaturgeschichte ab, mit der sie hergestellt wurden
[126].
Beträgt die Dicke von Polymerschichten weniger als 1/10 µm, so beobachtet man sowohl
bei freien als auch bei auf Substrate applizierten Filmen eine ausgeprägte Dickenab-
hängigkeit der Glasübergangstemperatur sowie des thermischen Ausdehnungsverhal-
tens und der Wärmekapazität [94, 161, 90]. In den genannten Arbeiten wird diese
Abhängigkeit auf die den Glasübergang bestimmende Beweglichkeit der Makromole-
küle zurückgeführt. An der Grenzfläche zum Substrat sowie an der freien Oberfläche
zur Umgebung besitzen die Makromoleküle in der Regel eine andere Beweglichkeit als
im Inneren des Volumens.
Im Rahmen des vorliegenden Arbeit sollen die genannten Grenzflächeneffekte eben-
so wie Interphasen aber nicht behandelt werden, da sie ein eigenes Forschungsgebiet
darstellen [146, 145].
Bezüglich der thermomechanischen Materialmodellierung von Polymerwerkstoffen als
Volumenmaterial bzw. Schichten lässt sich grundsätzlich feststellen, dass es eine Rei-
he viel versprechender theoretischer Konzepte und Modelle gibt, die bestimmte Teila-
spekte sehr gut abbilden können: Zur Darstellung des thermomechanischen Spannungs-
Deformationsverhaltens von amorphen Polymeren unterhalb der Glasübergangstempe-
ratur wurden von Anand und Gurtin [6] so wie von Miehe et al. [122] Materialmodelle
der Thermoviskoplastizität für große Deformationen entwickelt. Boyce et al. [20] for-
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mulieren im Gegenzug ein Stoffmodell für teilkristalline Polymere oberhalb der Glas-
übergangstemperatur. Von Lion [106] wurde ein Modell zur Beschreibung der tempera-
turabhängigen mechanischen Materialeigenschaften gefüllter Elastomere oberhalb des
Glasübergangs formuliert. Zur Darstellung des temperaturabhängigen mechanischen
Verhaltens von Polyurethan in der Nähe des Glasübergangs wurde von Johlitz et al.
[85] ein Materialmodell der multiplikativen Thermoviskoelastizität vorgeschlagen.
Der in direktem Zusammenhang mit dem Glasübergang stehende Shape-Memory Ef-
fekt von Polymeren wird von Reese et al. [151] mit einem Zwei-Phasen Modell der
nichtlinearen finiten Thermoelastizität modelliert. Die Autoren Qi et al. [147] schla-
gen im Vergleich dazu verschiedene aus drei viskoelastischen bzw. elastischen Phasen
bestehende Stoffmodelle vor. Von Nguyen et al. [137] wurde ein alternatives Konzept
zur Darstellung der Abhängigkeit der mechanischen Eigenschaften von Shape-Memory
Polymeren vom Temperaturprozess formuliert. Dabei führen die Autoren in Anlehnung
an die grundlegenden Arbeiten von Tool [177] und Narayanaswamy [135, 136] die fiktive
Temperatur als zusätzliche skalare innere Variable ein.
Weitere Ansätze zur Modellierung von glasartigen Polymerwerkstoffen basieren auf
dem etablierten Konzept des freien Volumens, welches weite Bereiche der thermo-
viskoelastischen Materialeigenschaften von Polymeren bestimmt und im Verlauf der
physikalischen Alterung abnimmt. Dieses wird gerne als weitere innere Zustandsva-
riable interpretiert bzw. mit Hilfe von mehreren inneren Variablen und entsprechen-
den Evolutionsgleichungen als Funktional der thermischen Prozessgeschichte dargestellt
[174, 55, 87].
Eine weitere Gruppe von Autoren [127, 101, 57, 58] verwendet sogenannte Ordnungspa-
rameter, die aus Sicht der Kontinuumsmechanik identisch mit inneren Variablen sind.
Dieses Konzept basiert auf der irreversiblen Thermodynamik, benutzt die Gibbssche
freie Energie als Potentialfunktion und führt neben den klassischen thermodynamischen
Zustandsvariablen, Druck und Temperatur, skalare Ordnungsparameter als zusätzliche
Variablen zur Beschreibung der Geschichtsabhängigkeit ein. Die aktuellen Werte dieser
Variablen werden durch Evolutionsgleichungen bestimmt. Diese Modelle sind grund-
sätzlich eindimensional formuliert und in der Lage, den Einfluss der physikalischen
Alterung auf das spezifische Volumen und die Wärmekapazität zu beschreiben.
Ein relativ pragmatischer Ansatz besteht darin, die Parameter eines Standard Mate-
rialmodells für das jungfräuliche sowie das gealterte Material jeweils neu zu identifizie-
ren. Dieser Zugang wurde zur Beschreibung der physikalischen Alterung von PMMA
von Alcoutlabi und Martinez-Vega [1] gewählt, deren Stoffgesetz sich in die mit fraktio-
nellen Ableitungen formulierte lineare Viskoelastizität einordnen lässt. Die Ergebnisse
der Anpassung sind sehr vielversprechend, allerdings würde sich ein Nachweis der ther-
modynamischen Konsistenz relativ schwierig gestalten.
Das in dieser Arbeit verwendete Modellierungskonzept in Bezug auf das physikali-
sche Alterungsverhalten basiert auf den Arbeiten von Cunat [29] sowie von Lion et
al. [114, 112, 111, 113]. Im Vergleich zu den bisher genannten Ansätzen bestimmt
hierbei sowohl die Spannungs- als auch die Temperaturgeschichte die momentanen
Werte der inneren Variablen. Dieser gewählte Ansatz ist eine Verallgemeinerung des
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Ordnungsparameter-Konzeptes. Er ist grundsätzlich dazu in der Lage, sämtliche am
Glasübergang auftretenden Phänomene sowie die physikalische Alterung und deren
Einfluss auf das mechanische, thermische und kalorische Materialverhalten darzustel-
len.
Auf der Modellierungsseite gibt es ebenso eine gewisse Anzahl von Arbeiten, in denen
sich die Autoren mit chemischen Alterungsprozessen und deren Auswirkung auf das
zu simulierende Material auseinander setzen. Pochiraju und Tandon [144] beschäftigen
sich in ihrer Arbeit mit der Modellierung bzw. Simulation des Degradationsprozes-
ses von Polymeren als Folge thermooxidativer Alterung. Dabei berücksichtigen sie ne-
ben der Temperatur und der Sauerstoffkonzentration ebenso Gewichtsverluste. Duarte
und Achenbach [38] beschreiben in ihren Arbeiten das Langzeitverhalten ausgewählter
Gummimaterialien und präsentieren Materialmodelle, welche grundlegende Effekte des
chemischen Alterungsverhaltens von Elastomeren beschreiben können. Auch Ziegler et
al. [187] haben ein derartiges Modell entwickelt, für uniaxiale Zugversuche umgesetzt
und damit ihre experimentellen Daten beschrieben.
Weitere Beiträge greifen zur Modellierung von Diffusionsprozessen in Festkörper-Fluid
Strukturen auf die von den Autoren Truesdell [179], Truesdell und Toupin [180], Mül-
ler [128] sowie Bowen [17] entwickelte Mischungstheorie zurück. Ein Material, welches
aus mehreren Phasen, wie z. B. Festkörper, Fluid und Gas besteht, wird mit Hilfe
der phänomenologischen Mehrphasenkontinuumsmechanik abgebildet. Dabei wird ein
Mittelungsprozess durchgeführt, der die einzelnen Phasen über das Volumen gleichmä-
ßig verschmiert. Jede Phase ist somit gleichermaßen an jedem Raumpunkt vorhanden.
Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, die Mikrostruktur des Probenkörpers nicht ken-
nen zu müssen. Unter Berücksichtigung des Konzeptes der Volumenanteile [184] gelangt
man zur Theorie poröser Medien (TPM), die maßgeblich von Bowen formuliert wor-
den ist [18, 19]. Dieses Vorgehen ist bereits in vielen Arbeiten erfolgreich angewendet
worden, z. B. Atkin [9], De Boer und Ehlers [33, 41, 44, 42].
Im Hinblick auf Diffusionsprozesse, die im Kontext von chemisch reagierenden Sub-
stanzen stehen, sind die Arbeiten von Dunwoody [40] und Quang et al. [162, 148] zu
nennen. Während Dunwoody ein theoretisches Konzept zur Modellierung des Diffu-
sionsprozesses in Festkörper-Fluid Gemischen erarbeitet, beschäftigen sich Quang et
al. in ihren Beiträgen mit den Konzepten der irreversiblen und reversiblen Thermo-
dynamik in reagierenden und nicht reagierenden Fluid-Festkörper Mischungen. Einen
ähnlichen, thermomechanisch konsistent formulierten Beitrag liefern Lustig et al. [119],
die mit Hilfe der Mehrphasenkontinuumsmechanik und Thermodynamik Ficksche und
Nicht-Ficksche Diffusionsprozesse in Polymeren beschreiben. Als letzter Beitrag diesbe-
züglich ist das Kapitel 7 des Buches von Hutter zu nennen [76]. Der Autor beschäftigt
sich in seiner Arbeit mit der Diffusion von so genannten Spurenelementen in einem
Fluid. Aufbauend auf der Formulierung des Mehrphasenproblems wird eine konsisten-
te thermodynamische Auswertung der Gleichungen nach dem Entropieprinzip von Liu-
Müller [115] vollzogen und es werden die Abhängigkeiten der Konstitutivgleichungen
untereinander in Bezug auf die Feldgrößen formuliert. Zur Modellierung des chemi-
schen Alterungsverhaltens im Zusammenhang mit Versteifungseffekten wird auf die
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Arbeiten der Autoren Hossain et al. [72, 73] zur Modellierung von Aushärtevorgängen
sowie auf die Arbeiten von Lion und Johlitz [109] bzw. Johlitz et al. [84, 83, 80, 82]
zurückgegriffen.
In vielen weiteren Anwendungsgebieten in der Automobilindustrie spielen gefüllte Elas-
tomere eine fundamentale Rolle. Hier werden sie beispielsweise dazu verwendet, um un-
erwünschte Motorvibrationen vom Fahrzeugkörper zu entkoppeln, oder um gewünsch-
te elastokinematische Eigenschaften von Fahrwerken zu erzielen. Ein weiteres funda-
mentales Einsatzgebiet ist die Konstruktion von Dichtungen. Gerade im Bereich der
Dichttechnik wird dem Material sehr viel abverlangt, seien es die Beständigkeit gegen
thermische oder mechanische Langzeitlasten oder die schon angesprochene chemische
Alterung infolge des Kontaktes mit externen Medien, wie z.B. Öl, Benzin oder mit
Frostschutzmittel versetztes Kühlwasser.
Neben ihren ausgeprägten viskoelastischen Eigenschaften zeigen gefüllte Elastomere im
jungfräulichen Zustand einen deformationsabhängigen Entfestigungseffekt unter zykli-
scher Belastung, den so genannten „Mullins-Effekt“ [132, 133, 59]. Dieser Effekt basiert
häufig auf dem Brechen von Füllerclustern oder schwachen Bindungen und wurde in
den vergangenen Jahrzehnten von vielen Autoren untersucht und modelliert, siehe z.B.
[22, 53, 96, 52]. Er ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. Es es soll aber erwähnt wer-
den, dass das hier untersuchte Material immer soweit vorkonditioniert worden ist, dass
der Effekt, wenn überhaupt, nur eine untergeordnete Rolle spielt. Der Mullins-Effekt
verbietet es auch, Proben über einen bestimmten Zeitraum zu altern, anschließend da-
mit einen Kurzzeitversuch (z.B. Zugversuch) zu machen und die Probe dann weiter
thermisch zu altern.
Eine weitere Eigenschaft von Elastomeren ist der „Payne-Effekt“ [140, 141], der die
Amplitudenabhängigkeit des Materials unter kleinen, dynamischen Belastungen im Fre-
quenzbereich widerspiegelt. Er wurde u.a. in den Arbeiten von Francis et al. [49], Lion
und Kardelky [110] oder Rendek et al. [154] und Österlöf et al. [139] untersucht und
modelliert. Die Frage, ob der Payne-Effekt durch die Alterung beeinflusst wird, soll in
der vorliegenden Arbeit nicht untersucht werden.
Das Frequenz- und ratenabhängige Materialverhalten von Polymeren [152, 153], [69] ,
[85] (neben vielen anderen) oder die Temperaturabhängigkeit [105], [92], [95], [85], [183]
sind von enormer Bedeutung im Hinblick auf Anwendungen mit oszillierenden Lasten.
Ein gängiges und weit verbreitetes Fachbuch, welches sich mit den elastischen und
viskoelastischen Materialeigenschaften von Elastomeren beschäftigt, ist das Werk von
Treloar [178]. In diesem Buch werden sowohl mikromechanische als auch phänomenolo-
gische Modelle sowie thermomechanische Kopplungseffekte und der Gough-Joule-Effekt
diskutiert. Basierend auf physikalischen Annahmen verhalten sich ungefüllte Elastome-
re entropieelastisch, d.h. die Spannung ist eine lineare Funktion der thermodynamischen
Temperatur.
In Bereich der Kontinuumsmechanik gibt es eine Vielzahl von Arbeiten, die sich mit
der konstitutiven Modellierung von Elastomeren beschäftigen. Ohne Anspruch auf Voll-
ständigkeit, beschäftigen sich die Arbeiten von [8], [88], [150], [30] oder [123] mit mi-
kromechanisch motivierten Modellen. Die Autoren der Publikationen [37], [121], [110],
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[61], [4], [89], [124], [165], [104], [152, 153] oder [181] hingegen schlagen phänomenolo-
gische Modelle der nichtlinearen, finiten Viskoelastizität oder Thermoviskoelastizität
vor, die auf der Einführung von inneren Variablen beruhen. Die zugehörigen fundamen-
talen Annahmen können in den Werken von Coleman [28, 26] oder in dem historischen
Überblickbeitrag von Horstemeyer [71] gefunden werden.
Wenn die ratenabhängigen Eigenschaften eines Elastomers weniger ausgeprägt oder
nicht von Interesse sind, kann das Material als ratenunabhängig und geometrisch nicht-
linear modelliert werden. Solche Modelle zur Beschreibung der inelastischen Eigen-
schaften von Elastomeren wurden z.B. von Ihlemann [77] und Besdo [14] erfolgreich
angewendet. Materialmodelle der finiten Elastizität werden gerne in Invarianten for-
muliert. Hier sollen lediglich die Pionierwerke von Mooney und Rivlin genannt werden
[125, 156, 157, 158]. Aufbauend darauf gibt es eine Vielzahl weiterer Arbeiten, siehe z.B
[50, 186, 166]. Deren komplette Aufzählung würde den Rahmen dieser Arbeit sprengen
und den Fokus dieses Literaturüberblickes verlagern.
Ein physikalisch basierter konstitutiver Ansatz der finiten Viskoelastizität, um das se-
mikristalline Verhalten von Polymeren unter großen Deformationen zu beschreiben,
wurde von den Autoren Ayoub et al. entwickelt [11, 10]. Ähnlich zu anderen kon-
stitutiven Modellen basiert deren Theorie auf der Einführung eines multiplikativen
Splits des Deformationsgradienten. Diese Aufspaltung des Deformationsgradienten in
einzelne Anteile ist eine weit verbreitete Methode. Repräsentative Beispiele dieser mul-
tiplikativen Aufteilung in elastische und inelastische, in thermische und mechanische,
oder in volumetrische und isochore Anteile können in den Arbeiten von Lubliner [118],
Lion [107] oder [165] sowie in den Werken von Flory [48] und Lu und Pister [117]
nachgelesen werden. Auf dieser Methode basierend wird die spezifische freie Helmholtz-
Energiefunktion als Summe von isochoren und volumetrischen, mechanischen und ther-
mischen sowie elastischen und inelastischen Anteilen formuliert. In der Arbeit von Lion
et al. [108] wird z.B. eine hybride, freie Energiedichtefunktion vorgeschlagen, die eine
Abhängigkeit vom Druck, der isochoren Deformation, der Temperatur und diverser in-
nerer Variablen aufweist. Der Vorteil dieser Vorgehensweise wird deutlich, wenn man
das Spannungs-Dehnungsverhalten des Materials in Kombination mit kalorischen Un-
tersuchungen unter isobaren Bedingungen beschreiben möchte.
Um thermodynamisch konsistente Materialmodelle zu entwickeln, muss die Auswertung
der Clausius-Duhem-Ungleichung in Kombination mit der spezifischen, freien Energie-
funktion berücksichtigt werden, siehe z.B. [60]. In vielen Anwendungsfällen spielt der
Temperatureinfluss und die dissipative Erwärmung viskoelastischer Materialien nur ei-
ne untergeordnete Rolle und wird vernachlässigt. Allerdings ist sie für den in dieser
Arbeit vorliegenden Fall der mechanischen Alterung und Lebensdauer von Elastome-
ren von essentieller Bedeutung. In den Arbeiten von Lion et al. [105] sowie Dippel
et al. [37] werden Eigenerwärmungen von Elastomerproben experimentell gemessen.
Diese Eigenerwärmungen resultieren aus der dissipierten Energie der viskoelastischen
Elastomerproben infolge zyklischer Belastung bei höheren Frequenzen bzw. größeren
Deformationsamplituden. In Dichtungen von Fahrzeugen oder Motoren sowie in Lagern
hat die Temperatur einen enormen Einfluss auf das mechanische Materialverhalten und
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somit auf die Dauerfestigkeit sowie die Lebensdauer des Bauteiles. Dabei beginnt der
typische Temperatureinsatzbereich von Kraftfahrzeugen bei ca. −20◦C im Winter. In
der Nähe des Motors oder auch bei dynamischen Belastungen mit großen Amplituden
und Frequenzen können bis zu über 100◦C auftreten. Diesbezüglich werden fundamen-
tale Aspekte in Bezug auf die Dissipationsungleichung in den Arbeiten von Lion et al.
[102] und Lin et al. [103] diskutiert.
Das temperaturabhängige elastische und inelastische Materialverhalten von Polymeren
wird beispielsweise in den Arbeiten [23], [106], [24], [91], [37], [150], [185], [5], [159]
modelliert.
Nichts desto trotz, gibt es noch viele offenen Fragestellungen, die in der Zukunft be-
antwortet werden müssen. Hierzu soll die vorliegende Arbeit einen Beitrag leisten.
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2.1 Polymerklassen und ihre Eigenschaften

Wenn man die Werkstoffe in Gruppen unterteilt, lässt sich eine Aufteilung in Metal-
le und Nichtmetalle sowie Verbundwerkstoffe vornehmen. Die Kunststoffe oder auch
Polymere genannt, gehören zur Gruppe der Nichtmetalle.
Der Begriff Polymere kommt aus dem Griechischen und bedeutet soviel wie „vielteilig“.
Polymere sind aus Makromolekülen aufgebaut. Diese bestehen aus verschiedenen sich
wiederholenden Grundbausteinen bzw. Grundeinheiten, den so genannten Monomeren.
Das chemische Aufbauprinzip eines Makromoleküls aus den Atomen heißt Konstituti-
on. Die Konstitution wird beeinflusst durch den Typus und die Verknüpfung der Atome
der Monomere (z.B. Kohlenstoffbindungen) oder durch die Molmasse und deren Ver-
teilung. Die Anzahl der Monomere, die ein typisches Makromolekül aufbauen, wird oft
als Polymerisationsgrad bezeichnet. Weitere Faktoren sind zudem die Polarität und
Beweglichkeit, welche u.a. durch die Art der Endgruppen charakterisiert werden. Die
Makromoleküle folgen aus der Polyaddition und Reaktion unterschiedlicher Monome-
re. Über deren Mischungsverhältnis lassen sich die Art und Länge von Verzweigungen
einstellen. Die räumliche Anordnung der Atome und Atomgruppen des Moleküls wird
als Konfiguration bezeichnet, die räumliche Gestalt als Konformation.
Die Polymere selber lassen sich aufgrund ihrer chemischen Zusammensetzung und dem
damit verbundenen Herstellungsprozess sowie nach Art des Einsatz- bzw. Anwendungs-
bereiches in drei große Klassen einteilen, nämlich in Thermoplaste, Elastomere und
Duromere.
Thermoplaste sind nicht vernetzt, sondern verschlauft. Sie können im amorphen oder
teilkristallinen Zustand vorliegen. Sie sind beliebig oft schmelzbar bzw. erweichbar und
im Einsatzbereich meist in einem glasartigen Zustand. Elastomere hingegen sind weit-
maschig, chemisch vernetzte Strukturen infolge von Schwefelbrücken, die durch den
Vulkanisationsprozess entstehen. Sie können große Deformationen ertragen und ver-
halten sich im Einsatzbereich in der Regel gummielastisch. Duromere hingegen sind
chemisch engmaschig vernetzte Kunststoffe mit einer hohen Steifigkeit und Wärme-
beständigkeit. Zur tieferen Studie dieser Materialien wird auf das Standardwerk von
Dominghaus verwiesen [46].
Die Glasübergangstemperatur Tg ist eine der wichtigsten Kenngrößen bei Polymeren.
Sie gibt einen Anhalt für den Zusammenhang zwischen Temperatur und Formbestän-
digkeit und hängt von der Chemie der Ausgangsmaterialien ab.
Bei Elastomeren kennzeichnet Tg den Übergang vom energieelastischen in den entro-
pieleastischen Zustand. Elastomere werden in der Regel so konzipiert, dass die Glas-
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übergangstemperatur weit unterhalb der Raumtemperatur liegt. Ihr Einsatzbereich soll
oberhalb von Tg liegen und ihre Anwendungsmöglichkeiten umfassen z.B. Fahrzeugla-
ger, Reifen, Dichtungen und Schläuche.
Thermoplaste hingegen werden unterhalb von Tg z.B. in Form von Joghurt-Bechern,
PET-Flaschen, Schuhsohlen, Plexiglas oder als Angelschnur eingesetzt. Hier beschreibt
die Glasübergangstemperatur den Übergang vom energieelastischen Bereich zur Schmel-
ze.
Bei Duromeren, die z. B. als Epoxidklebungen im Fahrzeug- oder Flugzeugbau Ver-
wendung finden, spielt die Glasübergangstemperatur nur eine untergeordnete Rolle,
da sie meist sehr weit oberhalb des Einsatztemperaturbereiches liegt. Es gibt sogar
faserverstärkte Duromere, bei denen Tg oberhalb der Zersetzungstemperatur liegt und
somit praktisch nicht erreicht werden kann. Computerchips können allerdings durch
die dissipierte elektrische Leistung auch so stark aufheizen, dass die Temperatur in den
Glasübergangsbereich der duroplastischen Vergussmassen hineinragt.
In dieser Arbeit geht es primär um die Gruppe der Elastomere. Aus mechanischer
Sicht sind sie durch ein ausgeprägtes temperaturabhängiges und viskoelastisches Ma-
terialverhalten gekennzeichnet. Zur Ergänzung werden aber auch Thermoplaste und
Duromere untersucht.
Das entwickelte Konzept zur Erfassung und Modellierung der Alterung ist jedoch all-
gemeingültig gehalten und lässt sich i.A. auf alle Polymergruppen übertragen.

2.2 Alterungsverhalten von Polymeren

Nach den Beiträgen von Ehrenstein und Pongratz [45] wird der Begriff der Alterung
als ein Ensemble sämtlicher chemischer und physikalischer Änderungen eines Materials
mit der Zeit definiert, welche das mechanische Verhalten derart verändern, dass die
Einsatzdauer bzw. Lebensdauer des Materials zeitlich begrenzt ist.
An dieser Stelle sollen die Begriffe „Alterungsursachen“ und „Alterungsvorgänge“ ein-
geführt und diskutiert werden.
Man kann eine Einteilung der Alterungsursachen nach intrinsischen und extrinsischen
Kriterien vornehmen, wobei innere Alterungsursachen beispielsweise auf thermody-
namisch instabile Zustände zurückgeführt werden können, wie z. B. unvollständige
Polykondensation oder Vulkanisation, instabile Kristallisationszustände oder Eigen-
spannungen sowie Verunreinigungen während des Herstellungsprozesses. Derartige Al-
terungsprozesse liegen in der physikalischen Struktur der Polymere begründet, finden
immer statt und sind meist thermisch aktivierbar, d.h. eine erhöhte Temperatur kann
den Alterungsprozess beschleunigen [45, 13].
Die Umgebungsbedingungen des Materials, denen es während seiner Einsatzdauer aus-
gesetzt ist, werden hingegen als extrinsische Alterungsursachen bezeichnet. Beispiele
hierfür sind Strahlung, Witterung, chemische und biologische Medien, Feuchte sowie
die Temperatur. Einer der wichtigsten Alterungsprozesse ist die Reaktion der Poly-
mermoleküle mit Sauerstoff [13], die so genannte thermooxidative Alterung. Darunter
versteht man einen diffusions-reaktionsgetriebenen Prozess. Die hierbei ablaufenden
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chemischen Prozesse können zum Einen dazu führen, dass sich das polymere Netz-
werk durch Kettenspaltung abbaut. Zum Anderen ist es aber auch möglich, dass sich
zwischenzeitlich ein sekundäres Polymernetzwerk neu bildet. Die beiden Effekte der
Kettenspaltung und Neuvernetzung können sich dabei überlagern, wobei, je nach Sys-
tem und Umgebungsmedium, der eine oder andere Effekt dominant sein kann [175].
Tobolsky et al. haben bereits im Jahre 1944 experimentelle Untersuchungen hierzu
durchgeführt und veröffentlicht [176] . Dabei ist herausgefunden worden, dass der che-
mische Degradationsprozess sowohl von der Sauerstoffkonzentration als auch von der
Temperatur abhängt, siehe [175]. Diese Eigenschaft macht man sich bei experimentellen
Alterungsuntersuchungen zunutze, um eine deutliche Verringerung der Versuchszeiten
zu erreichen. Man untersucht das Material bei höheren Temperaturen als den Ein-
satztemperaturen und bestimmt zunächst die Lebensdauer bei diesen Temperaturen.
Anschließend folgt eine Extrapolation in den tieferen Temperaturbereich, in dem das
Material eingesetzt wird, so dass die Lebensdauer abgeschätzt werden kann. An dieser
Stelle sei angemerkt, dass es sich hierbei nur um eine grobe Abschätzung der Lebens-
dauer handeln kann. Eine Extrapolation birgt ihre Gefahren und eine Erhöhung der
Temperatur, um eine Zeitraffung zu erzwingen, kann chemische Reaktionen auslösen,
die im Einsatzbereich nie auftreten. Ebenso sind variable Einsatztemperaturen schwer
zu berücksichtigen. Aus diesem Grunde sollte man ein derartiges Vorgehen immer mit
Experten aus der Chemie absprechen.
Als weiteren extrinsischen Alterungseinfluss lassen sich mechanische Belastungen nen-
nen. Dabei können sowohl statische Belastungen, wie sie bei Dichtungen auftreten,
als auch dynamische Belastungen, wie sie beispielsweise bei Fahrwerkslagern zu finden
sind, das Materialverhalten über der Einsatzdauer signifikant beeinflussen. Dies wird
meist mit dem Sammelbegriff des Betriebsfestigkeitsverhaltens beschrieben. Beispiels-
weise können dynamische Lasten bei Elastomeren zu einer nicht zu vernachlässigenden
Selbsterwärmung des Materials führen. Diese Temperaturerhöhung ändert zum Einen
die mechanischen Eigenschaften und zum Anderen kann sie den Alterungsvorgang be-
schleunigen.
Bei der Verwendung des Begriffs „Alterungsvorgänge“ wird in dieser Arbeit eine Auf-
teilung in drei Untergruppen vorgenommen, und zwar in die

• chemische Alterung

• physikalische Alterung

• mechanische Alterung

Chemische Alterungsvorgänge liegen im makromolekularen Aufbau der Polymere und
den damit verbundenen Bindungskräften begründet. Die Makromoleküle werden auf-
grund von diffusionsgesteuerten oder reaktionsgetriebenen Prozessen ab- oder umge-
baut, wobei dieser Vorgang in der Regel irreversibel ist. Ein diffusions- reaktionsge-
steuerter Alterungsprozess kann z. B. durch Bewitterung, Lagerung in chemischen und
biologischen Medien sowie durch Oxidation hervorgerufen werden [45]. Dabei dringt die
Substanz (Fluid, Gas) über die Oberfläche in den Festkörper ein und kann nach einer
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2 Alterungsphänomene in Polymeren

Abbildung 2.1: Modellvorstellung: Ausgangsnetzwerk (links) und Netzwerk infolge
chemischer Prozesse (rechts), Degradation von Vernetzungspunkten
(weiss) und Kettenspaltung (weiss) sowie Netzwerkneubildung (blau).

Initialisierungsphase eine chemische Reaktion mit dem Festkörper auslösen, die seine
Materialeigenschaften irreversibel verändert. Im Allgemeinen können mehrere Substan-
zen gleichzeitig in den Festkörper hinein diffundieren und nicht nur mit dem Festkörper
reagieren, sondern auch untereinander. Diese genannten chemischen Reaktionen kön-
nen zum Einen zur Degradation des Materials führen. Zum Anderen ist es aber auch
möglich und bei bestimmten Polymeren experimentell nachgewiesen, dass eine Neuver-
netzung oder Nachpolymerisation stattfinden kann. Eine graphische, illustrative Dar-
stellung der aufgezählten Mechanismen der Degeneration von chemischen Bindungen
sowie Bildung von neuen Netzwerkpunkten kann der Abbildung 2.1 entnommen wer-
den. Hierbei handelt es sich um eine ingenieurmäßige Vereinfachung zur Erfassung
komplexer chemischer Prozesse für die Modellierung und Simulation.
Die physikalische Alterung ist eine bei Polymeren im Glaszustand auftretende Än-
derung der Materialeigenschaften (spezifisches Volumen, Wärmekapazität, Relaxati-
onsfunktion, etc.) mit der Zeit. Diese ist umso stärker ausgeprägt, je näher sich das
Polymer am Glasübergang befindet.
Physikalische Alterungsvorgänge sind thermoreversibel und laufen bei thermoplasti-
schen Polymeren meist unterhalb der Glasübergangstemperatur Tg ab. Die Materialien
befinden sich aufgrund ihres Herstellungsprozesses in einem Nichtgleichgewichtszustand
und relaxieren im Laufe der Zeit auf einen Gleichgewichtszustand hin [164, 143, 68, 142].
Folglich ändern sie somit ihr mechanisches Verhalten wie auch ihr thermisches Aus-
dehnungsverhalten. Eine vollständige Heilung tritt ein, wenn das Material wieder über
seine Glasübergangstemperatur hinaus erwärmt wird [173, 142]. Ebenso werden aber
auch reversible Relaxationsvorgänge, die im viskoelastischen Verhalten von Polyme-
ren begründet sind, als physikalische Alterungsvorgänge bezeichnet. Diese treten z.B.
bei Elastomeren in den experimentellen Untersuchungen neben den chemischen Alte-
rungsphänomenen immer auf, sie laufen allerdings oft auf einer kürzeren Zeitskala ab
und können somit von den chemischen Prozessen meist separiert werden.
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In der Praxis führt beispielsweise die alterungsinduzierte Volumenschrumpfung einer
auf ein Substrat applizierten Polymerschicht dazu, dass das Material mechanisch steifer
wird [142, 120, 116]. Diese Effekte sowie das in der Regel unterschiedliche thermische
Ausdehnungsverhalten von Polymer und Substrat führen dazu, dass sich Eigenspan-
nungen ausbilden. Diese können letztendlich zu lokalen Schädigungen und Rissen der
Polymerschicht und schließlich zum Versagen des Produktes führen. Aufgrund der rela-
tiv niedrigen Geschwindigkeit der physikalischen Alterung treten diese Schäden häufig
erst mehrere Wochen oder Monate nach dem Aufbringen der Beschichtung auf [64, 63].
Zur experimentellen Charakterisierung der physikalischen Alterungseigenschaften kön-
nen mechanische, thermische und kalorische Experimente durchgeführt werden.
Die mechanische Alterung hingegen beschäftigt sich mit der Betriebsfestigkeit von Ma-
terialien infolge dynamischer Lastwechselbeanspruchungen. Diese Aussage lässt sich
wie folgt erklären: Elastomere werden z.B. als Lager in Kraftfahrzeugen eingesetzt. Bei
der Fahrt über eine Schlechtwegstrecke treten Belastungen mit hohen Amplituden und
gewissen Frequenzen auf. Aufgrund der durch die viskoelastischen Materialeigenschaf-
ten dissipierten Energie erwärmt sich das Bauteil. Diese Erwärmung ändert wiederum
das mechanische Verhalten und insbesondere die viskoelastischen Eigenschaften des
Materials. Somit können Entkopplungseffekte (z.B. durch ein Elastomerlager zwischen
Motor und Karosserie) verloren gehen und Überlastungen eintreten. Zudem kann eine
dauerhafte, zu starke Erwärmung den Alterungsprozess beschleunigen und damit die
Lebensdauer des Bauteiles herabsetzen. Im Speziellen führt eine Ermüdung des Mate-
rials infolge einer Schadensakkumulation zur Rissbildung und somit zum Ausfall des
Bauteiles.
Zusammenfassend lässt sich die Aussage treffen, dass die verschiedenen Alterungsfak-
toren zur Schädigung des Polymers führen. Diese Schädigungen können u.a. durch op-
tische Veränderungen des Materials (Vergilbung, Ausbleichung) sichtbar werden. Des
Weiteren können Maßänderungen aufgrund von Quell-und Schrumpfprozessen auftre-
ten. Der Kernpunkt sind aber die Veränderungen der mechanischen Eigenschaften, wel-
che zur Verhärtung oder Erweichung, zum Ver -oder Entfestigen und zur Rissbildung
des Polymers führen. Außerdem können bei höheren Temperaturen wichtige Substan-
zen (z.B. Alterungsschutzmittel) aus dem Elastomer nach außen diffundieren. Dies wird
in der vorliegenden Arbeit allerdings nicht behandelt.
Die experimentellen Möglichkeiten zur Erfassung aufgezählter Alterungsvorgänge wer-
den im nächsten Abschnitt näher beleuchtet. Die zugehörige Abbildung in Form von
Modellen ist der zentrale Punkt in Kapitel 5.

2.3 Experimentelle Untersuchungsmethoden zur

Erfassung des Alterungsverhaltens von Polymeren

Dieser Abschnitt soll die experimentellen Möglichkeiten zur Bewertung von Alterungs-
prozessen polymerer Werkstoffe aufzeigen. Diese Prüfverfahren lassen sich in solche
aufteilen, mit denen ein direkter Nachweis von Alterungseffekten möglich ist und in
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experimentelle Verfahren, mit denen die Alterung nur indirekt nachgewiesen werden
kann.
Zu den direkten Verfahren gehören zum Beispiel:

• Kalorische Untersuchungen mit der Differential Scanning Calorimetry (DSC):
Bei der DSC-Methode werden Kleinstmengen an Probenmaterial in einen Tiegel
eingebracht und anschließend einem Temperaturprogramm unterzogen, welches
sich aus Aufheizphasen, isothermen Phasen und Abkühlphasen in dem für das
Material relevanten Temperaturbereich zusammensetzt. Das Gerät misst die zu-
gehörige Wärmemenge pro Zeiteinheit, die der Probe zugeführt oder entzogen
wird im Vergleich zu einem Referenztiegel. Mit dieser Methode kann z.B. das
Schmelz-und Kristallisationsverhalten von Polymeren untersucht werden, welches
zur Gruppe der physikalischen Alterungsvorgänge gehört. Die Lage des Schmelz-
punktes kann dabei eine direkte Funktion der Alterungszeit sein. Weiterhin ist
es mit der Methode genauso möglich, die Glasübergangstemperatur sowie die
Oxidationsinduktionstemperatur (OIT) zu bestimmen. Letztere ermöglicht eine
Aussage über die Stabilität von Polymeren gegenüber einem thermo-oxidativen
Angriff (chemischer Alterungsvorgang) oder die Wirkung von Stabilisatoren. Bei-
de genannten Methoden werden in dem Buch von Ehrenstein und Pongratz mit
Beispielen hinterlegt [45].

• Thermogravimetrische Untersuchung (TGA):
Bei der TGA wird die Probe in einen Ofen gelegt, der über eine hoch präzise
Waage verfügt. Während des Versuches wird die Massenänderung des Proben-
materials über der Temperatur bis hin zur restlosen Zersetzung aufgenommen.
Somit können Massenverluste, die infolge von Verdampfung, Zersetzung oder che-
mischer Reaktionen auftreten, nachgewiesen und chemisch interpretiert werden.

• Versuche zur Sauerstoffaufnahme von Polymeren mit dem Sauerstoffanalysator
(OXZILLA):
Diese Messapparatur ermöglicht es, die Sauerstoffaufnahme von Polymeren infol-
ge der Alterung in Luft zu untersuchen. Dabei kann die Probe in einer mit Luft
gefüllten Kammer bei erhöhten Temperaturen zum Altern ausgelagert werden. Zu
vorher definierten Alterungszeitpunkten kann der Sauerstoffverbrauch der Pro-
be durch Differenzmessung zu einer mit Luft befüllten, leeren Probenkammer
bestimmt werden [66].

• Thermisch Mechanische Analyse (TMA):
Die TMA gehört zu den wichtigsten Prüfverfahren. Eine Probe im Kleinmaß-
stab wird in die Apparatur eingelegt, die über einen Messfühler verfügt, der
mit leichtem Druck direkt auf die Probenoberseite aufsetzt. Anschließend wird
ein Temperaturprogramm gefahren, das ebenso wie bei der DSC aus Aufheiz-
und Abkühlphasen sowie isothermen Segmenten besteht. Mit dieser Methode
lassen sich die Glasübergangstemperatur und das Wärmeausdehnungsverhalten

16



2.3 Experimentelle Untersuchungsmethoden

als Funktion der Alterungsdauer bestimmen. Dabei findet letztere im lastfreien
Zustand bei erhöhten Temperaturen in einem Alterungsofen statt.

Zu den indirekten Verfahren zählen insbesondere die mechanischen Prüfverfahren, weil
hier die Auswirkung der Alterung auf die mechanischen Materialeigenschaften unter-
sucht wird und nicht der Alterungsprozess selbst.

• Dynamisch Mechanische Analyse (DMA):
In das DMA-Prüfsystem werden lastfrei gealterte Zug- oder Druckproben ein-
gespannt und anschließend unter Verwendung einer Vordeformation mit einer
sinusförmigen geometrischen Randbedingung im Frequenzbereich zwischen etwa
0,01 Hz und ca. 100 Hz belastet. In der Regel geschieht dies bei Raumtempe-
ratur, um den vorliegenden und bei RT eingefrorenen Alterungszustand durch
eine erhöhte Temperatur nicht zu verändern. Aus der Spannungsantwort des Ma-
terials lassen sich die dynamischen Moduln berechnen und in Abhängigkeit der
Alterungszeit darstellen. Das Ergebnis stellt somit den Einfluss der Alterung auf
die frequenzabhängigen Materialeigenschaften dar.

• Quasi-statische Zug, Druck und Scherversuche bei moderaten Dehngeschwindig-
keiten:
Dieser Versuch gehört zu den intermittierenden Prüfmethoden. Lastfrei gealterte
Proben (Auslagerung unter erhöhten Temperaturen) werden zu definierten Alte-
rungszeitpunkten auf Raumtemperatur abgekühlt und einem Zug-, Druck- oder
Scherversuch unterzogen. Somit lässt sich der Alterungseinfluss auf das quasi-
statische Materialverhalten studieren.

• Härteprüfung:
Hierbei wird ein Indenter in die gealterte Probenfläche eingedrückt und die Shore-
härte in Abhängigkeit des Alterungszustandes ermittelt. Es ist eine recht einfache
und zerstörungsfreie Prüfmethode, mit der sich das oberflächennahe Alterungs-
verhalten ermitteln lässt (Versteifung oder Erweichung)

• Relaxations- und Kriechversuche:
Diese beiden Versuche sind Standardversuche zur Ermittlung der zeitabhängigen
Stoffeigenschaften. Die Probe wird dabei mit konstanter Dehnung- oder Span-
nung belastet und das Spannungssignal bzw. Dehnungssignal wird über der Zeit
aufgenommen. Im Kapitel 5 wird diese Methode verwendet, um die lastfrei geal-
terten Proben intermittierend zu prüfen.

• Langzeitversuche unter Vordeformation in verschiedenen Umgebungsmedien und
bei verschiedenen Temperaturen:
Diese Versuche dienen der Ermittlung des Langzeitrelaxationsverhaltens, der so
genannten chemischen Spannungsrelaxation. Die Experimente werden unter er-
höhten Temperaturen durchgeführt und laufen, im Gegensatz zu den vorher be-
schriebenen Relaxationsversuchen, auf Zeitskalen von bis zu mehreren Monaten
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ab. Im Anschluss an die physikalische bzw. viskoelastische Relaxation sowie einer
eventuellen Initialisierungsphase tritt ein weiterer Spannungsabfall auf. Dieser
hat seine Ursache in chemischen Reaktionen, die für Kettenbrüche oder z.B. für
das Aufbrechen von Schwefelbrücken verantwortlich sind.

• Versuche zum Druckverformungsrest:
Dieser Versuch wird häufig in der Dichtungsindustrie verwendet. Eingespannte
Proben/Dichtungen werden unter konstanter Deformation einem Umgebungsme-
dium ausgesetzt, welches in das Polymer hinein diffundiert und zur Alterung des
Materials führt. Um eine Zeitraffung zu erzielen, wird hier ebenso mit erhöhten
Temperaturen gearbeitet. Abbauprozesse des Polymernetzwerkes sorgen dafür,
dass die Spannkraft bzw. die Dichtwirkung des Werkstoffes nachlässt bis zum
letztendlichen Totalausfall der Dichtung.

• Lastfreie Auslagerung von Polymerproben unter erhöhten Temperaturen und in
verschiedenen Medien:
Die lastfreie Auslagerung von Proben bei unterschiedlichen Temperaturen in ver-
schiedenen Umgebungsmedien ist Grundlage aller intermittierender Prüfungen.

• Untersuchung des Quellverhaltens von Polymeren nach dem Archimedischen Prin-
zip:
Bei diesem Experiment werden die Probenmasse, das Volumen und die Dichte
des Prüfkörpers bestimmt. Das erste Mal erfolgt dies im jungfräulichen Zustand
der Probe. Anschließend folgt eine Auslagerung in einem Umgebungsmedium.
Zu definierten Zeiten werden dann die Masse, das Volumen und die Dichte der
Probe erneut bestimmt. Dabei bedient man sich des Archimedischen Prinzips,
bei dem die Auftriebskraft des Prüfkörpers mit einer Unterflurwägeeinrichtung
erfasst wird. Mit diesem Experiment kann das Quell- oder Schrumpfverhalten
von Polymeren während der Alterung bestimmt werden.

• Messung der dissipativen Erwärmung von Polymerproben unter zyklischer Belas-
tung mit der Wärmebildkamera:
Der Prüfling wird in das DMA-Prüfsystem eingespannt und zyklisch belastet.
Dabei werden die Frequenz und die Amplitude variiert und die Oberflächener-
wärmung der Probe als Funktion von Amplitude und Frequenz sowie der Zeit
erfasst.

Einige der hier vorgestellten Prüfverfahren werden ausführlich in Kapitel 5 anhand
experimenteller Datensätze erläutert. Die anderen sollten zumindest erwähnt werden,
da sie Gegenstand momentaner Forschungsaktivitäten auf dem Gebiet der Alterung
von Polymeren sind.
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Kontinuumsmechanik

In diesem Kapitel sollen die für die Arbeit benötigten Grundlagen der Kontinuums-
mechanik in kompakter Form bereitgestellt werden. Die folgenden Ausführungen sind
im Wesentlichen dem von Johlitz [79] geschriebenen Skript zur Materialmodellierung
entnommen und in einigen Passagen ergänzt bzw. erweitert worden. Für eine ausführ-
lichere Beschreibung der Theorien wird auf die Lehrbücher von Altenbach [2], Haupt
[60], Greve [56] und Holzapfel [70] verwiesen.
Zunächst werden die kinematischen Größen und deren Symbole im Rahmen der geome-
trisch nichtlinearen Theorie eingeführt und erläutert. Im Anschluss folgt die Aufzählung
der benötigten Bilanzgleichungen. Schließlich wird ein allgemeiner Überblick über die
Prinzipien der Materialtheorie gegeben und der 2. Hauptsatz der Thermodynamik in
Form der Clausius-Duhem-Ungleichung bereitgestellt.

3.1 Kinematik

Die Kinematik beschäftigt sich mit der Beschreibung der Bewegung und der Deforma-
tion von materiellen Körpern. Der materielle Körper wiederum besteht aus unendlich
vielen materiellen Punkten, welche Träger der physikalischen Einheit sind. Der atomare
Aufbau des Körpers wird dabei nicht berücksichtigt.
Um die Bewegung des materiellen Körpers zu beschreiben, werden sogenannte Konfigu-
rationen eingeführt (siehe Abb. 3.1). Es werden zur Veranschaulichung zwei benachbar-
te materielle Punkte X und Y betrachtet. Deren Abstand wird in der undeformierten
Lage (Referenzkonfiguration zum Zeitpunkt t0) als dX und in einer beliebigen defor-
mierten Lage (Momentankonfiguration zur Zeit t > t0) als dx bezeichnet. Der Ortsvek-
tor des materiellen Punktes X in der Referenzlage wird mit X bezeichnet, derjenige in
der momentanen Lage mit x.
Die bijektive Bewegungsfunktion χ(X, t) eines materiellen Punktes X ist gegeben durch

x = χ(X, t) , X = χ−1(x, t) . (3.1)

Sie verknüpft ein-eindeutig die Ausgangsposition X mit der aktuellen Position x.
Die Ableitungen der Bewegungsfunktion nach der Zeit liefern die Geschwindigkeit und
die Beschleunigung des materiellen Punktes in Lagrangescher Darstellung

ẋ(X, t) =
dχ(X, t)

dt
= v(X, t) , ẍ(X, t) =

d2χ(X, t)

dt2
= a(X, t) . (3.2)
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dxdX
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Abbildung 3.1: Referenz- und Momentankonfiguration

Ersetzt man in (3.2) den Ortsvektor X durch die inverse Bewegungsfunkion (3.1)2 so
erhält man die Eulersche (räumliche) Darstellung

v(x, t) = ẋ(χ−1(x, t), t), a(x, t) = ẍ(χ−1(x, t), t) . (3.3)

Durch Bildung der totalen Zeitableitung von (3.3)1 kann man die materielle Beschleu-
nigung in Eulerscher Darstellung direkt berechnen. Die Beschleunigung zerfällt dabei
in einen lokalen und einen konvektiven Anteil

a(x, t) =
∂v(x, t)

∂t
+ gradv(x, t) · v(x, t) . (3.4)

Der Gradient stellt die Ableitung nach dem Ortsvektor x dar

grad(•) =
∂(•)
∂x

, (3.5)

das später verwendete Symbol div(•) ist der zugehörige Divergenzoperator. Im Gegen-
satz dazu wird die Ableitung nach dem Ortsvektor X mit

Grad(•) =
∂(•)
∂X

(3.6)

bezeichnet.
Der Verbindungsvektor zwischen der Position X zum Zeitpunkt t0 und der Position x
zum Zeitpunkt t definiert den Verschiebungsvektor des materiellen Punktes X

u(X, t) = x(X, t) − X . (3.7)
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Die Ableitung der Bewegungsfunktion nach dem Ortsvektor X der Referenzkonfigura-
tion liefert den Deformationsgradienten

F =
∂χ(X, t)

∂X
=

∂x

∂X
= Grad x = I + Grad u , (3.8)

welcher materielle Linienelemente dX der Referenzkonfiguration in Linienelemente dx
der aktuellen Konfiguration abbildet

dx = F · dX . (3.9)

Der eingeführte zweistufige Tensor I ist der Identitätstensor und wird auch Identität
zweiter Stufe genannt.
Für den Deformationsgradienten existiert die polare Zerlegung

F = R ·U = V ·R (3.10)

in einen eigentlich orthogonalen Tensor R und einen Strecktensor U bzw. V. Führt
man die Spektralzerlegung des Deformationsgradiententensors durch, so ergeben sich
die Hauptstreckungen λi mit i = 1, 2, 3 als Eigenwerte der Strecktensoren U bzw.
V. Die Strecktensoren U bzw. V lassen sich durch Vorwärts- bzw. Rückwärtsrotation
ineinander überführen

V = R ·U ·RT , U = RT ·V ·R . (3.11)

Die Determinante detF wird als Jacobi-Determinante J bezeichnet. Sie bildet Volu-
menelemente der Referenz- in die Momentankonfiguration ab

dv = J dV . (3.12)

Zudem lässt sich über einige Rechenschritte die Vorschrift für den Transport von Flä-
chenelementen herleiten zu

da = (detF)F−T · dA . (3.13)

Da die spektrale Zerlegung des Deformationsgradienten ein mathematisch aufwendiges
Problem darstellt, werden Deformationsmaße eingeführt, die die Quadrate von Lini-
enelementen der jeweiligen Konfigurationen aufeinander abbilden.

ds2 = dx · dx = dX · FT · F · dX := dX ·C · dX
dS2 = dX · dX = dx · F−T · F−1 · dx := dx ·B−1 · dx

(3.14)

Damit wird die Starrkörperrotation aus dem Deformationsmaß eliminiert. Auf diesem
Wege lassen sich der rechte Cauchy-Green-Deformationstensor

C = FT · F = U2 (3.15)

als Maß der Referenzkonfiguration und der linke Cauchy-Green-Deformationstensor

B = F · FT = V2 (3.16)
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3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

als Deformationsmaß der Momentankonfiguration definieren. Bildet man weiterhin die
Differenz der Quadrate von Linienelementen mit Bezug auf die jeweilige Konfiguration

ds2 − dS2 = dX · (C− I) · dX
ds2 − dS2 = dx · (I−B−1) · dx ,

(3.17)

so lassen sich in der Referenzkonfiguration der Green-Lagrangesche Verzerrungstensor

E :=
1

2
(C − I) (3.18)

bzw. in der Momentankonfiguration der Euler-Almansische Verzerrungstensor

A :=
1

2
(I − B−1) . (3.19)

definieren. Diese Operation wird vollzogen, damit die entstehenden Verzerrungstenso-
ren in der undeformierten Lage dem Nulltensor entsprechen. Die Tensoren E und A
lassen sich über die „push forward“ bzw. „pull back“ Operationen ineinander überführen

A = F−T · E · F−1, E = FT ·A · F . (3.20)

Neben dem Deformationsgradienten und den daraus ableitbaren Deformations- und
Verzerrungstensoren benötigt man zur Beschreibung des zeitabhängigen Materialver-
haltens (z.B. Viskoelastizität) auch Deformationsgeschwindigkeiten1 . Man erhält je
nach Darstellung den materiellen Geschwindigkeitsgradienten

Ḟ = Grad v(X, t) =
∂v

∂X
(3.21)

und den räumlichen Geschwindigkeitsgradienten

L = grad v(x, t) =
∂v

∂x
. (3.22)

Gemäß der Kettenregel der Differentiation besteht zwischen den beiden Größen der
Zusammenhang

L = Ḟ · F−1 . (3.23)

Der räumliche Geschwindigkeitsgradient gestattet es, die Änderungsgeschwindigkeit
eines Linienelementes anzugeben

(dx)˙ = L · dx . (3.24)

Für die zeitliche Änderung von Flächen- und Volumenelementen erhält man

(da)˙ = ((trL) I− LT) · da (3.25)

1Bemerkung: Es werden bei der Darstellung keine Unterschiede zwischen Funktion und Funktionswert
gemacht, v̄(X, t) = ṽ(x, t) = v
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3.1 Kinematik

und
(dv)˙ = (trL) dv . (3.26)

Zerlegt man den räumlichen Geschwindigkeitsgradienten in einen symmetrischen und
einen schiefsymmetrischen Anteil

L = D + W , (3.27)

so ergeben sich der Deformationsgeschwindigkeitstensor

D =
1

2
(L + LT ) = DT (3.28)

und der Wirbeltensor
W =

1

2
(L − LT ) = −WT . (3.29)

Bildet man weiterhin die materielle Zeitableitung des Green-Lagrangeschen Verzer-
rungstensors, so findet man folgenden Zusammenhang

D = FT−1 · Ė · F−1 , Ė = FT ·D · F . (3.30)

Zwischen der materiellen Verzerrungsrate Ė und der Deformationsgeschwindigkeit D
gelten wiederum die Regeln des „push forward“ bzw. „pull back“. Außerdem lässt sich

zeigen, dass die Deformationsgeschwindigkeit D der objektiven Zeitableitung
△

A des
Almansi-Tensors A entspricht

D =
△

A= Ȧ+ LT ·A+A · L . (3.31)

Unter einer objektiven Zeitableitung versteht man im Allgemeinen den „push forward“
der materiellen Zeitableitung des „pull back“ einer Eulerschen Größe. Die hier formu-
lierte objektive Zeitableitung wird auch als so genannte obere Lieableitung bezeichnet.
Mit dem hier vorgestellten Konzept lassen sich in Bezug auf die Kinematik eine Viel-
zahl von hyperelastischen oder viskosen Materialien beschreiben. Möchte man nun aber
z.B. das viskoelastische oder gar thermo-viskoelastische Materialverhalten eines Fest-
körpers beschreiben, so muss die hier vorgestellte Kinematik erweitert werden. Dazu
bedient man sich eines Konzeptes, das von der multiplikativen Aufspaltung des De-
formationsgradienten F ausgeht. Durch diese Aufspaltung werden sogenannte fikitve
Zwischenkonfigurationen eingeführt, in denen die korrespondierenden Verzerrungsma-
ße additiv in die jeweils aufzuspaltenden Anteile zerfallen. Dadurch besteht die Mög-
lichkeit, einzelne, physikalische Phänomene getrennt voneinander zu modellieren. So
wurde dieses Konzept von den Autoren Kröner [97] und Lee [100, 99] erfolgreich im
Rahmen der finiten Plastizitätstheorie umgesetzt. Dabei sind die Autoren von einer
elastisch-plastischen Zerlegung von F = Fe · Fp ausgegangen. In weiteren Arbeiten ist
dieses Vorgehen auf zahlreiche Problemstellungen erfolgreich angewendet worden. So
hat zum Beispiel Flory [48] die isochor-volumetrische Zerlegung von F = F̂ · F̄ vorge-
schlagen, Lu und Pister [117] die thermisch-mechanische Zerlegung von F = FM · Fth
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3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

und Lubliner [118] schließlich die elastisch-inelastische Zerlegung zur kinematischen
Beschreibung und Modellierung von viskoelastischen Werkstoffen.
Da sich die vorliegende Arbeit mit Polymeren bzw. hauptsächlich mit Elastomeren
beschäftigt, die bekanntermaßen viskoelastisches Materialverhalten bei großen Defor-
mationen zeigen, soll das Vorgehen der multiplikativen Aufspaltung des Deformations-
gradienten F hier exemplarisch durchgeführt werden. Weitere Aufspaltungen, die im
Rahmen dieser Arbeit genutzt werden, werden an den entsprechenden Stellen separat
eingeführt.

dx
dX

dx̂

Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

Zwischenkonfiguration

x
X

x̂

X

X

X

Y

YY

e1 e2

e3

O

Fi
Fe

F

Abbildung 3.2: Einführung einer fiktiven Zwischenkonfiguration

Im Falle der viskoelastischen Materialmodellierung bei großen Verformungen wird der
Deformationsgradient F multiplikativ aufgespalten in einen elastischen Anteil Fe und
einen inelastischen Anteil Fi

F = Fe · Fi . (3.32)

Damit wird eine fiktive Zwischenkonfiguration eingeführt (siehe Abb. 3.2), auf der sich
eigene Verzerrungstensoren ableiten lassen. Der Transport von materiellen Linienele-
menten der einzelnen Konfigurationen ist wie folgt definiert:

dx = F · dX
dx̂ = Fi · dX
dx = Fe · dx̂ .

(3.33)

Zwischen den Konfigurationen bestehen wiederum die mathematischen Beziehungen
des „push forward“ bzw. „pull back“. Auf der Zwischenkonfiguration entsteht der Ver-
zerrungstensor Γ, der sich aus dem Vorwärtstransport des Green-Lagrangeschen Ver-
zerrungstensors E mit dem inelastischen Anteil Fi des Deformationsgradienten,

Γ = F−T
i · E · F−1

i , (3.34)
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3.1 Kinematik

oder aus dem Rücktransport des Almansischen Verzerrungstensors mit dem elastischen
Anteil Fe,

Γ = FT
e ·A · Fe , (3.35)

ergibt. Führt man die genannten Operationen aus, so lässt sich der Verzerrungstensor
Γ der Zwischenkonfiguration in einen elastischen Anteil Γe vom Green-Lagrange-Typ
und einen inelastischen Anteil Γi vom Almansi-Typ aufspalten

Γ = Γe + Γi (3.36)

mit
Γe =

1

2
(FT

e · Fe − I) und Γi =
1

2
(I− F−T

i · F−1
i ) . (3.37)

Dies kann man wie folgt zeigen: Der Startpunkt ist die Definition des Verzerrungsten-
sors Γ

Γ = F−T
i · E · F−1

i . (3.38)

Mit der Umformung

E =
1

2
[C − I]

=
1

2

[

FT · F − I
]

=
1

2

[

(Fe · Fi)
T · (Fe · Fi) − I

]

=
1

2

[

FT
i · FT

e · Fe · Fi − I
]

(3.39)

folgt für den Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration

Γ = F−T
i · 1

2

[

FT
i · FT

e · Fe · Fi − I
]

· F−1
i

=
1

2

[

FT
e · Fe − F−T

i · F−1
i

]

·

=
1

2

[

FT
e · Fe − I

]

+
1

2

[

I − F−T
i · F−1

i

]

·

= Γe + Γi .

(3.40)

Dabei ist der elastische, rechte Cauchy-Green-Tensor

Ce := FT
e · Fe (3.41)

genauso ein Deformationsmaß der Zwischenkonfiguration wie der linke, inverse inelas-
tische Cauchy-Green-Tensor

B−1
i := (Fi · FT

i )
−1 . (3.42)
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3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Diese additive Aufspaltung in rein elastische und inelastische Anteile ist nur auf der
Zwischenkonfiguration möglich. Im Allgemeinen lassen sich folgende Verknüpfungen
angeben:

Referenzkonfiguration

E =
1

2

[

FT · F − I
]

Ei = FT
i · Γi · Fi

= FT
i · 1

2

[

I − F−T
i · F−1

i

]

· Fi

=
1

2

[

FT
i · Fi − I

]

=
1

2
[Ci − I]

Ee = E − Ei

=
1

2
[C − Ci]

E = Ee + Ei

(3.43)

Der Cauchy-Green Tensor Ci := FT
i ·Fi ist ein Deformationsmaß der Referenzkonfigu-

ration. Zu beachten ist jedoch, dass sich der elastische Anteil Ce nicht aus der Differenz
C − Ci 6= Ce berechnen lässt.
Ei ist ein rein inelastisches Verzerrungsmaß, hingegen beinhaltet Ee sowohl elastische
als auch inelastische Anteile.

Zwischenkonfiguration

Γ = Γe + Γi

Γe =
1

2

[

FT
e · Fe − I

]

Γi =
1

2

[

I − F−T
i · F−1

i

]

(3.44)
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Momentankonfiguration

A =
1

2

[

I − F−T · F−1
]

Ae = F−T
e · Γe · F−1

e

=
1

2

[

I − F−T
e · F−1

e

]

Ai =
1

2

[

B−1
e − B−1

]

A = Ae + Ai

(3.45)

Der linke, elastische Cauchy-Green Tensor Be := Fe ·FT
e ist ein Deformationsmaß der

Momentankonfiguration.
Es gelten die Operationen „push forward “ beziehungsweise „pull back“ aus Abbildung
3.3.

MomentankonfigurationReferenzkonfiguration

Zwischenkonfiguration

F−T · (∗) · F−1

FT · (∗) · F

F −
Ti · (∗) · F −

1iF T
i · (∗) · F

i

F
−
T

e
· (∗

) ·
F

−
1

e

F
T

e
· (∗

) ·
F e

Abbildung 3.3: Umrechnungsoperationen für die Verzerrungstensoren

Im Weiteren verfährt man analog mit den Raten der entsprechenden Verzerrungstenso-

ren. Es ergibt sich die objektive Zeitableitung
△

Γ des Verzerrungstensors Γ auf der Zwi-
schenkonfiguration, indem man beispielsweise die materielle Zeitableitung des Green-
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3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Lagrangeschen Verzerrungstensors Ė auf die Zwischenkonfiguration transformiert

△

Γ= F−T
i · Ė · F−1

i = F−T
i · (FT

i · Γ · Fi)
• · F−1

i = Γ̇ + LT
i · Γ + Γ · Li . (3.46)

Hierin beschreibt der Tensor
Li = Ḟi · F−1

i , (3.47)

mit der geometrischen Beziehung

(dx̂)• = Ḟi · dX = Ḟi · F−1
i · dx̂ (3.48)

den inelastischen Geschwindigkeitsgradienten. Man kann weiterhin zeigen, dass auch
die objektive Zeitableitung des Verzerrungstensors auf der Zwischenkonfiguration in
eine elastische und eine inelastische Rate

△

Γ=
△

Γe +
△

Γi (3.49)

aufgespalten werden kann, wobei der inelastische Geschwindigkeitsanteil eine rein in-
elastische Größe ist,

△

Γi= F−T
i · Ėi · F−1

i =
1

2
(Li + LT

i ) = Γ̇i + LT
i · Γi + Γi · Li (3.50)

und der elastische Geschwindigkeitsanteil sowohl aus elastischen als auch aus inelasti-
schen Größen gebildet wird, vgl. u. a. Sedlan [165]

△

Γe= Γ̇e + LT
i · Γe + Γe · Li . (3.51)

Es gelten im Übrigen die gleichen Transformationsvorschriften wie bei den Verzerrungs-
tensoren. Somit kann man durch Rückwärtstransport der Rate des inelastischen Verzer-

rungstensors
△

Γi auf die Referenzkonfiguration die inelastische Rate des rechten Cauchy-
Green-Deformationstensors aus der Rate des inelastischen Green-Lagrangeschen Ver-
zerrungstensors Ėi bestimmen

Ċi := (FT
i · Fi)

• . (3.52)

Die Verknüpfungen der Verzerrungsgeschwindigkeiten lauten wie folgt:
Referenzkonfiguration

Ė =
1

2

(

FT · F
)•

Ėi =
1

2

(

FT
i · Fi

)•

Ėe =
1

2

[

FT · F − FT
i · Fi

]•

Ė = Ėe + Ėi

(3.53)
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Zwischenkonfiguration

△

Γ = Γ̇ + LT
i · Γ + Γ · Li

△

Γi = Γ̇i + LT
i · Γi + Γi · Li

△

Γe = Γ̇e + LT
i · Γe + Γe · Li

△

Γ =
△

Γe +
△

Γi

(3.54)

Momentankonfiguration

△

A = Ȧ + LT ·A + A · L

△

Ai = Ȧi + LT ·Ai + Ai · L

△

Ae = Ȧe + LT ·Ae + Ae · L

△

A =
△

Ae +
△

Ai

(3.55)

Für die objektiven Zeitableitungen lassen sich mit Bezug auf die Zwischenkonfiguration
und die Momentankonfiguration folgende Ableitungsvorschriften angeben:
Zwischenkonfiguration

△

(∗) = ˙(∗) + LT
i · (∗) + (∗) · Li (3.56)

Momentankonfiguration

△

(∗)= ˙(∗) + LT · (∗) + (∗) · L (3.57)

In Analogie lassen sich ähnliche Zusammenhänge für thermisch-mechanische oder isochor-
volumetrische Zwischenkonfigurationen ableiten.

3.2 Bilanzgleichungen

Die in der Kontinuumsmechanik verwendeten Bilanzen werden axiomatisch eingeführt.
Da alle Bilanzgleichungen dieselbe Form haben, soll im Weiteren von einer Masterbilanz
ausgegangen werden, wie sie beispielsweise von Diebels [34] eingeführt worden ist. Diese
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3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Masterbilanz bilanziert allgemein die zeitliche Änderung einer physikalischen Größe
ψ mit dem Fluss Φ · n = ϕ dieser Größe über den Körperrand ∂B (n beschreibt
den Normalenvektor auf der Oberfläche), einem volumenbezogenen Zufuhrterm σ und
einem Produktionsterm ψ̂. In Gleichungsform lässt sich dieser Sachverhalt wie folgt
niederschreiben:

d

dt

∫

B

ψ(x, t) dv =

∫

∂B

ϕ(x, t)da +

∫

B

σ(x, t) dv +

∫

B

ψ̂(x, t) dv. (3.58)

Unter Voraussetzung der Stetigkeit und stetigen Differenzierbarkeit der Felder gelangt
man nach der Anwendung des Reynoldschen Transporttheorems

d

dt

∫

B

ψ(x, t) dv =

∫

B

(

ψ̇(x, t) + ψ(x, t) divv(x, t)
)

dv (3.59)

und des Gaußschen Integralsatzes auf den Flussterm zu der lokalen Aussage für den
materiellen Punkt

ψ̇ + ψ div v = div Φ + σ + ψ̂ . (3.60)

Auf diesem Wege erhält man mit der Wahl ψ = ρ, ϕ = σ = ψ̂ = 0 die Massenbilanz

ρ̇ + ρ div v = 0 (3.61)

in Eulerscher Darstellung. Zwischen den Dichten ρ0 der Referenz- und ρ der Momen-
tankonfiguration besteht der mathematische Zusammenhang ρ = ρ0 J

−1, der sich aus
den Gleichungen ρ = dm/dv und dv = J dV ableiten lässt.
In materieller Darstellung besagt die Massenbilanz, dass die Referenzdichte ρ0 nicht
von der Zeit abhängt, d.h.

ρ̇0(X, t) = 0 ⇔ ρ0 = ρ0(X) . (3.62)

Analog leitet man aus der Masterbilanz mit ψ = ρ ẋ, ϕ = t, σ = ρb und ψ̂ = 0 die
klassische Impulsbilanz in räumlicher Darstellung her:

ρ ẍ = div T + ρb . (3.63)

Hierzu benötigt man das Cauchy-Theorem

t = T · n (3.64)

zur Projektion des Cauchyschen Spannungstensor T auf den Spannungsvektor t sowie
die Fernwirkungskraft b (z.B. die Schwerkraft). Von der physikalischen Interpretation
her ist der Cauchy-Spannungstensor T ein Spannungsmaß der aktuellen Konfiguration,
d.h. die am Körper angreifenden Kräfte werden immer auf das aktuelle Flächenelement
da des Körpers bezogen. Die Cauchy-Spannung wird demzufolge auch als wahre Span-
nung bezeichnet.
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Formuliert man hingegen die Impulsbilanz in materieller Darstellung

ρ0
d2x

dt2
= Div P + ρ0 b , (3.65)

so ergibt sich in dieser Bilanz ein Spannungsmaß der Referenzkonfiguration, das als
1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor P oder auch als Ingenieurspannung deklariert wird.
Ausgehend von Gleichung (3.64) und dem Transport von Flächenelementen, Gleichung
(3.13),

T · n da = T · da = T · (detF)F−T · dA = P · dA = P ·N dA , (3.66)

kann durch Koeffizientenvergleich der folgende Zusammenhang zwischen dem Cauchy-
Spannungstensor T und dem 1. Piola-Kirchhoff Spannungstensor P abgeleitet werden:

P = (detF)T · F−T . (3.67)

Von der geometrischen Bedeutung her bezieht dieser Spannungstensor die aktuelle
Kraft immer auf das Flächenelement der Referenzkonfiguration dA des Kontinuums.
Die Auswertung der Drallbilanz mit ψ = (x−xp)×ρ ẋ, ϕ = (x−xp)×t, σ = (x−xp)×ρb
und ψ̂ = 0 führt nach einiger Rechnung auf die Beziehung

T = TT , (3.68)

die aussagt, dass der Cauchy Spannungstensor symmetrisch ist. Diese Bedingung wird
im Weiteren durch die Wahl entsprechender Konstitutivgesetze automatisch erfüllt. Be-
merkung: Der 1. Piola-Kirchhoff Spannungstensor P muss nicht symmetrisch sein, des-
halb wird im weiteren Verlauf noch der 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor T̄ definiert,
der auch ein Spannungsmaß der Referenzkonfiguration ist und Symmetrieeigenschaften
besitzt.
Als Nächstes wird die lokale Energiebilanz mit ψ = ρ e + 1

2
ρ ẋ · ẋ, ϕ = TT · ẋ − q,

σ = ẋ · ρb + ρ r und ψ̂ = 0 eingeführt. Diese besagt, dass sich die gesamte Energie
eines materiellen Körpers durch die an ihm verrichtete mechanische und thermische
Leistung ändert. Unter Ausnutzung der Impulsbilanz wird daraus die lokale Bilanz der
inneren Energie e

ρ ė = T : D − div q + ρ r (3.69)

hergeleitet2. Die in der Bilanz auftretenden Größen sind die Spannungsleistung T : D,
die Wärmeflussdichte q und die von außen zugeführte spezifische Strahlungswärme pro
Volumeneinheit ρ r.
An dieser Stelle wird, dem Konzept der dualen Variablen [62] folgend, die spezifische
Spannungsleistung berechnet, die unabhängig von der Wahl der Konfiguration sein
muss. So ergibt sich mit Bezug auf die Referenz- und Momentankonfiguration

1

ρ0
T̄ : Ė =

1

ρ
T : D . (3.70)

2Die in den Bilanzen vorkommenden physikalischen Terme sind spezifische Größen, der Ausdruck
spezifisch wird aber im Weiteren weggelassen.
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Hierin beschreibt T̄ den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor, der die konjugierte Span-
nung zur Deformationsgeschwindigkeit Ė ist und sich aus der Beziehung

T̄ = (detF)F−1 ·T · F−T , (3.71)

berechnen lässt. Über das Konzept der dualen Variablen lassen sich mit dem ana-
logen Vorgehen Spannungstensoren und Transportvorschriften auf den eingeführten
Zwischenkonfigurationen ableiten. In Kapitel 5 „Modellierung und Simulation“ wird
darauf näher eingegangen. Hier soll der Zusammenhang genutzt werden, um die lokale
Energiebilanz mit Bezug auf die Referenzkonfiguration zu formulieren:

ρ0 ė = T̄ : Ė − Div q0 + ρ0 r . (3.72)

Als letzte Gleichung wird mit der Wahl ψ = ρ s, Φ = ϕs, σ = σs und ψ̂ = ŝ die Bilanz
der Entropie aufgestellt. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die
Entropieproduktion ŝ in einem materiellen Körper nicht negativ sein darf. Demzufolge
wird die Entropiebilanz in eine Ungleichung überführt:

ρ ṡ + divϕs − σs = ŝ ≥ 0 . (3.73)

Dazu sind die Symbole ṡ für die Entropieänderung, ϕs für den Entropiefluss und σs
für die Entropiezufuhr eingeführt worden. Zur Auswertung dieser Ungleichung gibt es
zwei verschiedene Möglichkeiten, die historisch betrachtet auf zwei verschiedene Schu-
len zurückgehen. In der Kontinuumsmechanik gibt es die klassische Auswertung nach
Coleman und Noll [28]. In dieser Theorie werden der Entropiefluss und die Entropie-
zufuhr a priori vorgegeben zu

ϕs = −q

θ
(3.74)

bzw.
σs =

ρ r

θ
(3.75)

mit der Einführung der absoluten Temperatur θ in der Einheit Kelvin. Damit ergibt
sich die Entropieungleichung zu

ρ ṡ + div
(q

θ

)

− ρ r

θ
= ŝ ≥ 0 . (3.76)

Eine alternative Formulierung mit Bezug auf die Referenzkonfiguration führt auf

ρ0 ṡ + Div
(q0

θ

)

− ρ0 r

θ
= ŝ ≥ 0 . (3.77)

Die Auswertung dieser Ungleichung ist für eine Vielzahl von Anwendungsfällen aus-
reichend und möglich, jedoch in speziellen Fällen zu restriktiv. Hier setzt die andere
Schule der Thermodynamiker um Ingo Müller an. Gemeinsam mit seinem Kollegen
Liu [129, 131, 115] erarbeitete er ein erweitertes Konzept zur Auswertung der Entro-
pieungleichung. Dabei werden der Entropiefluss und der Zufuhrterm frei gelassen und
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Bilanz Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

Massenbilanz ρ0 = ρ0(X) = konst. ρ̇ + ρ div v = 0

Impulsbilanz ρ0 ẍ = Div P + ρ0 b ρ ẍ = div T + ρb

Drallbilanz T̄ = T̄T bzw. P · FT = F ·P T = TT

Energiebilanz ρ0 ė = T̄ : Ė − Div q0 + ρ0 r ρ ė = T : D − div q + ρ r

Entropie ρ0 ṡ = Div
(q0

θ

)

+ ρ0
r

θ
+ ρ0 ŝ ρ ṡ = − div

(q

θ

)

+ ρ
r

θ
+ ρ ŝ

2. Hauptsatz ŝ ≥ 0 ŝ ≥ 0

Tabelle 3.1: Bilanzen mit Bezug auf die Referenz- und die Momentankonfiguration

erst während des Auswerteprozesses bestimmt. Zudem werden die Bilanzgleichungen
mit Lagrange-Multiplikatoren versehen und zu der Entropieungleichung hinzu addiert.
Dieses Verfahren ist damit wesentlich aufwendiger, die Lösung hat allerdings in vielen
Fällen einen allgemeineren Charakter. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Liu-Müller
Methode bei der Herleitung eines Mehrphasenmodells zur Beschreibung von thermo-
oxidativen Alterungsvorgängen Anwendung finden und an entsprechender Stelle genau
erläutert. Zusammenfassend werden in Tabelle 3.1 die Bilanzgleichungen auf der Re-
ferenzkonfiguration und auf der Momentankonfiguration gegenübergestellt.

3.3 Clausius-Duhem-Ungleichung und freie

Energiefunktion

Die in den vorangegangenen Abschnitten formulierten kinematischen Beziehungen und
Bilanzgleichungen sind allgemeingültig, d.h. sie gelten unabhängig von der Art des
zu modellierenden Materials. Um nun einen konstitutiven Rahmen zu schaffen, der es
ermöglicht, Konstitutivgleichungen abzuleiten, z.B. Spannungs-Dehnungsbeziehungen
oder Wärmefluss-Temperatur Gleichungen, geht man wie folgt vor: Die gesuchten Ma-
terialgesetze sind die Auswirkungsfunktionen, zum Beispiel

R{Ψ, s, T, q } , (3.78)

die als Funktionale der Bewegung x = χ(X, t) und der Temperatur θ gesucht werden.
Anstelle der allgemeinen Funktionale werden in der Regel die konstitutiven Gleichungen
als Funktionale von Ableitungen von χ(X, t) und θ formuliert. Dies entspricht dem
Prinzip der lokalen Wirkung.
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3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Dabei wird die freie Helmholtzsche Energiedichte Ψ in Form der Legendre Transfor-
mation eingeführt

Ψ = e− θ s . (3.79)

Diese Gleichung wird zeitlich abgeleitet, nach der Entropierate ṡ aufgelöst und an-
schließend in die Entropieungleichung eingesetzt. Nutzt man ferner die Energiebilanz
(3.69) aus, so ergibt sich aus Gleichung (3.76) die Clausius-Duhem-Ungleichung auf
der Momentankonfiguration zu

−ρ Ψ̇ − ρ s θ̇ − q

θ
· grad θ + T : D ≥ 0 . (3.80)

Unter Berücksichtigung der entsprechenden Gleichungen kann diese Ungleichung auch
auf der Referenzkonfiguration formuliert werden. Es folgt

−ρ0 Ψ̇ − ρ0 s θ̇ − q0

θ
·Grad θ + T̄ : Ė ≥ 0 . (3.81)

Für isotherme Prozesse, d.h. die räumliche und zeitliche Konstanz der Temperatur
(θ = konst.) vorausgesetzt, folgt aus der Clausius-Duhem-Ungleichung die Clausius-
Planck-Ungleichung auf der Momentankonfiguration zu

−ρ Ψ̇ + T : D ≥ 0 (3.82)

und auf der Referenzkonfiguration zu

−ρ0 Ψ̇ + T̄ : Ė ≥ 0. (3.83)

Die spezifische freie Helmholtzsche Energiefunktion ist hiermit die entscheidende Größe
bei der Modellierung von Materialeigenschaften. Sie wird in den Prozessvariablen des
jeweils betrachteten Systems formuliert und nach der Bildung der totalen zeitlichen
Ableitung in die Clausius-Duhem-Ungleichung eingesetzt. Die Auswertung der Unglei-
chung stellt dann sicher, dass die Modellierung thermodynamisch konsistent ist. Bei
der Formulierung der freien Energiedichte lässt man sich von einigen physikalischen
Randbedingungen leiten:

• Festlegung des Nullniveaus im undeformierten Gleichgewichtszustand des Mate-
rials

• Spannungsfreiheit des zu modellierenden Materials in der undeformierten Lage
und im ausrelaxierten Gleichgewicht

• Verhalten der freien Energie und der Spannungen bei unendlichen Deformationen,
d.h. es ergeben sich unendliche Druckspannungen bei der Komprimierung des
Materials auf einen Punkt bzw. unendliche Zugspannungen bei unendlich großer
Extension. Die Energiedichtefunktion muss demzufolge bei beiden Fällen gegen
+∞ laufen.
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3.3 Clausius-Duhem-Ungleichung und freie Energiefunktion

• Polykonvexität der freien Energiefunktion, d.h. die Energiedichtefunktion sollte
links gekrümmt sein. Dies ist eine Folgerung aus dem vorangegangenen Punkt.

• Linearisierbarkeit der finiten Spannungs-Verzerrungs-Beziehung zum verallgemei-
nerten Hookeschen Gesetz

• Objektivität

Zur Wahl der freien Energiefunktion muss man den entsprechenden Satz von Pro-
zessvariablen festlegen. Es bietet sich an, die freie Energiefunktion in Invarianten der
entsprechenden Verzerrungstensoren oder Deformationstensoren zu formulieren, vgl.
hierzu die Theorie isotroper Tensorfunktionen. Damit ist die Isotropie der freien Ener-
giefunktion und die Objektivität automatisch gewahrt, denn die Invarianten verändern
ihre Werte im Rahmen der Euklidischen Transformationen nicht. Die Temperatur θ,
innere Variablen Q1, Q2, ..., Qn oder auch eine chemische Konzentration c als weitere
Prozessvariablen ändern an diesem Sachverhalt nichts. Alternativ kann man die freie
Energiefunktion auch in Eigenwerten der entsprechenden verwendeten Tensoren formu-
lieren. Dieser Weg soll im Weiteren aber nicht näher erläutert werden, da er in dieser
Arbeit nicht verwendet worden ist.
Die drei Hauptinvarianten eines zweistufigen Tensors ergeben sich aus der charakteris-
tischen Gleichung

λ3 − IB λ
2 + IIB λ− IIIB = 0 , (3.84)

die aus der Behandlung des Eigenwertproblems (hier als Beispiel für den linken Cauchy-
Greenschen Deformationstensor B)

(B − λ I) · v = 0 bzw. det(B − λ I) = 0 (3.85)

entsteht. Die Hauptinvarianten sind durch

IB = tr B = B : I ,

IIB =
1

2

(

(B : I)2 − BT : B

)

,

IIIB = detB = (detF)2

(3.86)

gegeben. Die drei Hauptinvarianten des linken und rechten Cauchy-Green Deforma-
tionstensors sind gleich, da sich die Tensoren, wie im Abschnitt 3.1 erwähnt, durch
Vorwärts- bzw. Rückwärtsrotation ineinander überführen lassen.
Im 2. Hauptsatz der Thermodynamik kommt die freie Energiefunktion Ψ als zeitlich
abgeleitete Größe vor. Aus diesem Grund sind die Ableitungen der Invarianten nach den
Prozessvariablen von Nöten. Sie folgen nach der Anwendung der Differentiationsregeln
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3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

der Tensorrechnung zu
dIB
dB

= I ,

dIIB
dB

= IB I − B ,

dIIIB
dB

= (det B)B−T .

(3.87)

Bei der Berechnung weiterer Invarianten oder zur mathematischen Behandlung von
Tensoren höherer Potenz ist das Theorem von Cayley-Hamilton

B ·B ·B − IB B ·B + IIBB − IIIB I = 0 (3.88)

hilfreich. Es besagt, dass jeder Tensor seine charakteristische Gleichung erfüllt. Mit ihm
kann man höhere Potenzen von Tensoren als Summe von Tensoren niedrigerer Potenz
in Verbindung mit den Invarianten darstellen.
Im Rahmen der Hyperelastizität isotroper Stoffe bietet es sich z.B. an, den linken
oder rechten Cauchy-Green Deformationstensor als Prozessvariable zu deklarieren und
die zugehörige freie Helmholtzsche Energiefunktion in Invarianten dieses Tensors zu
formulieren. Für den rechten Cauchy-Green Deformationstensor C als Prozessvariable

Ψ = Ψ(C) (3.89)

ergibt sich für den allgemeinen Fall nach zeitlicher Differentiation

Ψ̇ =
∂Ψ

∂IC
İC +

∂Ψ

∂IIC
İIC +

∂Ψ

∂IIIC
˙IIIC

=

(

∂Ψ

∂IC
I+

∂Ψ

∂IIC
(IC I − C) +

∂Ψ

∂IIIC
(det C)C−T

)

: Ċ

(3.90)

und nach der Auswertung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik in Form von Glei-
chung (3.83) für die allgemeine Spannungs-Dehnungsbeziehung im 2. Piola-Kirchhoff
Spannungstensor

T̄ = 2 ρ0

(

∂Ψ

∂IC
I+

∂Ψ

∂IIC
(IC I − C) +

∂Ψ

∂IIIC
(det C)C−T

)

. (3.91)

In der Regel ist das in dieser Arbeit behandelte Material aber viskoelastisch und zudem
temperaturabhängig. Aus diesem Grund muss der Satz an Prozessvariablen erweitert
werden. Zur Modellierung inelastischen bzw. viskoelastischen Materialien führt man so
genannte innere Variablen Qi ein. Diese sind im vorliegenden Fall vom Dehnungstyp.
Eine freie Helmholtzsche Energie könnte dann das folgende Aussehen haben:

Ψ = Ψ(E, θ,Q1,Q2, ...,Qn) (3.92)
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Unter Berücksichtigung der zeitlichen Differentiation

Ψ̇ =
∂Ψ

∂E
: Ė+

∂Ψ

∂θ
θ̇ +

∂Ψ

∂Qk

: Q̇k (3.93)

und der Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung (3.81) ergeben sich folgende
konstitutiven Zusammenhänge für den Spannungstensor

T̄ = ρ0
∂Ψ

∂E
, (3.94)

für die Entropie

s = −∂Ψ
∂θ

, (3.95)

für die inneren Variablen
Q̇k = − 1

ηk

∂Ψ

∂Qk

, (3.96)

und für den Wärmeflussvektor

q0 = −λθ Grad θ . (3.97)

Dabei sind die Proportionalitätskonstanten ηk ≥ 0 (Viskositäten) und λθ ≥ 0 (Wär-
meleitungskoeffizient) eingeführt worden. Die Beziehungen (3.96) und (3.97) werden so
definiert, dass die aus (3.80) bzw. (3.81) resultierende Restungleichung nicht negativ
wird.
Weitere Auswertungen des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik werden im Kapitel 5
für einige konkrete Anwendungen ausgiebig diskutiert.
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4 Experimentelle

Alterungsuntersuchungen an

Polymeren

4.1 Charakterisierung der physikalischen Alterung

In den folgenden Betrachtungen soll das physikalische Alterungsverhalten von Poly-
meren untersucht werden. Hierzu wird u.a. ein spezielles Pulverbeschichtungsmaterial
verwendet, welches duroplastischen Charakter hat, so dass dessen Glasübergangstem-
peratur weit oberhalb der Raumtemperatur liegt. In dem untersuchten Temperatur-
bereich weist das Polymer keine chemische Alterung auf. Für weitere Untersuchungen
wird ein stark vernetztes Polyurethansystem verwendet.

4.1.1 Experimente mit der DSC

Im Rahmen einer experimentellen Untersuchung wird ein polymeres Pulverbeschich-
tungsmaterial (amorphes duroplastisches Epoxy-Polyester-Mischsystem) mit der Dif-
ferential Scanning Calorimetry im Hinblick auf sein physikalisches Alterungsverhalten
bzw. seine von der Temperaturgeschichte abhängigen kalorischen Eigenschaften unter-
sucht.
Das pulverförmige Rohmaterial wird zunächst bei einer Temperatur von 160◦C für
10 Minuten ausgehärtet. Anschließend wird es mit einer konstanten Kühlrate von -
50◦C/min bis auf 30◦C abgekühlt. Danach wird es mit einer Heizrate von +10◦C/min
bis auf 120◦C aufgeheizt und seine kalorische Antwort in Form der isobaren spezifischen
Wärmekapazität gemessen. Anschließend wird die Probentemperatur mit einer geringe-
ren Kühlrate von -5◦C/min auf 30◦C reduziert, danach ein zweites mal mit +10◦C/min
bis auf 120◦C aufgeheizt und dabei erneut seine kalorische Antwort gemessen. Im drit-
ten Abschnitt des Prozesses wird schließlich mit einer Rate von -0.5◦C/min abgekühlt,
mit +10◦C/min aufgeheizt und wiederum die Wärmekapazität gemessen.
Anhand des Vergleichs der drei gemessenen Antworten der Probe in Abbildung 4.1 ist
deutlich zu erkennen, dass das Maximum der Wärmekapazität im Bereich des Glas-
übergangs umso stärker ausgeprägt ist, je geringer die Abkühlgeschwindigkeit vor der
Aufheizung war bzw. je mehr Zeit das amorphe Polymer zur Verfügung hat, um in
seinen Gleichgewichtszustand zu relaxieren, siehe z.B. Hutchinson [75].
Die physikalische Interpretation für das Vorhandensein eines Maximums der spezifi-
schen Wärmekapazität lässt sich wie folgt begründen: Je dichter sich die molekulare
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Abbildung 4.1: Spezifische Wärmekapazität eines polymeren Beschichtungsmaterials in
Abhängigkeit von der Abkühlrate. Die Kurven stellen die Wärmekapa-
zität im Verlauf der Aufheizung mit 10◦C/min dar.

Konfiguration des Polymers an seinem Gleichgewichtszustand befindet, desto mehr
thermische Energie wird benötigt, um diesen wieder "aufzutauen".

4.1.2 Experimente mit der TMA

Eine zweite Möglichkeit, physikalische Alterungseffekte experimentell aufzuzeigen lässt
sich mit der Thermisch-Mechanischen-Analyse (TMA) verwirklichen. Beispielhaft wird
ein kommerzielles Polyurethansystem (PU) aus einem Härter und trifunktionalen Alko-
holgruppen verwendet. Das Material wurde von Prof. Possart (Lehrstuhl für Adhesion
und Interphasen in Polymeren, Universität des Saarlandes) bereitgestellt, der chemi-
sche Aufbau solcher Systeme lässt sich beispielsweise in Johlitz et al. [81] nachlesen.
Das PU wird über einen Zeitraum von 3 h bei Raumtemperatur (RT) vernetzt, an-
schließend folgt eine weitere zweistündige Nachvernetzung bei einer Temperatur von
+130◦C.
Die Glasübergangstemperatur liegt im Bereich von +50◦C bis +60◦C. Aus Platten mit
einer Dicke von ca. 1.5 mm werden runde Proben mit einem Durchmesser von ca. 4
mm ausgestanzt und in die TMA-Maschine eingelegt. Als erstes wird das Material
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Abbildung 4.2: Normierte Probendicke versus Temperatur: Kurven des Abkühlprozes-
ses mit verschiedenen Geschwindigkeiten [51].

auf +80◦C aufgeheizt und über einen Zeitraum von 1 Stunde konstant gehalten, um
sein Gedächtnis zu löschen. Anschließend folgen mehrere zyklische Temperaturprozesse
zwischen -20◦C und +80◦C, wobei die Abkühlgeschwindigkeiten variiert werden und
die Aufheizgeschwindigkeit mit +10◦C/min gleich bleibt. Am oberen Umkehrpunkt
wird jeweils eine Haltezeit von 1 Stunde eingelegt, um das Gedächtnis des Materials
zu löschen.
Die zugehörigen Ergebnisse der Abkühlkurven sind in Abbildung 4.2 dargestellt. Auf
der y-Achse ist die normierte Probendicke angegeben, d.h. die momentane Probendi-
cke wurde auf die Probendicke bei 80◦C bezogen. Je höher der Betrag der Abkühl-
geschwindigkeit ist, desto größer ist das spezifische Volumen. Der Volumenschrumpf
ist also umgekehrt proportional zur Abkühlgeschwindigkeit. Bei niedrigeren Abkühl-
geschwindigkeiten hat das Material mehr Zeit, in Richtung seines thermodynamischen
Gleichgewichtes zu streben und somit eine dichtere Packung anzunehmen.

4.1.3 Mechanische Experimente

Als ein weiteres Experiment sollen mechanische Relaxationsversuche herangezogen wer-
den. In einem Klimaschrank werden Schulterproben aus dem eben beschriebenen PU-
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Abbildung 4.3: Spannungsrelaxation von Polyurethanproben zu verschiedenen Alte-
rungszeiten [51].

System bis auf +80◦C erhitzt und nach einer Wartezeit von 4 Stunden linear mit einer
Geschwindigkeit von -10◦C/min bis auf +40◦C (unterhalb von Tg) abgekühlt. Nun folgt
eine isotherme Alterung bei +40◦C über einen Zeitraum von 10 Tagen.

In vorher festgelegten Abständen von 1 h, 1 Tag, 5 Tagen und 10 Tagen werden jeweils
drei Proben aus dem Klimaschrank entnommen und mindestens zwei weitere Stunden
bei RT in der Klimakammer der Zugprüfmaschine gelagert. Anschließend werden Rela-
xationsversuche an den Proben durchgeführt. Als Dehnungsniveau wird 1% angefahren
und das Spannungs-Zeit-Verhalten über die Versuchsdauer von 1 h aufgenommen.

Die zugehörigen Ergebnisse sind in Abbildung 4.3 dargestellt. Gezeigt wird jeweils der
Mittelwert aus drei Proben pro Alterungszeit. Es ist deutlich zu erkennen, dass das
Material mit zunehmender Lagerung bei +40◦C im mechanischen Test steifer reagiert.
Dieser Effekt liegt in der physikalischen Alterung begründet. Das Material sucht sich
seinen energetisch günstigsten Zustand, seine dichteste Packung. Somit ändert sich auf-
grund der erhöhten Viskosität die Steifigkeit des Polymers, und die Relaxation verläuft
deutlich langsamer bzw. ist weniger stark ausgeprägt.
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4.2 Charakterisierung der chemischen Alterung

Chemische Alterungsvorgänge liegen im makromolekularen Aufbau der Polymere und
den damit verbundenen Bindungskräften begründet. Aufgrund von chemischen Reak-
tionen mit einem eindiffundierendem Umgebungsmedium oder durch Temperaturein-
wirkung werden diese Makromoleküle auf- oder abgebaut. Dieser Prozess ist irreversibel
und wird in der Fachsprache als chemischer Alterungsprozess deklariert. Beispiele für
diffusionsgesteuerte Alterungsprozesse sind die Bewitterung, die Lagerung in Medien
und die Oxidation, ein Beispiel für homogene Alterung ist die Hydrolyse [45].
Die ablaufenden chemischen Prozesse können sowohl den Abbau eines polymeren Netz-
werkes (Kettenspaltung) vorantreiben, als auch die zwischenzeitliche Neubildung von
Netzwerkknoten verursachen. Im Allgemeinen können die Phänomene Kettenspaltung
und Vernetzung immer parallel ablaufen, wobei der eine oder andere dominant sein
kann, je nach Auswahl des Materials und der dazugehörigen Umgebungsbedingung
(Alterungsbedingung) [175]. In dieser Arbeit soll insbesondere auf die thermo-oxidative
Alterung eingegangen werden. Dahinter verbirgt sich ein chemischer Alterungsprozess
in Anwesenheit von Sauerstoff. Dieser Prozess kann, wie auch die meisten anderen Al-
terungsprozesse, thermisch aktiviert werden. Um letztendlich eine Aussage über die
Lebensdauer eines Polymers machen zu können, ist es also sinnvoll eine Zeitraffung der
Alterung anzustreben. Das geschieht dadurch, dass man Experimente unter erhöhten
Temperaturen durchführt. Nach dem Prinzip von Arrhenius lässt sich dann letztendlich
über eine Extrapolation eine Lebensdauerprognose für das untersuchte Material infolge
der Einsatztemperatur und der Umgebungsbedingungen machen.
Um das chemische Alterungsverhalten von Materialien in Abhängigkeit der Tempe-
ratur und der Auslagerung in verschiedenen Medien experimentell zu erfassen, gibt
es etablierte Experimente, deren ausführliche Beschreibung man in der Literatur fin-
den kann: Den kontinuierlichen und intermittierenden Relaxationsversuch. Die zen-
trale Idee und die physikalische Motivation dieser Tests geht auf die Beiträge von
[7, 163, 39, 138, 175, 170] zurück.

4.2.1 Der kontinuierliche Relaxationsversuch

Der kontinuierliche Relaxationstest korrespondiert zum klassischen Relaxationstest,
wie er bei viskoelastischen Materialien praktiziert wird. Hier findet er lediglich auf
viel längeren Zeitskalen statt. Üblicherweise kann dieser bei mehreren Wochen oder
Monaten liegen. Temperatur und Dehnung werden dabei über den kompletten Ver-
suchszeitraum konstant gehalten. Tobolsky verwendet im Kontext des degenerativen
Spannungsabbaus bei Elastomeren in seiner Arbeit [175] dafür den Begriff der chemi-
schen Spannungsrelaxation. Der Versuch dient dazu, den oben beschriebenen Prozess
der Kettenspaltung zu erfassen. Dieser Prozess kann thermisch beschleunigt und später
über die bekannte Arrhenius Funktion extrapoliert werden [175, 167, 38]. Während des
Versuches fällt die Spannung monoton ab, es sei denn, dass der Netzwerkneubildungs-
prozess Schrumpfungen impliziert [7]. Der Abfall der Spannung mit der Zeit kann den
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Abbildung 4.4: Alterung in Seewasser unter isothermen Bedingungen: Aufbau eines
Rigs (links) und gealterte Probe (rechts).

Wert Null erreichen, was einem vollständigen Netzwerkabbau des Ursprungsnetzwerkes
mit Bezug auf die deformierte Konfiguration gleichgestellt ist. [175].

Im vorliegenden Fall soll zunächst das Vorgehen an einer Polyurethanprobe aus dem
Schiffbau demonstriert werden. Die zur Verfügung stehende Alterungsanlage der Fir-
ma Elastocon verfügt über 6 Zellöfen, die disjunkt voneinander temperiert werden
können. In diese Zellöfen werden die so genannten Rigs eingesetzt. Ein Rig besteht
aus einem Schraubmechanismus, einem Kraftsensor, einer Probenhalterung und einem
verschraubbaren Edelstahlbehälter, siehe Abbildung 4.4 (links). Die zu untersuchende
Probe wird in die Spannvorrichtung eingebaut und der Behälter mit dem ausgewählten
Alterungsmedium befüllt. In unserem Fall ist dies Seewasser. Anschließend wird beides
nahezu luftdicht verschraubt und in den Zellofen eingebaut. Jedes Rig wird isotherm
temperiert, bevor letztendlich eine zu wählende Dehnung über den Schraubmechanis-
mus auf die Probe aufgebracht wird. Die Messung wird gestartet und der angeschlossene
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313 K296 K 353 K

Abbildung 4.5: Gealterte Proben in Seewasser zu Versuchsende: Aussehen in Abhän-
gigkeit der Versuchstemperatur.

Steuercomputer nimmt in zuvor definierten Zeitintervallen die Spannungsantwort der
Probe auf. Ein solcher Versuch kann nun bis zu mehreren Monaten andauern. Eine über
eine Dauer von 56 Tagen gealterte Probe ist in Abbildung 4.4 (rechts) zu sehen, ihr zu-
gehöriges Spannungsverhalten bei isothermen Bedingungen von +40◦C über der Zeit in
Abbildung 4.6 (oben). Die aktuelle Spannung σ(t) wird dabei auf die Anfangsspannung
σ0 zu Beginn des Versuchs normiert.
Es ist deutlich zu erkennen, dass es zwei Bereiche gibt. Der erste Bereich beschreibt
eine mehr oder weniger schwache Abnahme der Spannung mit der Zeit. Er beinhaltet
auch die aus der Viskoelastizität zu begründende Spannungsrelaxation, ein physikali-
sches Alterungsphänomen. Ab einem gewissen Zeitpunkt nimmt die Spannung auf der
logarithmischen Zeitskala mit deutlich größerer Steigung ab. Diese Erscheinung lässt
sich damit begründen, dass der chemische Alterungsprozess eine Initialisierungsphase
durchläuft, bevor die eigentlichen chemischen Reaktionen stattfinden. Man sieht an
der Abbildung den Abbau des polymeren Netzwerkes bis zur vollständigen Degrada-
tion. Legt man nun zwei Tangenten an die beschriebenen Bereiche und bringt diese
zum Schnitt, so lässt sich daraus die Lebensdauer des Werkstoffes abschätzen, d.h. ab
dem Zeitpunkt, ab dem die chemischen Reaktionen einen deutlichen Einfluss auf die
Spannung haben, sollte der Werkstoff nicht mehr eingesetzt werden.
Führt man nun die chemischen Spannungsrelaxationen bei verschiedenen erhöhten
Temperaturen durch und bestimmt die zugehörigen Zeitpunkte des Eintretens der che-
mischen Reaktionen, so lassen sich die ermittelten Zeiten über der reziproken Tem-
peratur 1/θ halblogarithmisch darstellen, siehe Abbildung 4.6 (unten). Aus diesem
Diagramm kann nun durch Extrapolation eine Prognose in Bezug auf die Lebensdauer
des untersuchten Materials bei weitaus niedrigeren Temperaturen erfolgen. Alles in al-
lem muss aber festgehalten werden, dass es sich um einen isothermen Laborversuch bei
konstanten Umgebungsbedingungen in einem Medium handelt, und dass zur adäquaten
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Abbildung 4.6: Chemische Spannungsrelaxation in Seewasser unter isothermen Be-
dingungen (oben), Berechnung der Lebensdauer durch Extrapolation
(unten).
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4.2 Charakterisierung der chemischen Alterung

Abschätzung der Lebensdauer Freibewitterungen unumgänglich sind.
Um die Veränderung der optischen Gestalt der Proben aufzuzeigen, soll Abbildung 4.5
herangezogen werden. Hier werden drei Proben nach dem Langzeittest fotografiert. Die
Bilder zeigen sehr deutlich, dass der Temperatureinfluss auch bei der optischen Gestalt
eine dominante Rolle spielt.
Während sich nun dieses erste Beispiel mit Zugproben beschäftigt, wird im Weiteren
noch eine Versuchsreihe vorgestellt, bei der es um die chemische Spannungsrelaxation
von Druckproben geht. Dazu werden an Stelle der Zug-Rigs nun Druck-Rigs verwendet
und in die Zellöfen eingesetzt. Die Abbildung 4.7 zeigt sowohl den Aufbau eines Druck-
Rigs als auch die in den Alterungsofen eingesetzten Rigs.

Abbildung 4.7: Chemische Spannungsrelaxation unter Druck.

An dem zuvor beschriebenen Messprinzip ändert sich nichts, außer der Tatsache, das ein
größerer Kraftsensor Verwendung findet. Es wird eine konstante Druckdeformation auf
die zylindrischen Proben aufgebracht und das Spannungssignal über der Alterungszeit
aufgenommen. Dabei werden die Rigs wiederum im Umgebungsmedium bei erhöhten
Temperaturen ausgelagert.
In der Abbildung 4.8 sind die Ergebnisse des kontinuierlichen Spannungsrelaxations-
versuches zweier HNBR-Prüfkörper im Umgebungsmedium Luft bei Temperaturen von
70◦C bzw. 150◦C zu sehen. Die Versuchsdauer beträgt 3000 Stunden und es wird das
normierte Kraftsignal über der Zeit geplottet. Es ist erkennbar, dass die chemische
Spannungsrelaxation thermisch aktivierbar ist und dass die Probe, welche bei 70◦C
ausgelagert worden ist, ihre Initialisierungsphase nach 3000 Stunden noch nicht erreicht
hat. Weitere Messdaten werden im Zuge der Modellierung in Kapitel 5 präsentiert.
Ergänzend zum kontinuierlichen Relaxationsversuch bzw. zur chemischen Spannungs-
relaxation sollten immer intermittierende Versuche durchgeführt werden, da der kon-
tinuierliche Versuch in den meisten Fällen die Effekte der Netzwerkneubildung nicht
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Abbildung 4.8: Chemische Spannungsrelaxation von Druckproben unter isothermen
Bedingungen.

erfassen kann. Eine Ausnahme wäre die chemisch bedingte Schrumpfung des Materi-
als. Das liegt in der Tatsache begründet, dass die Netzwerkneubildung bei den konti-
nuierlichen Versuchen in der deformierten Konfiguration stattfindet. Bezüglich dieser
Konfiguration treten durch die Neubildung von Netzwerkknoten keine merklichen Zu-
satzspannungen auf.

4.2.2 Intermittierende Versuche

Bei intermittierenden Versuchen werden die Substanzproben unter konstanter Tempe-
ratur in einem gewählten Medium lastfrei ausgelagert. Hierzu dienen mehrere Alte-
rungsöfen, von denen einer exemplarisch in Abbildung 4.10 dargestellt ist. In vorher
festgelegten zeitlichen Abständen werden die gealterten Proben dem Medium entnom-
men, auf Raumtemperatur abgekühlt, und anschließend einem mechanischen Kurzzeit-
versuch unterzogen. So wird sichergestellt, dass die Probe während des Kurzzeittests
nahezu nicht weiter altert. Diese Kurzzeitversuche können Relaxationsversuche, Zug-
versuche oder auch Druckversuche sowie DMA, DSC oder TMA-Prüfungen sein, je
nachdem, was gewünscht wird. In der Regel werden aber bei viskoelastischen Materia-
lien Relaxationsversuche durchgeführt. Diese erlauben die Untersuchung des Materials
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4 d Alterungszeit 56 d

Abbildung 4.9: Lastfreie Alterung in Seewasser unter isothermen Bedingungen: Verän-
derung der Proben.

in Bezug auf sein elastisches und viskoelastisches Kurzzeitverhalten. Die erhaltenen Da-
ten werden anschließend über die Alterungsdauer aufgetragen. Mit diesem Versuch ist
es möglich, eine Aussage über die Auswirkungen des Netzwerkabbaus und der Bildung
eines sekundären, neuen Netzwerkes zu erhalten. Da die beiden Phänomene simultan
ablaufen, kann, je nach Material, sowohl eine Versteifung als auch eine Erweichung
beobachtet werden [7, 175]. Sind die Haltezeiten während der Kurzzeittests hinrei-
chend lang, so kann man das Verhalten der Gleichgewichtsspannung1 als Funktion der
Alterungsdauer studieren. Ebenso kann das zeitliche Relaxationsverhalten in Abhän-
gigkeit von der Alterungsdauer untersucht werden. Ausführliche Ergebnisse hierzu sind
z.B. in dem Werk von Tobolsky [175] zu finden.
Anhand des zuvor vorgestellten Polyurethans aus dem Schiffbau wird das Vorgehen
nun wie folgt geschildert: Die Schulterproben werden zunächst isotherm und lastfrei
bei +40◦C in einem verschlossenen Behälter im Zellofen gelagert. Dieser Behälter ist
wiederum mit temperiertem Seewasser gefüllt. Zu definierten Zeitpunkten wird nun
jeweils eine Probe aus der Kammer herausgenommen und einem Kurzzeitrelaxations-
versuch von 1 h unterzogen. Auf dieser Zeitskala geht man davon aus, dass während
des mechanischen Versuchs der chemische Alterungszustand als konstant bzw. einge-
froren angesehen werden kann. In Abbildung 4.9 ist das Aussehen der Proben wäh-
rend der Alterungszeit von 56 Tagen dokumentiert. Man sieht sehr deutlich, dass sich
die Proben mit zunehmender Alterungsdauer verfärben. Die Ergebnisse der zugehö-
rigen mechanischen Kurzzeitrelaxationsversuche sind in Abbildung 4.11 dargestellt.
Auf der y-Achse sind die Werte der Gleichgewichtsspannung σeq und die der Über-
spannung/Nichtgleichgewichtsspannung σneq in Abhängigkeit der Alterungszeit aufge-

1Darunter versteht man den zeitunabhängigen, rein aus der Elastizität des Materials stammenden
Spannungswert am Ende eines Relaxationsversuches.
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Abbildung 4.10: Alterungsofen.

tragen. σeq ist der Wert der Spannung am Ende des Versuches, also nach der Ver-
suchsdauer von einer Stunde. σneq hingegen ist der Spannungswert am Anfang eines
jeden Versuches abzüglich des Wertes σeq. Der letztere Wert beschreibt somit den Stei-
figkeitsverlauf des transienten Polymernetzwerkes. Interpretiert man die Ergebnisse
aus Abbildung 4.11, so lässt sich die Aussage treffen, dass der transiente Anteil der
Spannung über der Alterungsdauer nahezu unbeeinflusst bleibt. Bei der Grundelasti-
zität bzw. Gleichgewichtsspannung hingegen lässt sich im Laufe der Alterungszeit erst
ein Steifigkeitsanstieg und letztendlich ein Steifigkeitsabbau erkennen. Die zugehöri-
gen Phänomene der Kettenspaltung und Netzwerkneubildung sind somit nichtlineare
Funktionen der Alterungsdauer.
In einem weiteren Beispiel wird aufgezeigt, dass die intermittierende Alterung nicht
immer nur die Grundelastizität beeinflusst, sondern auch enorme Auswirkungen auf
das viskoelastische Materialverhalten haben kann. Hierzu werden die im vorherigen
Abschnitt beschriebenen HNBR-Proben lastfrei im Umgebungsmedium Luft gealtert
und zu logarithmisch verteilten Prüfzeiten einem Druckrelaxationstest von einer Stunde
Dauer unterzogen. Die gesamte Auslagerungsdauer beträgt wieder 3000 Stunden.
Die Graphen der Abbildung 4.12 zeigen die Funktionen der Gleichgewichtsspannung
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Abbildung 4.11: Intermittierende Relaxationsversuche: Gleichgewichts- und Überspan-
nung in Abhängigkeit der Alterungsdauer bei 40◦C.

und Überspannung über der Alterungszeit in Stunden. Es ist zu erkennen, das sich
weder das Gleichgewichtsverhalten noch das Überspannungsverhalten der bei 70◦C
ausgelagerten Probe verändern. Dies ist bei der Probe, die unter einer Temperatur
von 150◦C ausgelagert worden ist, ganz anders. Beide Abbildungen haben die glei-
che Achsenskalierung und es ist auffallend, dass sowohl das elastische wie auch das
viskoelastische Materialverhalten sehr stark von der Alterung beeinflusst werden. Das
Material versprödet und hat Steifigkeitszuwächse von mehreren 100%.
Dieses Ergebnis wird untermauert und bestätigt, wenn man sich die zugehörigen Span-
nungs-Zeitverläufe dieser Versuchsreihe in Abbildung 4.13 ansieht. Während das jung-
fräuliche Material über ein schwach ausgeprägtes zeitabhängiges Verhalten verfügt und
eine elastische Grundspannung von ca. 1 MPa bei einer Druckdeformation von 25% auf-
weist, so ist das viskoelastische Verhalten umso ausgeprägter, je länger die zugehörige
lastfreie Alterung fortschreitet. Auch der Grundelastizitätswert wird im Vergleich zur
jungfräulichen Probe bei Weitem überschritten.
Hierbei ist anzumerken, dass das verwendete Material die Auslagerungstemperatur
von 150◦C während seines Einsatzes durchaus erfährt. Der Effekt darf somit nicht ver-
nachlässigt werden oder dadurch wegdiskutiert werden, dass man wohl eine zu hohe
Versuchstemperatur angesetzt habe und dieses Materialverhalten im Einsatz nicht auf-

51



4 Experimentelle Alterungsuntersuchungen an Polymeren

10 100 1000
0

2

4

6

8

10

 

eq
 [M

P
a]

Zeit [h]

HNBR in Luft gealtert bei
 70°C
 150°C

10 100 1000
0

2

4

6

8

10

 

ne
q [

M
P

a]

Zeit [h]

HNBR in Luft gealtert bei
 70°C
 150°C

Abbildung 4.12: Intermittierende Relaxationsversuche: Gleichgewichts- und Überspan-
nung in Abhängigkeit der Alterungsdauer.
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Abbildung 4.13: Intermittierende Relaxationsversuche: Spannungs-Zeit Verhalten in
Abhängigkeit der Alterungsdauer bei 150◦C.

trete. Alles in allem müssten hier die Einflüsse der Alterung in Bezug auf das elastische
und das viskoelastische Materialverhalten im Modell berücksichtigt werden.
Weitere intermittierende Versuchsreihen werden im Rahmen der Modellierung und An-
passung eines Alterungsmodells in Kapitel 5 bereitgestellt.

4.2.3 Experimente zum Druckverformungsrest (DVR)

Als ein weiterer mechanischer Langzeitversuch zur Charakterisierung des chemischen
Alterungsverhaltens von Polymeren hat sich der Druckverformungsrest-Test (DVR)
etabliert. Dieser Versuch ähnelt dem kontinuierlichen Relaxationstest, diesmal erfährt
jedoch die Probe während ihrer isothermen Lagerung im Umgebungsmedium eine defi-
nierte Druckverformung. Zu bestimmten Alterungszeiten wird die Deformation zurück-
genommen und nach einer Wartezeit von 30 Minuten in Anlehnung an DIN ISO 815
die Probenhöhe gemessen und in Relation zur Höhe des undeformierten Zustandes ge-
setzt. Dieser Versuch hat sich gerade in der Dichttechnik durchgesetzt, siehe [38]. Hier
kann eine zu große, bleibende Verformung der Dichtung in Folge von Alterungseffekten
schnell zum Ausfall des Bauteiles führen und schwerwiegende Folgen nach sich ziehen.

53



4 Experimentelle Alterungsuntersuchungen an Polymeren

Abbildung 4.14: Spannvorrichtung zur Durchführung des Versuches zum
Druckverformungsrest.

Der prinzipielle Versuchsaufbau ist relativ einfach und in Abbildung 4.14 dargestellt.
Er besteht aus einer Spannvorrichtung aus Edelstahl, die mehrere Proben gleichzei-
tig aufnehmen kann. Die Verformung wird dabei über das Zusammenschrauben zweier
planparalleler Platten aufgebracht, zwischen denen die Prüfkörper über eine Spann-
vorrichtung auf eine genau festgelegte Größe zusammengedrückt werden. Diese Höhe
wird durch Abstandhalter gewährleistet, welche aus demselben Material wie die Plat-
ten sind. In der Regel wird eine Verformung von ungefähr 20 bis 25 Prozent gewählt. In
diesem Zustand wird das Material dann eine bestimmte Zeit unter festgelegten konstan-
ten Temperaturen oder auch in verschiedenen Medien ausgelagert. Nach Ablauf einer
gewissen Zeitspanne (meistens mehrere Tage, Wochen oder Monate) wird das Material
aus der Spannvorrichtung entnommen und 30 Minuten unbelastet bei Raumtemperatur
gelagert, bis die Größe h2 mit Hilfe eines Messschiebers gemessen wird.
Der Druckverformungsrest berechnet sich zu

DVR =
h0 − h2
h0 − h1

∗ 100 [%] (4.1)

Dabei repräsentiert h0 die ursprüngliche Höhe der Probe im jungfräulichen Zustand,
h1 die Höhe der Probe im verformten Zustand und h2 die Höhe des Prüfkörpers nach
der Entspannung. Alle Höhenangaben werden üblicherweise in der Einheit Millimeter
gemacht. Das Prüfergebnis hängt von der Dauer und der Lagerungstemperatur sowie
von der Art und den Abmessungen des Prüfkörpers ab.
In dieser Arbeit soll auf DVR-Messungen eingegangen werden, die an zwei unterschied-
lichen Materialien im Umgebungsmedium Luft gemacht worden sind, aber qualitativ
dasselbe Resultat aufzeigen. Zum Einen ist ein Polyurethansystem bei erhöhten Tem-
peraturen von 60◦C bzw. 80◦C untersucht worden. Die Ergebnisse dieser Messreihen
über einen Alterungszeitraum von 900 Stunden sind der Abbildung 4.15 zu entnehmen.
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Abbildung 4.15: Druckverformungsrest: Ergebnisse der Untersuchungen von in Luft ge-
alterten Polyurethanproben.

Es wird sofort ersichtlich, dass der DVR sowohl von der Alterungsdauer als auch von
der Temperatur beeinflusst wird. Der Alterungsprozess ist demnach thermisch aktivier-
bar. Konkret bedeutet dies, dass die bleibende Verformung umso größer ist, je größer
die Auslagerungstemperatur gewählt wird. Des Weiteren sieht man, dass der Druckver-
formungsrest mit steigender Alterungszeit nichtlinear zunimmt und in eine Sättigung
läuft.
Diese Resultate werden zum Anderen durch die Graphen der Abbildung 4.16 unter-
mauert. Hier wird ein HNBR-Polymer unter einer Deformation von 25% und bei zwei
verschiedenen, erhöhten Temperaturen von 70◦C bzw. 150◦C ausgelagert und zu loga-
rithmisch verteilten Zeitpunkten über eine Versuchsdauer von 3000 Stunden untersucht.
Beide Versuche bestätigen die Temperaturabhängigkeit und die Abhängigkeit von der
Auslagerungsdauer des DVR.
Um die experimentellen Befunde zu interpretieren, soll zur ingenieurmäßigen Veran-
schaulichung die Abbildung 4.17 herangezogen werden. Die Probekörper der Ausgangs-
höhe h0 werden durch Aufbringen einer Deformation auf die Höhe h1 zusammen ge-
drückt (Abb. 4.171). Die Molekülketten werden vereinfacht als schwarze Linien dar-
gestellt und die Vernetzungspunkte, z.B. Schwefelbrücken, als blaue Punkte. Zur auf-
gebrachten Deformation existiert eine Spannung p1 (Abb. 4.172). Im Laufe der Aus-
lagerungszeit im externen Medium werden nun zum Einen Bindungen abgebaut. Die
Spannung sinkt demzufolge auf den Wert p2 (Abb. 4.173). Zum Anderen baut sich
ein zweites, sekundäres Netzwerk auf (Abb. 4.174). Nach der spontanen Entlastung
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Abbildung 4.16: Druckverformungsrest: Ergebnisse der Untersuchungen von in Luft ge-
alterten HNBR-Proben.

der Probe kann diese nun aufgrund des neu gebildeten Netzwerkes nicht mehr in die
Ausgangslage zurückkehren. Es entsteht eine bleibende Deformation, der Druckverfor-
mungsrest (Abb. 4.175).
Grundsätzlich lässt sich der Verformungsrest aber auch bei anderen Belastungszustän-
den, wie z.B. Zug oder Scherung, experimentell untersuchen.
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Abbildung 4.17: Makromolekulare Vorgänge beim Versuch zur Bestimmung des Druck-
verformungsrestes [65].
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4.2.4 Die Dynamisch Mechanische Analyse (DMA)

Die Versuchsführung der Dynamisch Mechanischen Analyse läuft wie folgt ab:
Es werden Zugproben (Material NR) im Kleinmaßstab, d.h. mit Querschnittsabmes-
sungen von ca. 4 mm x 2 mm, lastfrei im Umgebungsmedium bei erhöhten Tempe-
raturen gealtert. Im vorliegenden Fall wird die Alterung in Luftsauerstoff bei einer
Auslagerungstemperatur von 80◦C untersucht. Zu definierten Alterungszeiten wird je
eine Probe aus dem Alterungsofen entnommen und auf Raumtemperatur abgekühlt,
um den vorliegenden Alterungszustand „einzufrieren“.
Anschließend wird die Probe in die Maschine eingespannt, leicht vordeformiert (5%)
und mit einer kleinen Dehnungsamplitude von 0.5% im Frequenzbereich von 0.1 Hz bis
70 Hz zyklisch belastet. Man spricht von einem so genannten Frequenzsweep.
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Abbildung 4.18: Frequenzsweeps im Rahmen der DMA: Entwicklung des Speichermo-
duls über der Alterungszeit.

Die Anregung kann durch die Funktion

ε = ∆ε sinω t (4.2)

beschrieben werden. ∆ε charakterisiert dabei die Dehnungsamplitude und ω = 2 π f
die Anregungskreisfrequenz. Im Allgemeinen kann die zugehörige Spannungsantwort
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durch eine Fourierreihe der Form

σ =

∞
∑

k=1

(Ak sinω t +Bk cosω t) (4.3)

dargestellt werden. Für kleine Anregungsamplituden werden nur die Terme für k = 1
berücksichtigt, alle anderen Fallen als Terme höherer Ordnung aus der Betrachtung
heraus. Demzufolge kann das Spannungssignal nun so niedergeschrieben werden, dass
es eine additive Zerlegung in einen Anteil gibt, der in Phase mit der Anregung schwingt
und einen weiteren Anteil, der sich mit der Anregung in Gegenphase befindet.

σ = ∆ε (E ′ sinω t+ E ′′ cosω t) (4.4)

E ′ wird als Speichermodul bezeichnet und E ′′ als Verlustmodul.
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Abbildung 4.19: Frequenzsweeps im Rahmen der DMA: Entwicklung des Verlustmo-
duls über der Alterungszeit.

Die zugehörigen Alterungsuntersuchungen mit der DMA sind in den Abbildungen 4.18
sowie 4.19 dargestellt.
In Abbildung 4.18 ist der alterungsabhängige Speichermodul E ′ über der Frequenz ge-
plottet. Die Versuche werden in Abständen von einer bzw. zwei Wochen bis zu einer
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Alterungsdauer von 14 Wochen durchgeführt. Man erkennt, dass sich der Speicher-
modul signifikant verändert. Bis hin zur 6. Woche ist eine Zunahme zu erkennen und
dann bricht der frequenzabhängige Modul bis zur 14. Woche ein. Dieses lässt sich mit
den Prozessen des Netzwerkaufbaus und der Netzwerkdegradation erklären. Die Ver-
steifung deutet auf die Entstehung eines sekundären Polymernetzwerkes hin, während
nach einer Zeit von ca. 6 Wochen der Degradationsprozess die dominante Rolle spielt
und für eine Erweichung des Polymers sorgt.
Um eine Aussage über den Einfluss der Alterung auf das viskoelastische Dämpfungs-
verhalten zu bekommen, muss die Entwicklung des Verlustmoduls in Abbildung 4.19
analysiert werden. Zum Einen ist zu sagen, dass sich die Effekte hier in anderen Größen-
ordnungen abspielen als beim Speichermodul. Zwischen den beiden Diagrammen liegt
in etwa eine Zehnerpotenz. Zum Anderen muss aber klar festgehalten werden, das auch
der Verlustmodul nicht nur frequenzabhängig, sondern auch von der Alterungsdauer ab-
hängt. Das transiente Materialverhalten, welches bei den quasi-statischen Experimen-
ten immer ausgeblendet bzw. vernachlässigt wird, verändert sich im Frequenzbereich
qualitativ genauso, wie es der Speichermodul tut. Nach einer anfänglichen Erhöhung
des Verlustmoduls sinkt dieser im Zuge der Alterungsdauer wieder ab.
An dieser Stelle sollte erwähnt werden, dass das transiente Netzwerk sowohl in den
frequenzabhängigen Anteil des Speichermoduls als auch in den Verlustmodul eingeht.
Die Gleichgewichtsspannung geht dagegen nur in den Speichermodul ein.
Folglich muss auch das viskoelastische Materialverhalten einem Alterungsprozess un-
terliegen, der auf die Struktur des Polymers und die Beweglichkeit der Molekülketten
Einfluss nimmt. Die Modellierung dynamischer Alterungsprozesse ist Gegenstand der
aktuellen Forschung, wird aber in dieser Arbeit nicht weiter behandelt.

4.2.5 Der Quellversuch

Messmethode und Messaufbau:
Zur Bestimmung der Dichteänderung bzw. des Quellverhaltens von Polymeren wird
das volumetrische Messprinzip nach Archimedes angewendet. Dazu werden die, in un-
serem Fall zylindrischen Proben vor Beginn der Messung in Umgebungsluft gewogen.
Anschließend werden sie an einem dünnen Faden ins Wasserbad/Medium gehalten und
ihre Masse wird erneut über eine Unterflurwägeeinrichtung gemessen. Der Aufbau des
Versuches ist in Abbildung 4.20 dargestellt. Somit lässt sich über die Formel

Vs =
ms −mf

ρf
(4.5)

das Volumen der Probe bestimmen. Dabei entspricht ms der Probenmasse an der Luft,
mf der Masse der Probe im Fluidbad und ρf der Dichte des Fluides. Die Dichte der
Probe ρs lässt sich demzufolge über die Gleichung

ρs =
ms

ms −mf
ρf (4.6)

berechnen.
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4.2 Charakterisierung der chemischen Alterung

Abbildung 4.20: Aufbau des Volumendilatometers

Im vorliegenden Beispiel werden zwei FPM-Polymerproben bei Temperaturen von 70◦C
und 120◦C über einen Zeitraum von 1000 Stunden im Umgebungsmedium „modifizier-
tes Wasser“ ausgelagert. Um eine Temperatur von 120◦C zu ermöglichen, wird ein
Druckbehälter eingesetzt. Nach 24 h, 63 h, 169 h, 435 h und 1000 h wird mit dem
oben beschriebenen Verfahren die Probenmasse und das aktuelle Probenvolumen be-
stimmt. Die zugehörige, aktuelle Dichte kann über Gleichung (4.6) berechnet werden.
Die Abbildungen 4.21 zeigen zum Einen die auf die Ausgangsmasse m0 normierte Mas-
senänderung der Prüfkörper. Zum Anderen wird ebenso die auf das Ausgangsvolumen
V0 normierte Veränderung des Probenvolumens dargestellt, welches sich aus Gleichung
(4.5) ergibt. Aus den Graphen ist eindeutig erkennbar, dass der Wasseraufnahmepro-
zess des Materials und die damit verbundene Volumenquellung von der Temperatur ab-
hängt, d.h. mit steigender Temperatur diffundiert mehr Umgebungswasser in den Prüf-
körper und sorgt somit für eine größere Quellung. Zudem steigt die Massenänderung
bzw. Volumenänderung als Funktion der Auslagerungsdauer an. Der erste Messwert
zur Volumenänderung der bei 120◦C ausgelagerten Probe deutet auf einen Messfehler
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Abbildung 4.21: Quellversuch: Gemessene Massenänderung (oben) und Volumenände-
rung (unten) einer Polymerprobe.
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hin.
Während die Massenänderung und die zugehörige Volumenquellung der bei 70◦C ausge-
lagerten Probe noch im vernachlässigbaren Bereich liegt (ca. 1%), so liegt die Quellung
des bei 120◦C ausgelagerten Prüfkörpers nach 1000 h schon bei über 10%. Das ist
gerade im Bereich der Dichttechnik eine nicht mehr zu vernachlässigende Größe.

4.2.6 Messung der Sauerstoffaufnahme mit dem OXZILLA

Abbildung 4.22: Aufbau der Sauerstoffmessapparatur.

Die in diesem Abschnitt vorzustellende Messapparatur dient zur Detektion der Sauer-
stoffaufnahme von Polymeren und ist im Rahmen studentischer Arbeiten dafür kon-
struiert worden [66]. Den Hauptbestandteil dieses Experiments bildet ein Respirometer,
das so genannte OXZILLA. Dieses Gerät wird in der Biomedizin verwendet und ist in
der Lage, kleinste Sauerstoffdifferenzen zu messen, wie sie z.B. durch das Atmen eines
Insektes entstehen. Der Versuchsaufbau und die schematische Skizze sind der Abbil-
dung 4.22 zu entnehmen und die Funktionsweise lässt sich wie folgt erklären:
Die Umgebungsluft wird angesaugt und in einem Reinst-Luft-Generator getrocknet
und gefiltert. Anschließend wird die Reinstluft in einem 5 Liter Reservoir unter Druck
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gespeichert. Vom Drucklufttank geht es dann über einen Druckminderer in zwei bau-
gleiche Leitungen. Hier wird der Luftstrom durch einen Massenflussregler eingestellt,
so dass selbst kleinste Durchflussgeschwindigkeiten möglich sind. Daran schließen die
baugleichen Probenkammern an. Eine Kammer wird mit einer Polymerprobe bestückt,
die andere Kammer wird leer gelassen, um eine Referenz zu haben, da das OXZIL-
LA Prüfsystem nur Sauerstoffdifferenzmessungen durchführen kann. Die beiden Kam-
mern sind mit Schnellverschlüssen an die Leitungen des Aufbaus gekoppelt. Hinter den
Kammern befinden sich nochmal zwei Filter, die eventuell aus den Proben ausgelöste
Schadstoffe filtern, um das hoch sensible OXZILLA System nicht zu schädigen. Kurz
bevor die beiden Leitungen an das Respirometer angeschlossen sind, befindet sich ein
Vier-Wege-Umschaltventil. Dieses wird benötigt, um die Sensordrift des Prüfsystems
zu kompensieren und wird in der Regel alle 30 Minuten umgeschaltet.

Abbildung 4.23: Versuche mit dem OXZILLA Prüfsystem: Lastfreie Alterung einer
Elastomerprobe für 89 h bei 60◦C. Aufgetragen ist die Sauerstoffkon-
zentration gegenüber der Meßzeit.

Der Messaufbau ermöglicht es, den Zusammenhang zwischen dem von der Polymerpro-
be aufgenommenen Sauerstoff aus der Luft und den daraus resultierenden Änderungen
in den mechanischen Materialeigenschaften des geprüften Polymers zu analysieren. Da-
zu geht man wie folgt vor:
Im Rahmen der Untersuchungen werden drei Probenkammern mit einer Probe be-
stückt, weitere drei baugleiche Kammern bleiben als Referenz leer. Nun werden al-
le Kammern vortemperiert, verschlossen und anschließend in den Alterungsöfen bei
Temperaturen von 60◦C, 80◦C und 100◦C lastfrei ausgelagert. Zu vorher definierten
Alterungszeitpunkten werden jeweils 2 Kammern aus dem Alterungsofen entnommen,
und zwar eine Kammer mit Probe und eine leere Kammer. Diese Kammern lässt man
auf RT abkühlen und montiert anschließend beide über die druckneutralen Schnell-
verschlüsse in die Versuchsapparatur ein. In den beiden Kammern herrscht nun ein
leichter Unterdruck. Danach wird der Versuch gestartet. Es wird die vom Oxzilla Prüf-
system registrierte Sauerstoffkonzentration als Funktion der Messzeit aufgetragen. Die
Ausgangswerte der Sauerstoffkonzentration der beiden Kammern bis zum Öffnen der
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Ventile nach ca. 120 s dienen als Indikator. Ein Luftstrom bewegt nun die in den bei-
den Kammern befindlichen Luftmassen in das OXZILLA Analysesystem. Abbildung
4.23 zeigt einen solchen Versuch von einer bei 60◦C und einer Dauer von 89 Stunden
gealterten Probe. An den beiden Kurven erkennt man zum Einen, dass die Sauer-
stoffkonzentration in beiden Kammern abfällt. Die Begründung hierfür ist der oben
angesprochene leichte Unterdruck aufgrund des Abkühlvorganges. Wenn man zudem
die Sauerstoffdifferenz der beiden Peaks betrachtet, wird aber zum Anderen auch er-
sichtlich, dass in der Kammer mit Prüfkörper Sauerstoff verbraucht worden ist. Dieser
ist in die Probe diffundiert und sorgt dort für die chemische Alterung.

Abbildung 4.24: Mechanische Relaxationsversuche nach einer Auslagerungszeit von 96
h bei erhöhten Temperaturen.

Um nun den Zusammenhang zwischen der Sauerstoffaufnahme und dem mechanischen
Materialverhalten herzustellen, werden die im OXZILLA System geprüften Proben im
Anschluss einem Kurzzeitrelaxationsversuch von einer Stunde Dauer unterzogen. Die
Abbildung 4.24 zeigt exemplarisch das Resultat dreier Relaxationsversuche bei drei
verschiedenen Auslagerungs- bzw. Alterungstemperaturen und einer Auslagerungsdau-
er von 96 Stunden. Es ist deutlich zu erkennen, dass das Materialverhalten von der
Auslagerungstemperatur abhängt. Genauso kann gezeigt werden, dass das Alterungs-
verhalten der Prüfkörper von der Auslagerungsdauer abhängig ist, siehe Herzig [66].
Die zuletzt gezeigten mechanischen Ergebnisse sind aus den diskontinuierlichen Versu-
chen bereits bekannt. Es stellt sich nun die Frage, welche zusätzliche Information aus
diesem Versuch gewonnen werden kann. Die Antwort liegt auf der Hand, wenn man
sich mit dem Ablauf der chemischen Alterungsprozesse vertraut macht und auch an
Bauteile mit endlichen Abmessungen denkt:
Der Sauerstoff diffundiert in den Festkörper. Die chemischen Alterungsreaktionen wer-
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den aber erst nach einer Initialisierungsphase ausgelöst. Es ist durch diese zusätzli-
che, aus der Messung mit dem OXZILLA System erhaltene Information also möglich,
die von der Temperatur abhängige Zeitdauer der Sauerstoffaufnahme der Polymer-
probe zu ermitteln. Diese kann in Relation zur Initialisierungsphase gesetzt werden.
Wenn die Sauerstoffaufnahme in eine Sättigung läuft, kann dies zudem ein Indikator
für einen Diffusionsstopp sein, wie er beim DLO-Effekt (Diffusion Limited Oxydati-
on) auftritt. Diese Versuchsapparatur soll in Zukunft gerade bei der im Allgemeinen
inhomogenen Alterung von Bauteilen und der damit verbundenen Anpassung eines
thermo-chemomechanischen Modells wertvolle Arbeit leisten. Um die Alterungseffekte
der Sauerstoffaufnahme ortsauflösend zu untersuchen, sind zusätzlich computertomo-
graphische Messungen geplant, wie sie im Kapitel 6 erläutert werden.

4.3 Dissipative Erwärmung von Polymeren

Abbildung 4.25: Dissipative Erwärmung von drei Elastomerproben unterschiedlicher
Breite bzw. mit und ohne Loch unter zyklischer Belastung.

In diesem Unterkapitel geht es um die experimentelle Erfassung von mechanischen
Alterungseffekten oder kurz um die Betriebsfestigkeit von Polymeren bzw. von Elasto-
meren. Elastomere weisen ein ausgeprägtes viskoelastisches Materialverhalten auf und
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werden z.B. gerne als Buchsenlager oder Motorenlager in der Fahrzeugindustrie ein-
gesetzt. Hier unterliegen sie einem breiten Spektrum an zyklischen Belastungen im
Frequenzbereich. Hinzu kommen große Belastungsamplituden, die z.B durch die Fahrt
auf einer Schlechtwegstrecke entstehen können.
Aufgrund ihrer viskoelastischen Eigenschaften dissipieren sie während der zyklischen
Belastung oder auch durch Stossbelastungen Energie. Diese Energie wird in Wärme
umgewandelt und ändert somit wiederum ihr mechanisches Materialverhalten. In Ab-
hängigkeit von der Amplitude und Frequenz sind Erwärmungen von bis zu über 80◦C
möglich [37].
Im vorliegenden Fall werden elastomere Zugproben bei Raumtemperatur in die DMA-
Maschine eingespannt und mit einer Funktion der Form

u(t) = ∆ u sin(2 π f t) (4.7)

belastet. Die Dehnungsamplitude ∆u/l0 wird zu 20% gewählt und die Frequenz f
beträgt 50 Hz. Zum Einen werden Probenbreiten von 2 mm und 11 mm untersucht und
zum Anderen wird noch zusätzlich eine 11 mm breite Probe mit einem Loch getestet,
welches einen Durchmesser von 4 mm besitzt. Die Temperatur der Probenoberfläche
wird mit einer Wärmebildkamera aufgenommen. Die Abbildung 4.25 zeigt zum Einen
die Umgebungstemperatur (Raumtemperatur) im Hintergrund. Zum Anderen ist die
stationäre Oberflächentemperatur der drei verwendeten Proben zu erkennen, die sich
nach ca. 45.000 Belastungszyklen eingestellt hat. Der Temperaturverlauf ist inhomogen.
Am oberen und unteren Probenrand, an dem sich die Klemmbacken aus Stahl befinden,
fliesst die Wärme schneller ab als am rechten bzw. linken Probenrand, die beide der
Umgebungsluft ausgesetzt sind.
Es fällt auf, dass die zweite, im Vergleich zur ersten breitere Probe einen größeren Er-
wärmungseffekt aufzeigt. Dieser liegt hier bereits bei über 40◦C im Vergleich zu RT,
aber auch die Erwärmung der ersten Probe mit ca. 25◦C ist nicht zu vernachlässigen.
Die Abhängigkeit der Probenerwärmung von ihrer Breite könnte über inhomogene Ver-
zerrungszustände interpretiert werden. Um diese Hypothese abzusichern, sind jedoch
weitere Untersuchungen erforderlich.
Schaut man sich nun die Eigenerwärmung der Probe mit Loch gegenüber der gleich
breiten Probe ohne Loch an, so zeigen beide Proben nahezu die gleiche Erwärmung,
obwohl der Verzerrungszustand der Probe mit Loch der Inhomogenere von beiden sein
muss. Eine mögliche Interpretation ist, dass die größere Oberfläche der Probe mit Loch
den Erwärmungseffekt wieder egalisiert.
Zur Studie des Eigenerwärmungsverhaltens als Funktion der Anregungsfrequenz wird
auf die Abbildung 4.26 verwiesen. Hierin sind die Eigenerwärmungen der unterschied-
lichen Proben als Funktion der Frequenz aufgezeichnet worden. Es ist deutlich zu er-
kennen, dass die Eigenerwärmung mit steigender Frequenz zunimmt. Ein ähnliches
Verhalten lässt sich beobachten, wenn die Amplitude bei gleicher Frequenz erhöht wird
[37]. Diese Effekte werden im Rahmen der zugehörigen Modellierung noch einmal in
Kapitel 5 aufgegriffen.
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Abbildung 4.26: Dissipative Erwärmung in Abhängigkeit der Frequenz und der Pro-
bengeometrie bei einer Dehnungsamplitude von 20%.
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5.1 Zur Modellierung des Alterungsverhaltens von

Polymeren

In diesem Kapitel sollen Überlegungen angestellt werden, wie man einzelne Alterungs-
phänomene mit einem geeigneten Materialmodell abbilden kann. Sicherlich wird es
nicht möglich sein, mit einem Alterungsmodell alle Phänomene quantitativ abzubilden.
Das Ziel muss es sein, ein an das entsprechende Problem gebundenes, ingenieurmäßiges
Modell zu entwickeln, das mit vertretbarem Aufwand numerische Simulationen zulässt
und möglichst viele Effekte beschreiben kann. Das Modell muss thermomechanisch
konsistent sein, d.h. es muss verträglich mit dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik sein.
Neben den mechanischen Eigenschaften sollen in Bezug auf das physikalische Alterungs-
verhalten Temperaturprozesse im Bereich der Glasübergangstemperatur berücksichtigt
werden. Weiterhin müssen auf der chemischen Seite die Phänomene der Kettenspaltung
und des Netzwerkaufbaus abgebildet werden können. All diese Eigenschaften werden
auf phänomenologische Weise formuliert. Das transiente Anfangsrandwertproblem wird
dann als gekoppeltes Mehrfeldproblem in ein Finite Elemente Programm implementiert
und für gegebene Anfangsrandwertprobleme gelöst. Das hier vorliegende Modell wurde
im „International Journal of Adhesion“ publiziert [80].

5.1.1 Ein thermorheologisch motivierter Ansatz

Um dreidimensionale Modelle zu entwickeln, die einer physikalischen Motivation un-
terliegen, bedient man sich so genannter rheologischer Modelle. Das sind Parallel- und
Reihenschaltungen von masselosen Feder-, Dämpfer- und Temperaturelementen. Aus
der Erfahrung ist bekannt, dass sich solche Modelle mit geringem Aufwand auf drei-
dimensionale Spannungs- und Deformationszustände übertragen lassen und dass die
besagten Modelle thermodynamisch konsistent sind. In diesem Beitrag werden aller-
dings keine dreidimensionalen Modelle für große Deformationen entwickelt. Vielmehr
wird der erste Schritt begangen, welcher in der Herleitung eines eindimensionalen, rheo-
logisch motivierten, phänomenologischen Modells liegt. Dieses Modell soll modular auf-
gebaut werden, so dass es einzelne mechanische, thermische oder chemische Probleme
disjunkt voneinander beschreiben kann. Das hat den großen Vorteil, dass man eine spä-
tere Modellanpassung in Bezug auf die modularen Bausteine und der dazugehörigen
Experimente strategisch sinnvoll durchführen kann.
Um die besagten Materialeigenschaften abzubilden, wird ein rheologisches Modell nach
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Abbildung 5.1: Rheologisches Modell zur Beschreibung von chemischen und physikali-
schen Alterungsprozessen in Abhängigkeit der Temperatur.

Abbildung 5.17 eingeführt, das aus mehreren Reihenschaltungen von Temperatur-, Fe-
der und ggf. Dämpferelementen besteht, die dann wiederum zueinander parallel geschal-
tet werden. Im Einzelnen sollen die verschiedenen Bausteine die folgenden Sachverhalte
abbilden: Die ersten beiden speziellen Feder-und Temperaturelemente sollen neben der
Grundelastizität auch die chemischen Phänomene der Kettenspaltung und des Netz-
werkaufbaues beschreiben. Die weiteren parallel geschalteten n Maxwell- und Tempe-
raturelemente bilden das thermoviskoelastische Verhalten des Materials sowie der Pro-
zessabhängigkeit der Temperaturdehnung des Gesamtmodells ab. Die Gesamtspannung
σ des Modells ergibt sich aus der Summe der beiden Grundspannungen σeqj, j = 1, 2
und der Summe der Nichtgleichgewichtsspannungen σneqj, j = 1...n

σ =
2
∑

j=1

σeqj +
n
∑

j=1

σneqj . (5.1)

Die Grundelastizität besteht aus zwei Anteilen, es gilt die additive Zerlegung der Ver-
zerrung ε in mechanische Anteile εm01, ε

m
02 sowie thermische Anteile εth01, ε

th
02

2
∑

j=1

σeqj = σeq1 + σeq2 , ε = εm0j + εth0j . (5.2)

Die Kettenspaltung als chemisches Alterungsphänomen wird über eine Abhängigkeit
des Elastizitätsmoduls E01 der ersten Feder von einer inneren Variablen qd dargestellt,
die die Kettenspaltung beschreiben soll. Die zugehörige Spannung ergibt sich zu

σeq1 = E01(qd) ε
m
01 = E01(qd)

(

ε− εth01
)

, (5.3)
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wobei der thermische Anteil über die Gleichung

εth01 = α01 (θ − θ0) (5.4)

dargestellt wird. Die Symbole α01, θ, θ0 stehen für den Temperaturausdehnungskoeffi-
zienten, die aktuelle Temperatur und die Referenztemperatur.
Die zeitliche Entwicklung der inneren Variablen, sprich q̇d, muss positiv sein, der funk-
tionelle Verlauf soll in den Grenzen von 0 und 1 liegen und die Ableitung der Elastizi-
tätsfunktion nach der inneren Variablen qd muss negativ sein:

q̇d ≥ 0, 0 ≤ qd ≤ 1,
dE01(qd)

dqd
≤ 0 . (5.5)

Somit ist sichergestellt, dass der 2. Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-
Duhem-Ungleichung erfüllt wird, siehe [109]. Eine einfache Modellgleichung für den
Elastizitätsmodul E01 ist durch

E01(qd) = E01 (1− qd) , qd(0) = 0 (5.6)

gegeben. Die zugehörige Evolutionsgleichung, die die Kettenspaltung in phänomenolo-
gischer Weise beschreibt, wird durch

q̇d = νd e
−

Ed
R θ (1− qd) (5.7)

definiert. Hierbei sind die Modellparameter νd und Ed eingeführt worden. θ steht für
die aktuelle Temperatur und R = 8.314 J/molK für die universelle Gaskonstante.
Die zweite Grundelastizitätsfeder beschreibt den Netzwerkaufbau. Dieser erfolgt nach
dem Stand des derzeitigen Wissens spannungsfrei [176, 175]. Dazu wird der Elastizitäts-
modul dieser Feder in Abhängigkeit von einer weiteren inneren Variablen qr formuliert.
Hierzu lässt sich in Anlehnung an die Arbeiten von Hossain et al. [72, 73], Lion und
Johlitz [109] die folgende Form einer Spannungs-Dehnungs-Beziehung herleiten:

σeq2(t) =

∫ t

0

E02(qr(s)) ε̇
m
02(s) ds =

∫ t

0

E02(qr(s))
(

ε̇(s)− ε̇th02(s)
)

ds . (5.8)

Diese Formulierung wird in eine Spannungsratenformulierung umgewandelt und lässt
sich somit numerisch integrieren

σ̇eq2 = E02(qr) ε̇
m
02 = E02(qr)

(

ε̇− ε̇th02
)

. (5.9)

Sie stellt sicher, dass sich das Netzwerk spannungsfrei aufbauen kann, und zwar unab-
hängig davon, welche Deformation die Probe besitzt. Dabei hat die zugehörige thermi-
sche Dehnung dieselbe Struktur wie zuvor, nämlich

εth02 = α02 (θ − θ0) , (5.10)
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mit einem weiteren Temperaturausdehnungskoeffizienten α02. Für die in diesem Teil-
modell auftretende innere Variable müssen folgende Restriktionen getroffen werden:

q̇r ≥ 0, 0 ≤ qr ≤ 1,
dE02(qr)

dqr
≥ 0 . (5.11)

Ein sinnvoller Ansatz liegt in der Formulierung

E02(qr) = E02 qr, qr(0) = 0 (5.12)

für den von dem Netzwerkaufbau abhängigen Elastizitätsmodul E02(qr). Die Evolution
der inneren Variablen zur Beschreibung des Netzwerkaufbaues wird über die Differen-
tialgleichung

q̇r = νr e
−

Er
R θ (1− qr) (5.13)

beschrieben. Es sind die Modellparameter νr und Er eingeführt worden. Damit ist der
thermo-oxidative Alterungsprozess als ein chemischer Alterungsprozess direkt an die
Grundelastizität des Materials geknüpft worden. Auf eine weitere Temperaturabhän-
gigkeit der Elastizitätsmoduln der Grundelastizität wird aus Übersichtlichkeitsgründen
verzichtet. Das Modell in der jetzigen Form geht davon aus, das der Diffusionsprozess
ins Material bereits stattgefunden hat bzw. die verwendeten Proben so dünn sind, dass
homogene Verhältnisse vorliegen, die Sauerstoffdiffusion hinreichend schnell abläuft
und damit im Vergleich zum Prozess der chemischen Alterung vernachlässigt werden
kann. Um die Alterung von Bauteilen endlicher Dicke beschreiben zu können, muss das
Modell hingegen noch um eine Kopplung an den Diffusionsprozess erweitert werden,
siehe Ausblick.
Polymere Materialien zeigen neben ihrem elastischen Verhalten auch viskoelastisches
Verhalten. Dieses transiente Phänomen wird über eine Kette von Maxwell-Elementen
abgebildet [175, 47]. Die zugehörige Nichtgleichgewichtsspannung σneqj des j-ten Max-
well-Elementes ergibt sich nach wenigen Rechenschritten zu

σneqj = Ej ε
m
ej = Ej

(

ε− εmij − εthj
)

(5.14)

Hierbei geht man wieder von der additiven Zerlegung der Verzerrung ε in mechanische
und thermische Anteile εmj , ε

th
j aus. Zudem werden jetzt noch die mechanischen Anteile

in elastische und inelastische Anteile εmej , ε
m
ij gesplittet. Der elastische Anteil beschreibt

die Deformation der Feder (Elastizitätsmodul Ej) während der inelastische Anteil die
Deformation des Dämpfers (Viskosität ηj) widerspiegelt. Die thermische Deformation
wird wieder über die bekannte Beziehung

εthj = αj (θ − θ0) (5.15)

beschrieben mit weiteren Temperaturausdehnungskoeffizienten αj. Für die Evolutions-
gleichung der inneren Variablen εmij wird durch Auswertung des 2. Hauptsatzes die
Gleichung

ε̇mij =
Ej

ηj

(

ε− εmij − εthj
)

, ηj ≥ 0 (5.16)
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motiviert. Um die thermoviskoelastischen Materialeigenschaften über den Glasüber-
gangsbereich hinaus beschreiben zu können, d.h. vom elastomeren in den Glasbereich
hinein und umgekehrt, muss die Viskositätsfunktion in Abhängigkeit von der Tempe-
ratur θ und der Glasübergangstemperatur θG formuliert werden. Weiterhin muss der
physikalische Alterungsprozess abgebildet werden. Um beides zu vereinen, wird in An-
lehnung an die Arbeiten von Lion et al. [112, 111] und der Arbeit von Greiner und
Schwarzl [54] eine erweiterte WLF-Gleichung

ηj (θ, f) = η0j e
−C3(f−fθG) e

−
C1(θ−θG)
C2+(θ−θG) (5.17)

vorgeschlagen mit den Modellparametern C1 = 17.5, C2 = 52K. Die zusätzliche Expo-
nentialfunktion beschreibt die Abhängigkeit der Viskosität vom freien Volumen f, das
hier als weitere dimensionslose innere Variable eingeführt worden ist. Der Materialpa-
rameter C3 dient dazu, diesen Einfluss zu beschreiben und fθG ist das freie Volumen
in Bezug auf die Referenztemperatur (hier: Glasübergangstemperatur). Der Parameter
η0j in dieser Gleichung ist der Wert der Viskosität bei θ = θG und f = fθG.
Unter dem Begriff des freien Volumens versteht man eine Größe, die die Beweglichkeit
der Makromoleküle bestimmt. Diese ist bei erhöhten Temperaturen, also im entro-
pieelastischen Bereich, um ein vielfaches größer als bei niedrigen Temperaturen, wie
sie unterhalb von Tg anzutreffen sind. In Anlehnung an die Arbeit von Greiner und
Schwarzl [54] wird zur Berechnung des freien Volumens die Evolutionsgleichung

ḟ =
1

τ
(fθ − f) (5.18)

angesetzt. Damit wird eine zusätzliche Zeitskala eingeführt, bei der der Modellparame-
ter τ die Funktion einer Relaxationszeit einnimmt. Der Gleichgewichtswert des freien
Volumens bei einer bestimmten Temperatur wird über die Beziehung

fθ = fθG + αf (θ − θG) (5.19)

berechnet. Der Modellparameter αf steht hierbei für die Differenz der Wärmeausdehn-
ungskoeffizienten des Materials aus dem entropieelastischen und energieelastischen Be-
reich, siehe [54]. Bei Polymeren liegt etwa ein Faktor von drei bis vier zwischen diesen
Werten.
Mit dieser Viskositätsfunktion ist es nun möglich, sowohl das Temperaturverhalten als
auch physikalische Alterungsphänomene zu beschreiben, die ja bekannterweise unter-
halb der Glasübergangstemperatur stattfinden. Weiterhin ist es mit diesem Konzept
möglich, das thermomechanische Materialverhalten sowohl oberhalb als auch unterhalb
des Glasüberganges zu modellieren. Dazu dienen u.a. auch die eingeführten, unter-
schiedlichen thermischen Ausdehnungskoeffizienten.

5.1.2 Simulationen und Diskussion der Ergebnisse

Um die Funktionsweise des Modells zu demonstrieren, sollen zunächst chemische und
physikalische Alterungsphänomene disjunkt voneinander betrachtet werden. Das macht
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auch Sinn, da die chemische Alterung von Elastomeren oberhalb von TG besonders
ausgeprägt ist. Ein physikalischer Alterungsprozess wird sich hingegen unterhalb der
Glasübergangstemperatur abspielen. Grundsätzlich ist das entwickelte Modell in der
Lage, allgemeine thermo-chemo-mechanisch gekoppelte Alterungsprozesse abzubilden.
Als erstes soll die chemische Spannungsrelaxation, also der kontinuierliche Alterungs-
versuch simuliert werden. Dazu werden konstante Temperaturen vorausgesetzt, so wie
sie in der in Kapitel 4 vorgestellten Versuchsapparatur herrschen. Eine Probe wird
spontan (in kurzer Zeit) auf ein Dehnungsniveau von 10 % deformiert und anschließend
wird ihre auf den Spitzenwert normierte Spannung über der logarithmischen Zeitach-
se aufgetragen, siehe Abbildung 5.2. Um diesen Sachverhalt korrekt wiedergeben zu
können, müssen die Modellparameter des Federlementes, welches die Kettenspaltung
beschreibt, abgeschätzt werden. Ein entsprechender Satz an Modellparametern ist in
Tabelle 5.7 gegeben.

E01 [MPa] Ed [J/mol] νd [1/s] α01[−]

5.0 30000 1011 0.0

Tabelle 5.1: Modellparameter zur Beschreibung des Kettenspaltungsprozesses.

Auf eine Berücksichtigung der viskoelastischen Eigenschaften wurde aus Übersicht-
lichkeitsgründen an dieser Stelle verzichtet. Aus der Tabelle wird ersichtlich, dass ein
typischer Wert für den Elastizitätsmodul des Polyurethans mit 5.0 MPa angesetzt wor-
den ist. Das thermische Dehnungselement hingegen ist bei diesem isothermen Versuch
außer Acht gelassen worden. Weiterhin spielen die Modellparameter des Federlementes,
welches den Netzwerkaufbau beschreibt, aufgrund der linear homogenen Abhängigkeit
der Spannungsrate von der Dehnrate bei diesem Versuch keine Rolle.
Im folgenden sind Simulationen von Langzeitversuchen bei Temperaturen von +80◦C,
+90◦C und +100◦C über einen Zeitraum von 104 h durchgeführt worden. Die Abbil-
dung 5.2 zeigt die starke Abhängigkeit der chemischen Spannungsrelaxation von der
Temperatur. Je höher die Temperatur ist, desto eher setzt die chemische Spannungsre-
laxation ein. Der Prozess wird also thermisch aktiviert und führt im simulierten Fall zur
kompletten Degradation des polymeren Netzwerkes. Hierbei wird nochmals ersichtlich,
dass der in der deformierten Konfiguration stattfindende, spannungsfreie Netzwerkauf-
bau keinen Einfluss auf den kontinuierlichen Relaxationsversuch hat.
Um diesen Sachverhalt zu untersuchen, braucht man auf der experimentellen Seite in-
termittierende Relaxationsversuche. Auf der Simulationsseite übernimmt diese Aufgabe
das zweite Federelement, welches in der vorgestellten Konstellation in der Lage ist, den
Netzwerkaufbau zu beschreiben. Die Modellparameter des für den Netzwerkabbau ver-
antwortlichen Modellteils sind beibehalten worden. Hinzu kommen nun die folgenden
Parameter, die in Tabelle 5.2 aufgelistet worden sind. In der ersten Simulation wird
für den Netzwerkaufbau der gleiche Elastizitätsmodul gewählt wie für den Netzwerkab-
bau, in der zweiten Simulation ist das sich aufbauende Netzwerk weicher als das sich
abbauende Netzwerk. Hinzu wurde die Reaktionskinetik dahingehend verändert, dass

74



5.1 Eindimensionale Betrachtung

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

10−2 10−1 100 101 102 103 104

σ/
σ 0

 [−
]

Zeit [h]

Alterungstemperatur:  100°C
Alterungstemperatur:  90°C
Alterungstemperatur:  80°C

Abbildung 5.2: Simulation der chemischen Spannungsrelaxation unter verschiedenen
isothermen Bedingungen.

der Netzwerkaufbau schneller anläuft als der Netzwerkabbau. Die thermischen Dehn-
elemente und die Viskoelastizität wurden wiederum außer Acht gelassen. Es herrschen
isotherme Bedingungen.
In den Abbildungen 5.3 sind die Ergebnisse der intermittierenden Versuche über der
Alterungsdauer dargestellt. Dabei sind konstante Temperaturen von +80◦C, +90◦C
und +100◦C benutzt worden. Aufgetragen ist die normierte Spannung über der Zeit in
Stunden. Die simulierte Zeitdauer der intermittierenden Versuche (Alterungsdauer) ist
dabei in Zehnerpotenzen abgestuft worden. Zwischen den Simulationszeitpunkten ist
dabei linear interpoliert worden.
Aus den Diagrammen ist ersichtlich, dass sich das polymere Netzwerk zunächst auf-
baut, d.h. die Spannung steigt mit der Alterungszeit. Nach einem Maximum fällt die
Spannung wieder ab. Die Interpretation für diese Vorgänge lässt sich wie folgt führen:
Zunächst dominiert der Netzwerkaufbau die Steifigkeit der Probe. Das führt zu einem
Spannungszuwachs. Im Laufe der Zeit läuft dieser Prozess in eine Sättigung und der
Netzwerkabbau übernimmt die dominierende Rolle. Das führt zu einem Steifigkeitsver-
lust (Spannungsabfall). Sind beide Vorgänge abgeschlossen, so wird die Reststeifigkeit
des Materials durch den Modellparameter E02 des Netzwerkaufbaus repräsentiert.
Zudem werden beide Reaktionen thermisch beeinflusst, d.h. eine Erhöhung der Tempe-
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Abbildung 5.3: Simulation der intermittierenden Versuche bei unterschiedlichen Re-
aktionskinetiken: Abbau gleich Aufbau (oben) bzw. Abbau größer als
Aufbau (unten).
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Versuch E02 [MPa] Er [J/mol] νr [1/s] α02[−]

1 5.0 30000 1013 0.0
2 3.0 32000 1013 0.0

Tabelle 5.2: Modellparameter des sich neu aufbauenden Netzwerkes für den intermit-
tierenden Versuch.

ratur führt auf eine Beschleunigung der Reaktionskinetik. Dieses Ergebnis steht qua-
litativ in Einklang mit den im Kapitel 4 gezeigten experimentell beobachteten Da-
tenverlauf. Mit dem Modell ist es bei entsprechender Parameterwahl natürlich genauso
möglich, zuerst eine Erweichung und dann eine Versteifung des Netzwerkes abzubilden.
Hierzu müssen die Reaktionsgeschwindigkeiten von Netzwerkab- und aufbau entspre-
chend gewählt werden.
Nach Diskussion der Simulationsrechnungen von chemischen Alterungsphänomenen soll
nun die physikalische Alterung betrachtet werden. Zur Vereinfachung der Betrachtungs-
weise wird die chemische Alterung hierbei nicht berücksichtigt. Dieses ist gleichbedeu-
tend mit der mathematischen Aussage qd = qr = 0 im Sinn von (5.7) und (5.13), d. h.
es findet weder eine Kettenspaltung noch ein Netzwerkneuaufbau statt. Zur Modellie-
rung der physikalischen Alterung wird somit nur der Elastizitätsmodul E01 = 5.0MPa
benötigt.
Aus Gründen der Übersichtlichkeit und zum Aufzeigen der physikalischen Alterungs-
eigenschaften wird zur Vereinfachung nur ein Maxwell-Element betrachtet. Dazu sind
diejenigen Materialparameter, welche die Prozessabhängigkeit des freien Volumens be-
schreiben, in Anlehnung an die Arbeit von Greiner und Schwarzl [54] gewählt worden.
Die Glasübergangstemperatur ist auf θG = 60◦C festgelegt worden. Dieser Wert ent-
spricht den experimentellen Beobachtungen am gezeigten Polyurethansystem. Weitere
Parameter, wie die Relaxationszeit τ , die Wärmeausdehnungskoeffizienten α01, α1 und
die viskoelastischen Parameter E01, η01 sind so gewählt worden, dass sie den gewünsch-
ten Effekt auf einer möglichst engen Zeitskala abbilden. Dies vereinfacht die numeri-
schen Simulationen und verkürzt die Rechenzeit. Die Zusammenfassung der verwende-
ten Modellparameter ist in Tabelle 5.3 gegeben.

α01[1/K] α1[1/K] E1 [MPa] η01[Ns/m
2]

0.0001 0.0003 10.0 1.0
fθG [−] αf [1/K] C3 [-] τ [s]
0.0157 3.55e-4 300.0 10000.0

Tabelle 5.3: Modellparameter zur Beschreibung des physikalischen Alterungs-
verhaltens.

Die Simulation der physikalischen Alterung wurde innerhalb eines FEM-Programmes
als thermomechanisch gekoppeltes Anfangsrandwertproblem umgesetzt. Dabei wird die
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simulierte Probe bei 100 ◦C für einen gewissen Zeitraum isotherm vorkonditioniert. Die-
ser Wert liegt oberhalb von Tg und führt dazu, dass die temperaturabhängige Visko-
sität des Modellmaterials klein wird und dient daher zum Löschen des Gedächtnisses.
Anschließend wird die Temperatur mit einer linearen Funktion der Zeit auf 40 ◦C re-
duziert und dann über die restliche Versuchsdauer konstant gehalten. Während dieses
Simulationsvorganges können sich bei einer eingespannten Probe nur thermische Span-
nungen aufbauen. Diese Spannungen werden über die Parameter α01, α1 erfasst. Bei
einer Lagerung ohne Zwangsbedingungen treten demzufolge keine Spannungen auf.
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Abbildung 5.4: Physikalische Alterung: Simulation der Relaxationsversuche mit unter-
schiedlichen Alterungszeiten bei 40 ◦C.

Nun werden drei unterschiedliche Relaxationsversuche simuliert. Alle drei Versuche ha-
ben die gleiche, eben beschriebene Vorgeschichte. Nur die Alterungszeit bei 40 ◦C ist
unterschiedlich. So wird auf die jeweilige Probe nach einer Alterungsdauer von 5.000 s,
10.000 s bzw. 20.000 s eine sprunghafte Deformation von 10 % aufgebracht und das
Spannungsverhalten über der Zeit aufgetragen. Die Abbildung 5.4 zeigt die zugehörigen
Simulationsergebnisse. Diese zeigen ein mit zunehmender Alterungsdauer verlangsam-
tes Relaxationsverhalten und sind im Einklang mit den in Kapitel 4 vorgestellten,
ersten experimentellen Befunden.
Es ist allerdings zu beachten, dass die Materialparameter so gewählt worden sind, um
innerhalb kurzer Simulationszeiten aufzuzeigen, dass das Modell in der Lage ist, die
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physikalische Alterung zu beschreiben. Die Dauer der physikalischen Alterung liegt in
der Realität auf viel größeren Zeitskalen und lässt sich durch Vergrößerung des Para-
meters τ beliebig einstellen. Eine Anpassung der Modellparameter an reale Messdaten
soll zukünftig durchgeführt werden.

5.1.3 Zusammenfassung und Ausblick

Die in diesem Unterkapitel durchgeführten Untersuchungen haben sich mit physika-
lisch/chemischen Alterungsphänomenen beschäftigt, wie sie beispielsweise in polyme-
ren Materialien auftreten. Es wurde ein rheologisches Materialmodell vorgestellt, wel-
ches sowohl chemische als auch physikalische Alterungserscheinungen darstellen kann.
Die ersten Simulationsergebnisse sind vielversprechend und zeigen, dass das Modell in
der Lage ist, die auftretenden Effekte zu erfassen. Der Vorteil des Modells liegt im
modularen Aufbau begründet, der es erlaubt, Teilphänomene disjunkt voneinander zu
modellieren. Die zugehörigen Parameter der Teilmodelle können somit auch unabhän-
gig voneinander identifiziert werden.
Da es sich bei den in dieser Arbeit verwendeten Proben um S2-Zugstäbe handelt und
diese hinreichend dünn sind, konnte von einer homogenen Sauerstoffkonzentration und
einem homogenen Temperaturverlauf in der Probe ausgegangen werden. Das Ziel muss
es aber sein, Bauteile (z. B. Polymerlager) zu simulieren, welche eine endliche Dicke
aufweisen. Hierzu müssen der inhomogene Diffusionsprozess und der inhomogene Tem-
peraturverlauf in der Probe berücksichtigt werden. Dazu muss das vorgeschlagene Mo-
dell um eine Diffusions-Reaktionsgleichung ergänzt werden, wobei die Sauerstoffkon-
zentration in die Evolutionsgleichungen der Kettenspaltung und des Netzwerkaufbaus
eingeht.
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5.2 Thermo-oxidative Alterung von Elastomeren: Ein

Modellierungsansatz für große Deformationen

In diesem Beitrag wird die chemische Alterung von Elastomeren in Luft modelliert. Ein
repräsentatives Beispiel für dieses Phänomen ist beispielsweise die thermo-oxidative Al-
terung von Elastomerlagern in Kraftfahrzeugen. Als erstes wird ein experimenteller Da-
tensatz vorgestellt, der zur Modellierung und Parameteranpassung herangezogen wird.
Vom theoretischen Standpunkt aus wird ein konstitutiver Gleichungssatz unter Aus-
wertung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik bereitgestellt. Das Modell zeigt eine
physikalisch basierte Struktur, die eine eindeutige Identifizierung aller Modellparameter
möglich macht und zu sinnvollen Simulationsergebnissen führt. Die hier vorgestellten
experimentellen Befunde sowie die Theorie sind in [82] veröffentlicht worden.

5.2.1 Material und experimentelle Methoden

Zur experimentellen Untersuchung des Materials in Bezug auf die thermo-oxidative
Alterung werden die folgenden Versuche herangezogen:

• kontinuierlicher Relaxationsversuch

• intermittierender Zugversuch

Alle Versuche werden für den Deformationszustand des uniaxialen Zuges durchgeführt.
Die Materialproben haben einen rechteckigen Querschnitt mit den Abmessungen von
2.5mm x 5mm bei einer Ausgangslänge von L0 = 50mm. Sie bestehen aus Natur-
kautschuk mit einem Kohlenstofffüllgehalt von 60 phr. Während der Alterungsphase
werden die Proben der Luft ausgesetzt. Die aufgezeichneten Spannungswerte P11 ent-
sprechen der Zugspannungskomponente des 1. Piola-Kirchhoff Spannungstensors P,
d.h. die aufgezeichnete Kraft wird auf die Querschnittsfläche der Probe in der unde-
formierten Lage bezogen.

Kontinuierlicher Relaxationsversuch

Der kontinuierliche Relaxationsversuch ist sehr nützlich, um den Netzwerkabbaupro-
zess zu untersuchen. Dabei werden die zu untersuchenden Proben auf ein vorgegebenes
Dehnungsniveau gestreckt und für eine ausreichend lange Zeitdauer (z.B. 500 h) bei
erhöhter Temperatur (z.B. 80◦C) gelagert. Nach Ablauf der physikalischen Relaxation
infolge der Viskoelastizität des Materials wird ein starker Abfall der Spannung infolge
von einsetzender chemischer Alterung beobachtet. Dieser Test ist unabhängig von dem
der Netzwerkneubildung, welche spannungsfrei in Bezug auf die jeweilige Dehnungs-
konfiguration abläuft.
Der Versuch wird unter Verwendung von drei verschiedenen Dehnungsniveaus (ε=
20%, 35% und 50%) und drei verschiedenen, erhöhten Temperaturen (θ = 60◦C, 80◦C
und 100◦C) durchgeführt. Der Versuchsaufbau ist so konstruiert worden, dass jeweils
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Abbildung 5.5: Versuchsaufbau zum gleichzeitigen Testen von drei Proben

drei Proben gleichzeitig untersucht werden können. Dies erlaubt eine Abschätzung even-
tueller Probenstreuungen, siehe Abb. 5.5.
Abbildung 5.6 zeigt die Spannungs-Zeitverläufe der Proben, welche bei einer Deforma-
tion von 20% untersucht worden sind. Wie vorhergesagt, ist die physikalische Span-
nungsrelaxation am Anfang der Versuche sehr ausgeprägt (t < 104 s für 100◦C, bzw.
t < 105 s für 60◦C). Dieser ersten Relaxationsphase folgt ein zweiter Bereich, in dem
ein signifikanter Abfall der Spannung zu beobachten ist und dessen Ursache in dem
chemisch bedingten Zerstörungsprozess des polymeren Ausgangsnetzwerkes zu finden
ist.
Die Versuchskurve bei 100◦C zeigt hingegen einen Spannungsanstieg in der finalen Pha-
se des Versuches (t > 7 ∗ 105 s), der so nicht erwartet worden ist. Die Vermutung liegt
nahe, dass es sich bei diesem Effekt um die chemische Schrumpfung des Materials han-
delt. Dieser Effekt ist im Hinblick auf die chemische Alterung sicherlich von Interesse,
er wird aber in dem hier präsentierten Ansatz nicht berücksichtigt.
Abbildung 5.7 zeigt die Spannungs-Zeitverläufe für Dehnungen von 35% und 50%. Das
Materialverhalten ist ähnlich zu den Beobachtungen bei 20% Dehnung.
Die hier präsentierten Ergebnisse suggerieren, dass die Steifigkeit des Materials während
der Alterung signifikant abnimmt, aber das Gegenteil war der Fall. Nachdem die Proben
zum Versuchsende ausgespannt worden sind, fühlten sie sich steif und spröde an. Die
Quantifizierung dieses Effektes obliegt dem nächsten Abschnitt.

Intermittierende Zugversuche

Dieses Experiment wird benötigt, um den Netzwerkneubildungsprozess zu untersuchen.
Hierzu werden die Proben bei erhöhten Temperaturen lastfrei an der Luft gealtert. Zu
vorher festgelegten Zeitpunkten wird dieser Alterungsvorgang unterbrochen, in dem
man die Proben auf Raumtemperatur abkühlt und sie einem Kurzzeitversuch unter-
zieht. In unserem Fall ist das der uniaxiale Zugversuch in einem Deformationsbereich
von 0% bis 50%. Während dieses Versuches geht man davon aus, dass der Alterungs-
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Abbildung 5.6: Kontinuierliche Relaxationsversuche bei einer Dehnung von ε= 20%

zustand eingefroren ist. Die Deformationsrate wird klein gehalten (0.1%/s), um vis-
koelastische Eigenschaften zu unterdrücken. Für jeden der Versuche wird eine neue,
gealterte Probe verwendet, damit andere Einflüsse, wie z.B. der Mullins Effekt, die
Ergebnisse nicht verfälschen.
Abbildung 5.8 zeigt das Spannungs-Dehnungsverhalten für Proben, die verschieden
lange Alterungsphasen bei 100◦C durchlaufen haben. Es hat sich herausgestellt, dass
bereits kurze Alterungszeiten für einen signifikanten Anstieg in der Steifigkeit des Ma-
terials sorgen (bis zu + 70%). Weiterhin ist zu beobachten, dass die Rissdehnung mit
zunehmender Temperatur und Alterungszeit abnimmt (θ= 100◦C und d ≥ 3 Tage).
Die Graphen aus Abbildung 5.9 (θ= 60◦C und 80◦C) zeigen ein ähnliches Verhalten
wie die Graphen bei 100◦C. Während der Netzwerkabbauprozess, der in den kontinu-
ierlichen Relaxationsversuchen zu beobachten war (Abb. 5.6 und 5.7), bei niedrigeren
Temperaturen weit weniger ausgeprägt ist, zeigt sich hier ein vollkommen anderes Bild.
Selbst bei niedrigeren Temperaturen und in kurzen Zeiträumen (nur wenige Tage) ist
ein Anstieg der Spannung zu beobachten. Dies ist ein Zeichen dafür, dass die Bil-
dung eines neuen, sekundären Netzwerkes der dominierende Prozess in der Alterung
des hier zu untersuchenden Werkstoffes ist. Um eine detailliertere Aussage über den
Netzwerkneubildungsprozess machen zu können, sind eine Reihe weiterer Zugversuche
durchgeführt worden, die aber aufgrund der besseren Übersichtlichkeit nicht in den
Abbildungen 5.8 and 5.9 gezeigt werden. Zudem kann der Einfluss der Alterungszeit
noch besser quantifiziert werden, wenn man sich die Spannung zu einem bestimmten
Dehnungsniveau (hier ε = 25%) anschaut und diese als Funktion der Alterungsdauer
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Abbildung 5.7: Kontinuierliche Relaxationsversuche bei Dehnungen von ε= 35%
(links) und ε= 50% (rechts)

d und der Temperatur θ aufträgt, siehe Abb. 5.10.

5.2.2 Theorie

Auf der Grundlage der vorgestellten experimentellen Befunde aus Abschnitt 5.4.1
wird nun ein konstitutiver Ansatz motiviert und eingeführt, der die Simulation des
thermo-oxidativen Alterungsverhaltens von Elastomeren auf Basis der Prozesse des
Netzwerkabbaus und Aufbaus ermöglicht.
Zu diesem Zweck werden die folgenden Annahmen und Einschränkungen gemacht:

• Das Material ist mit Sauerstoff gesättigt. Daher spielt der Diffusionsprozess in
den Laborproben keine Rolle und die chemische Reaktion zwischen dem Feststoff
und dem Sauerstoff verläuft homogen.

• Ferner werden keine Zeit- und Ortsabhängigkeiten der Temperatur berücksichtigt.

• Es wird angenommen, dass sich das Material inkompressibel verhält und dass der
Alterungsprozess unabhängig von der Größe der Belastung abläuft, die auf die
Proben aufgebracht wird.

Es wird von einer phänomenologischen Sichtweise ausgegangen, die es ermöglicht, das
thermo-oxidative Alterungsverhalten auf relativ einfache Weise durch die Modellie-
rung von zwei konkurrierenden Mechanismen zu beschreiben, dem Netzwerkabbaupro-
zess und dem Netzwerkaufbauprozess. Als Prozessvariablen werden der rechte Cauchy-
Green-Tensor C sowie die internen Variablen qd und qr berücksichtigt. Während die
interne Variable qd den Abbau des vorhandenen Polymernetzwerkes beschreibt, bil-
det die interne Variable qr den Aufbau des sekundären Netzwerkes ab. Die Entwick-
lung dieser Variablen wird über die Einführung von Evolutionsgleichungen beschrieben.
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Abbildung 5.8: Intermittierende Zugversuche, θ= 100◦C

Ein sehr guter Übersichtsartikel über die Verwendung von internen Zustandsvariablen
ist beispielsweise die Arbeit von Horstemeyer [71]. Die Formulierung des Materialm-
odells geht von der Möglichkeit aus, isochore und volumetrische Deformationsanteile zu
trennen. Dies motiviert den isochor-volumetrischen Split des Deformationsgradienten
F = F̄ · F̂ [48] mit F̄ = J1/3 I und J =

√
det C. Dazu werden die bekannten Bezie-

hungen zwischen dem isochoren, rechten Cauchy-Green Tensor Ĉ, seiner ersten und
zweiten Invarianten IĈ, IIĈ sowie deren Ableitungen nach dem rechten Cauchy-Green
Tensor C benötigt:

Ĉ = J−2/3 C, IĈ = J−2/3 IC, IIĈ = J−4/3 IIC

∂ IĈ
∂C

= J−2/3
(

I− 1
3
ICC−1

)

∂ IIĈ
∂C

= −2

3
J−4/3 IIC C−1 + J−4/3 (IC I−C)

(5.20)

Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-Planck-Ungleichung lautet

−ρ0 Ψ̇ + T̄ : Ė ≥ 0 , (5.21)

mit der Dichte der Referenzkonfiguration ρ0, dem 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor
T̄ und der materiellen Zeitableitung des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors Ė =
1/2 Ċ. Der Doppelpunkt kennzeichnet das zweifache Skalarprodukt der zugehörigen
Basisvektoren. Ausgehend von diesen Überlegungen wird eine additive Aufspaltung der
spezifischen freien Helmholtz Energiefunktion Ψ in einen volumetrischen Anteil Ψvol,
in einen Netzwerkabbauanteil Ψd und in einen Aufbauanteil Ψr motiviert. Letzterer
beschreibt den Netzwerkneubildungsprozess. Für den Volumenanteil der freien Energie
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Abbildung 5.9: Intermittierende Zugversuche, θ= 60◦C (links) und θ= 80◦C (rechts)

wird der Ansatz von Simo [169] verwendet. Er folgt der Gleichung

ρ0Ψvol =
1

2
K
(

(J − 1)2 + (ln J)2
)

(5.22)

und beinhaltet den Kompressionsmodul K als Materialparameter, der aus physikali-
scher und numerischer Sicht ca. drei Zehnerpotenzen höher gewählt werden sollte als
die anderen elastischen Materialparameter, um die Abbildung nahezu inkompressiblen
Materialverhaltens zu ermöglichen. Für den Teil der freien Energiefunktion, welcher
den Netzwerkabbauprozess beschreiben soll, wird ein Reihenansatz von Mooney [125]
verwendet,

ρ0Ψd = c10(qd) (IĈ − 3) + c20(qd) (IĈ − 3)2 + c30(qd) (IĈ − 3)3

+ c11(qd) (IĈ − 3) (IIĈ − 3) + c01(qd) (IIĈ − 3) ,
(5.23)

wobei die eingeführten Materialparameter cij in geeigneter Weise in Abhängigkeit der
inneren Variablen qd zu formulieren sind. Um sicherzustellen, dass der Netzwerkneubil-
dungsprozess spannungsfrei abläuft, wird in Anlehnung an die Arbeiten von [73] und
[113] eine hypoelastische Formulierung angesetzt. Zu diesem Zweck muss der entspre-
chende Teil der freien Energie als ein Geschichtsfunktional in integraler Form formuliert
werden

ρ0Ψr =
1

2

∫ t

0

(

4

Γ′ (s) : [E(t)− E(s)]

)

: [E(t)− E(s)] ds . (5.24)

Dabei wird der zeitabhängige Tensor 4. Stufe
4

Γ (t) mit den folgenden mathematischen
Beziehungen eingeführt:

4

Γ (t) = qr(t)
∂2w

∂ E2
= 2 qr(t)

∂2w

∂C2
(5.25)
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Abbildung 5.10: Intermittierende Zugversuche, Spannungswerte bei ε = 25%

In dieser Gleichung stellt die Variable w die Dehnungsenergiedichte des Netzwerkneu-
bildungsprozesses dar. Ähnlich wie bei der Gleichung (5.23) wird auch hier ein Mooney-
Ansatz gewählt

w = d10 (IĈ − 3) + d20 (IĈ − 3)2 + d30 (IĈ − 3)3

+ d11 (IĈ − 3) (IIĈ − 3) + d01 (IIĈ − 3) .
(5.26)

Auf der Grundlage dieser Definitionen werden die zeitlichen Ableitungen der einzelnen
Anteile der spezifischen freien Energiefunktion berechnet

ρ0 Ψ̇vol =
J

2
K

(

(J − 1) +
1

J
ln J

)

C−1 : Ċ ,

ρ0 Ψ̇d =
[

c10(qd) + 2 c20(qd) (IĈ − 3) + 3 c30(qd) (IĈ − 3)2

+ c11(qd) (IIĈ − 3)] J−
2
3

(

I− 1

3
IC C−1

)

: Ċ

+ [c11(qd) (IĈ − 3) + c01(qd)] J
−

4
3

(

IC I−C− 2

3
IIC C−1

)

: Ċ

+
∂ρ0 Ψd

∂qd
q̇d ,

ρ0 Ψ̇r =

(
∫ t

0

4

Γ′ (s) : [E(t)− E(s)] ds

)

: Ė .

(5.27)
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Setzt man diese Ausdrücke in die isotherme Form der Dissipationsungleichung (5.21)
ein, so führt die Standard-Argumentation auf einen additiven Split des Spannungsten-
sors in drei Anteile

T̄ = T̄vol + T̄d + T̄r (5.28)

mit

T̄vol = J K

(

(J − 1) +
1

J
ln J

)

C−1 ,

T̄d = 2
[

c10(qd) + 2 c20(qd) (IĈ − 3) + 3 c30(qd) (IĈ − 3)2

+ c11(qd) (IIĈ − 3)] J−
2
3

(

I− 1

3
IC C−1

)

+ 2 [c11(qd) (IĈ − 3) + c01(qd)] J
−

4
3

(

IC I−C− 2

3
IIC C−1

)

,

T̄r =

∫ t

0

4

Γ′ (s) : [E(t)− E(s)] ds .

(5.29)

Die integrale Form von Gleichung (5.29)3 wird nun umformuliert unter Nutzung der
zeitlichen Ableitung

˙̄Tr =
4

Γ (t) : Ė =
4

Γ (t) :
1

2
Ċ = qr(t)

(

∂w

∂C

)•

. (5.30)

Damit ist gewährleistet, dass der Netzwerkneubildungsprozess spannungsfrei abläuft.
Zudem zeigt dieser Ansatz, dass der besagte Neubildungsprozess keinen Beitrag zur
Dissipationsungleichung liefert. Darüber hinaus ist es möglich, die Berechnung des
Tensors vierter Stufe zu vermeiden, indem man einige clevere mathematische Bezie-
hungen ausnutzt. Unter Berücksichtigung von Gleichung (5.26) und mit den zeitlichen
Ableitungen

İC = tr Ċ ,

İĈ = J−
2
3

(

I− 1

3
C−1

)

: Ċ ,

İIC = (IC I−C) : Ċ ,

İIĈ = J−
4
3

(

IC I−C− 2

3
IICC−1

)

: Ċ ,

J̇ =
1

2
J C−1 : Ċ ,

(5.31)
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erhält man folgenden Ausdruck

˙̄Tr = qr(t)

[

(

(2 d20 + 6 d30 (IĈ − 3)) İC + d11 İIC

)

J−
2
3

(

I− 1

3
IC C−1

)

+
(

d10 + 2 d20 (IĈ − 3) + 3 d30 (IĈ − 3)2 + d11 (IIĈ − 3)
)

d
[

J−
2
3

(

I− 1
3
ICC−1

)

]

d t

+ d11 İĈ J
−

4
3

(

IC I−C− 2

3
IIC C−1

)

+ (d11 (IĈ − 3) + d01)
d
[

J−
4
3

(

IC I−C− 2
3
IICC−1

)

]

d t



 .

(5.32)

Letztendlich muss noch die Dissipationsrestungleichung ausgewertet werden

−∂ρ0 Ψd

∂qd
q̇d ≥ 0 . (5.33)

Aus physikalischer Sicht ist es sinnvoll, die folgenden Annahmen für die interne Variable
qd, die den Abbauprozess beschreibt, zu fordern:

q̇d ≥ 0, 0 ≤ qd ≤ 1,
∂cij(qd)

∂qd
≤ 0 . (5.34)

Diese Anforderungen werden durch den einfachen Ansatz

cij(qd) = cij (1− qd) , qd(0) = 0, cij(1) = 0 (5.35)

erfüllt. Da der Netzwerkabbau von der Temperatur θ des Festkörpers abhängt, wird
die zugehörige Evolutionsgleichung wie folgt formuliert:

q̇d = νd e
−

Ed
R θ (1− qd) . (5.36)

Gleichung (5.36) beinhaltet die Modellparameter νd und Ed. R repräsentiert wiederum
die universelle Gaskonstante. Auf eine Deformationsabhängigkeit der Variablen qd wird
aus physikalischen Gründen verzichtet. Bezüglich des Netzwerkneubildungsprozesses,
der durch die Entwicklungsgleichung der internen Variablen qr abgebildet wird, kann
in ähnlicher physikalisch sinnvoller Weise argumentiert werden, so dass die folgenden
Bedingungen eingehalten werden müssen

q̇r ≥ 0, 0 ≤ qr ≤ 1, qr(0) = 0 . (5.37)

Die zugehörige Temperaturabhängigkeit dieser Evolutionsgleichung wird in Analogie
zu Gleichung (5.36) formuliert

q̇r = νr e
−

Er
R θ (1− qr) , (5.38)
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mit den zusätzlichen Modellparametern νr und Er. Dieses Modell wird in den Finite
Elemente Code PANDAS [43] implementiert, um Simulationen komplexer Strukturen
zu ermöglichen. Dabei wird Gleichung (5.291) als eine Art Strafterm verwendet, um das
Materialverhalten als nahezu inkompressibel abbilden zu können. Alle zeitabhängigen
Gleichungen, d.h. (5.32),(5.36),(5.38), werden numerisch mit dem Euler-Rückwärts-
Verfahren gelöst.

5.2.3 Parameteridentifikation und Simulation

Um die Aussagekraft der Theorie aus Kapitel 5.2.2 aufzuzeigen, werden nun die Ex-
perimente aus Kapitel 5.4.1 simuliert. Dazu werden die konstitutiven Gleichungen im
Hinblick auf den uniaxialen Zugversuch reformuliert, was zu einer erheblichen Verein-
fachung bei der Anpassung der Modellparameter führt.

Kontinuierlicher Relaxationsversuch

Wie zuvor beschrieben, hat die Netzwerkneubildung bei diesem Versuch keinen Einfluss
auf das Ergebnis (P11 = P−

11), da die Dehnung konstant gehalten wird. Dies erlaubt
die Separation der beiden Effekte und führt somit auf eine einfachere Identifikation
der zugehörigen Modellparameter. Die zeitabhängige Spannungsfunktion kann nieder-
geschrieben werden zu

P11(t, λ1, θ) = [1− qd(t, θ)] · P−

11,0(λ1, θ) , (5.39)

worin der Ausdruck P−

11,0(λ1, θ) die Gleichgewichtsspannung des ungealterten Materials
bei der gewählten Dehnung von λ1 = 1+ε1 und Temperatur θ darstellt. Unter Berück-
sichtigung isothermer Bedingungen (θ = const.) ist es möglich, die Evolutionsgleichung
für qd (Gleichung 5.36) analytisch zu lösen

qd(t, θ) = 1− e
−

t
τd(θ) , (5.40)

mit der Funktion τd(θ) =
(

νd e
−

Ed
Rθ

)−1

, welche ein Maß für die Dauer der chemischen
Relaxation des Materials ist, die durch den Netzwerkabbauprozess herbeigeführt wird.
Die Vorgehensweise bei der Parameteridentifikation lässt sich in zwei Schritte einteilen:

• Identifikation von P−

11,0 und τd(θ) für jeden kontinuierlichen Langzeitrelaxations-
versuch. Wie aus den experimentellen Daten ersichtlich ist, kann P−

11,0 nicht direkt
bestimmt werden, da sich die Prozesse der physikalischen Relaxation zum Anfang
der Versuche mit der chemischen Alterung überlagern. Aus diesem Grund wird
P−

11,0 als Fitparameter für jede Kurve benutzt.

• Identifikation der Modellparameter Ed und νd unter Berücksichtigung der zuvor
identifizierten Relaxationszeiten τd(θ).
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ε [%] θ=60◦C θ=80◦C θ=100◦C

20 1.070× 107 1.095× 106 1.830× 105

35 9.962× 106 1.031× 106 1.656× 105

50 9.819× 106 7.327× 105 1.625× 105

Tabelle 5.4: τd für die kontinuierlichen Relaxationsversuche

Die identifizierten Werte für τd sind in Tabelle 5.4 aufgelistet. Auf den ersten Blick ist
es ein wenig überraschend, dass die Relaxationszeiten von der aufgebrachten Dehnung
abhängen (niedrigere Relaxationszeiten mit zunehmender Dehnung). Auf der einen Sei-
te könnte man über die experimentelle Streuung der Messdaten nachdenken. Auf der
anderen Seite, wenn man die chemischen Prozesse der Alterung berücksichtigt, macht
diese Tendenz durchaus einen Sinn. Aufgrund der Dicke der Proben (2.5mm) kann
man erwarten, dass der Diffusionsprozess des Sauerstoffes in den Festkörper hinein
einen Einfluss auf das Alterungsverhalten hat. Wenn Zugproben auf große Dehnun-
gen gestreckt werden, verlieren sie aufgrund ihrer inkompressiblen Eigenschaften an
Querschnitt. Das führt dazu, dass eine schnellere, homogene Durchalterung des Pro-
benquerschnittes denkbar wäre.
Nichts desto trotz soll in diesem Beitrag ein phänomenologischer Ansatz verwendet wer-
den, der zunächst den reinen temperaturabhängigen Alterungsprozess abbilden kann,
es für die Zukunft aber offen lässt, derartige Prozesse (Sauerstoffdiffusion) zu berück-
sichtigen. Aus diesem Grund wird in den nächsten Schritten die Alterung bei ε= 20%
betrachtet, die mit der Gleichung

τd(θ) =
(

νd e
−

Ed
R θ

)−1

(5.41)

beschrieben werden kann. Das Ergebnis für τd(θ) bei ε= 20% ist der Abbildung 5.11
zu entnehmen. Ein Blick auf die Modellparameter in Tabelle 5.5 führt zu der Annah-
me, dass die Parameter νd und Ed als unabhängig von der aufgebrachten Dehnung
angesehen werden können.

ε [%] Ed [Jmol−1] νd [s−1]

20 1.0528× 105 3.1508× 109

35 1.0506× 105 3.1508× 109

50 1.0451× 105 3.1508× 109

Tabelle 5.5: Modellparameter des Netzwerkabbauprozesses

Mit diesen identifizierten Parametern ist es nun möglich, die chemischen Relaxati-
onsversuche bei einer Dehnung von ε= 20% zu simulieren, siehe Abbildung 5.12. Die
gestrichelten Linien kennzeichnen die experimentellen Daten, während die durchgezoge-
nen Linien die Simulationsergebnisse repräsentieren. Bemerkung: Zur Identifikation der
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Abbildung 5.11: τd bei einer Dehnung von ε= 20%

Modellparameter werden nur die markierten Punkte des Experiments verwendet. Da
das Modell erstellt worden ist, um die Alterungseigenschaften, die die Gleichgewichts-
spannung betreffen, abbilden zu können, werden die viskoelastischen Effekte infolge der
physikalischen Relaxation in der Anfangsphase der Versuche bei der Anpassung der
Modellparameter nicht berücksichtigt. Zudem wird das Ansteigen der Kurve bei 100◦C
zum Ende des Versuches ignoriert, da die chemische Schrumpfung nicht Bestandteil
der Modellierung ist.
Alles in allem zeigen die Simulationsergebnisse eine gute Übereinstimmung mit den
experimentellen Daten. Die Simulationen bei 60◦C und 80◦C zeigen zwar ein wenig
mehr Abweichung als die Simulation bei 100◦C, aber wenn man zu Grunde legt, dass
lediglich zwei Modellparameter zur Anpassung der Daten verwendet worden sind, ist
das Gesamtergebnis sehr zufriedenstellend.

Intermittierende Zugversuche

Auf Basis der ermittelten Parameter für den Netzwerkabbauprozess werden im nächs-
ten Schritt die zugehörigen Parameter des Teilmodells für die Netzwerkneubildung
identifiziert.
In ganz ähnlicher Weise zur vorangegangenen Identifikation werden als erstes die che-
mischen Relaxationszeiten τr bestimmt.
Hierzu werden die Daten der Spannung P+

11(λ, d, θ) benötigt, welche nur den Aufbau-
prozess über die Entwicklung der inneren Variable qr beschreiben. Der Einfluss des
Netzwerkabbauprozesses soll ausgeblendet werden. Dies wird erreicht, in dem die Span-
nung zu einem gewissen Dehnungsniveau ε1 (siehe Abbildung 5.10) betrachtet wird und
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Abbildung 5.12: Simulation der kontinuierlichen Relaxationsversuche bei ε= 20%

man davon den Beitrag des sich abbauenden Netzwerkes abzieht. Es gilt

P+
11(λ1, d, θ) = P11(λ1, d, θ) − [1− qd(d, θ)] · P−

11,0(λ1) , (5.42)

wobei die Werte P−

11,0(λ1) direkt aus der Kurve der ungealterten Probe entnommen
werden und die Variable qd unter Zuhilfenahme der Parameter Ed und νd berechnet
werden, welche im vorangegangenen Schritt identifiziert worden sind. Unter Verwen-
dung der Beziehung

P+
11(λ1, d, θ) = qr(d, θ) · P+

11,∞(λ1) (5.43)

mit
qr(d, θ) = 1− e−

d
τr(θ) (5.44)

und
τr(θ) =

(

νr e
−

Er
R θ

)−1

, (5.45)

wird nahezu die gleiche Vorgehensweise wie in Abschnitt 5.2.3 durchgeführt. Unter
Berücksichtigung der Spannung P+

11,∞(λ1) des komplett neu aufgebauten, sekundären
Netzwerkes (qr = 1) und den Relaxationszeiten τr(θ) als Fittingparameter, können die
Modellparameter Er und νr in einem weiteren Schritt angepasst werden. Abbildung 5.13
zeigt die gemäß (5.42) umgerechneten experimentellen Daten (Dreiecke) für P+

11 und
die zugehörigen Simulationen mit den ermittelten Parametern (durchgezogene Linien).
Dieses Prozedere wird für verschiedene Streckungen λi durchgeführt und führt dazu,
dass jeder Satz an Kurven zu einem bestimmten Deformationszustand einen Span-
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Abbildung 5.13: Intermittierende Zugversuche, Spannung bei ε1 = 25%, Simulation

nungswert des komplett neu gebildeten Netzwerkes P+
11,∞(λi) liefert. Diese Vorgehens-

weise erlaubt die Konstruktion der Spannungs-Dehnungsbeziehung P+
11,∞(λ), die über

ein erweitertes Mooney-Rivlin-Modell mit 5 Parametern angepasst wird. Setzt man wei-
terhin die Inkompressibilität des Materials voraus, so ergibt sich folgende Spannungs-
Dehnungsbeziehung für den uniaxialen Zugversuch:

P+
11,∞(λ) = d10

∂IC
∂λ

+ d20 2(IC − 3)
∂IC
∂λ

+ d30 3(IC − 3)2
∂IC
∂λ

+d11

(

∂IC
∂λ

(IIC − 3) + (IC − 3)
∂IIC
∂λ

)

+ d01
∂IIC
∂λ

.

(5.46)

Abbildung 5.14 zeigt das Ergebnis dieser Anpassung. Um letztendlich die Spannungs-
Dehnungsbeziehungen gealterter Proben zu simulieren, wie sie in den Abbildungen 5.8
und 5.9 zu finden sind, werden im letzten Schritt die beiden angepassten Mechanismen
überlagert:

P11(λ, d, θ) = [1− qd(d, θ)] · P−

11,0(λ) + qr(d, θ) · P+
11,∞(λ) . (5.47)

Die Tatsache, dass diese Gleichungen im Gegensatz zu den theoretischen Ausführungen
aus Abschnitt 5.2.2 eine recht einfache Gestalt aufweisen, liegt darin begründet, dass
die Alterung hier in der undeformierten Lage (ε = 0 bzw. λ = 1) und unter isothermen
Bedingungen (θ = konst.) stattfindet.
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Abbildung 5.14: Spannungs-Dehnungsbeziehung des neu aufgebauten Polymernetzwer-
kes P+

11,∞

Der Spannungsbeitrag des sich degenerierenden Polymernetzwerkes P−

11,0(λ) wird durch
Anpassung monotoner Zugversuche der ungealterten Probe durch ein erweitertes Mooney-
Rivlin Modell mit den Parametern c10, c20, c30, c11 und c01 ermöglicht. Dabei wird davon
ausgegangen, dass viskoelastische Effekte durch die Wahl der Verzerrungsgeschwindig-
keit von ε̇ =0.1%/s vernachlässigt werden können.
Schließlich erhält man die in Tabelle 5.6 gelisteten Modellparameter. Dabei ist zu be-
achten, dass zwar einige der Mooney-Rivlin Parameter negativ sind, dies jedoch gegen
keine physikalischen Gesetze verstösst, da die Spannung monoton mit zunehmender
Deformation im betrachteten Deformationsbereich ansteigt.
Die Simulationen der intermittierenden Zugversuche sind in den Abbildungen 5.15 und
5.16 zu sehen. Es ist zu erkennen, dass die experimentell beobachtete Versteifung des
Materials mit dem hier präsentierten Modell in einem guten Verhältnis abgebildet wer-
den kann. Die Qualität der Simulationen für kurze Alterungszeiten bei hohen Tempe-
raturen (12 h bei 100◦C) sowie bestimmte Zeitintervalle bei niedrigeren Temperaturen
lassen noch Raum für Verbesserungen offen. Darüber hinaus zeigen die Simulationen
eine bessere Übereinstimmung mit den experimentellen Daten bei größeren als bei
kleineren Deformationen. Nichts desto trotz kann man alles in allem die klare Aussage
treffen, dass das vorgestellte Modell sehr gut in der Lage ist, den thermo-oxidativen
Alterungsprozess des untersuchten Elastomers abzubilden.
Bei der Beurteilung der Abweichungen zwischen Simulation und Experiment ist es
wichtig anzumerken, dass der Alterungsprozess bisher nur in Abhängigkeit der Tempe-
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Abbildung 5.15: Simulation intermittierender Zugversuche, θ = 100◦C

ratur modelliert worden ist. Unter Berücksichtigung viskoelastischer Effekte sowie der
Diffusionsprozesse, die in die beiden Evolutionsgleichungen für die Variablen qd und qr
eingehen, lassen sich an verschiedenen Stellen Verbesserungen herbeiführen.

c10 c20 c30 c11 c01 Ed [Jmol−1] νd [s−1]

0.86 -0.47 0.74 -0.73 2.05 1.05× 105 3.15× 109

d10 d20 d30 d11 d01 Er [Jmol−1] νr[s−1]

1.08 -0.46 1.58 -1.77 4.04 7.37× 104 8.36× 104

Tabelle 5.6: Kompletter Satz an Modellparametern (cij und dij in [MPa] )

5.2.4 Zusammenfassung

Das in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellte und erläuterte Verfahren zur
Erfassung und Modellierung von thermo-oxidativen Alterungsprozessen in Elastomeren
zeigt, dass die gewählten Methoden und Modellansätze die grundlegenden Effekte in
geeigneter Weise beschreiben können.
Insbesondere die Versuchsergebnisse weisen darauf hin, dass sowohl der Netzwerkabbau-
als auch der Netzwerkneubildungsprozess berücksichtigt werden müssen. Obwohl die
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Abbildung 5.16: Simulation intermittierender Zugversuche, θ= 60◦C (links) und θ=
80◦C (rechts)

kontinuierliche chemische Spannungsrelaxation eine Erweichung des Materials aufzeig-
te, wurde in intermittierenden Experimenten beobachtet, dass der Netzwerkneubil-
dungsprozess der dominierende von Beiden ist.
Das in diesem Beitrag vorgestellte Konzept bietet große Chancen für die Entwicklung
von High-Tech-Polymerprodukten. Wenn man Elastomerprodukte wie z.B. Reifen und
Motorenlager entwickelt, ist es sehr wichtig, sich mit dem Langzeitverhalten dieser
Bauteile auszukennen. Eine Änderung der Materialsteifigkeit kann enorme Auswirkun-
gen auf die verschiedensten Eigenschaften im Betrieb haben, wie z.B. das vibroakusti-
sche Materialverhalten (Endkopplungswirkung von Elastomerlagern geht verloren) oder
auch die Änderung von Eigenfrequenzen. Man kann sich vorstellen, dass alle diese An-
forderungen direkt nach der Herstellung erfüllt werden. Chemische Alterungsprozesse
im Betrieb können allerdings dazu führen, dass das Produkt nach längerem Gebrauch
außerhalb der Spezifikation liegt.
Das theoretische Konzept aus Abschnitt 5.2.2 bietet nicht nur die Möglichkeit, die Le-
bensdauer von Elastomerprodukten abzuschätzen, es zeigt auch Änderungen der Ma-
terialeigenschaften während der Einsatzdauer auf. Dies ermöglicht eine Konzipierung
bzw. Optimierung der Materialeigenschaften, so dass diese über längere Zeiträume kon-
stant bleiben.
Nicht zuletzt ist zu betonen, dass das hier vorgestellte Konzept eine Erweiterung um
zusätzliche Aspekte der Alterung ermöglicht. Dies liegt in der modularen Struktur des
Modells begründet.
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5.3 Ein chemo-thermomechanisch gekoppeltes

Mehrphasenmodell zur Beschreibung der

thermooxidativen Alterung in Elastomeren

In diesem Beitrag geht es um die Modellierung der chemo-thermomechanischen Alte-
rung von Elastomeren. Dieses Alterungsphänomen gehört zu den irreversiblen chemi-
schen Alterungsprozessen. In einen Festkörper diffundiert ein anderes Medium hinein
und löst nach einer gewissen Zeit eine chemische Reaktion mit dem Festkörper aus. Die-
ser Prozess ist bei Bauteilen finiter Dicke inhomogen und kann thermisch aktiviert wer-
den, d.h. eine Erhöhung der Temperatur bewirkt eine Beschleunigung des Alterungspro-
zesses. Aufbauend auf diesen Kenntnissen wird mit Hilfe der Mehrphasenkontinuumsme-
chanik ein um den Diffusions-Reaktionsprozess erweitertes, thermomechanisch gekop-
peltes Materialmodell formuliert, das neben der Viskoelastizität zusätzlich chemische
Abbau- und Aufbauprozesse im polymeren Netzwerk über Evolutionsgleichungen be-
schreiben kann. Die thermomechanische Konsistenz dieses Modells wird unter Zuhilfe-
nahme des Entropieprinzips von Liu-Müller ausgewertet. Der Satz an partiellen Diffe-
rentialgleichungen, Konstitutivgleichungen und Evolutionsgleichungen wird numerisch
als gekoppeltes Mehrfeldproblem mit der Methode der Finiten Elemente gelöst. Die
Arbeit schließt mit aussagekräftigen Simulationen von illustrativen Beispielen ab. Die
Inhalte des hier vorliegenden Kapitels wurden in [83] veröffentlicht.

5.3.1 Modellierung

Die Ausgangslage lässt sich wie folgt beschreiben: Es liegt ein polymerer Festkörper
vor, der nahezu inkompressibel ist. Dieser Festkörper wird dem Medium „Sauerstoff“
ausgesetzt, welcher in den Festkörper hinein diffundiert und sich intermolekular einla-
gert. Nach einer gewissen Initialisierungszeit beginnt der Sauerstoff mit dem Festkörper
zu reagieren.
Aus kontinuumsmechanischer Sicht besteht das Material aus zwei Phasen, einer Fest-
körperphase und einer Gasphase. Der mikroskopische Aufbau des Gemisches soll nicht
betrachtet werden, so dass ein verschmiertes Mehrphasenmodell zur Modellierung an-
gesetzt wird. Dazu werden die Mischungstheorie und das Konzept der Volumenanteile
verwendet [179, 180, 128, 17, 184].

Formulierung des Problems

Zur Formulierung des Mehrphasenproblems wird auf die Arbeiten von Hutter [76] sowie
die Bücher von Greve [56] und Müller [131] zurückgegriffen. Es wird davon ausgegan-
gen, dass die Dichte des Festkörper-Gasgemisches ungefähr der Dichte des Festkörpers
entspricht, da der Sauerstoffanteil als Spurenelement im Festkörper angesehen wird und
seine Partialdichte demzufolge vernachlässigbar ist. Aus diesem Grund ist es für Diffu-
sionsmodelle sinnvoll, neben der Partialmassenbilanz der Gasphase die Massenbilanz,
die Impulsbilanz und die Energiebilanz der Mischung zu betrachten, siehe [56, 76].
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Bilanzgleichungen des Mehrphasenmodells

Die Massenbilanz der Mischung für inkompressible Materialien folgt über die Dichte-
konstanz zu

ρ = ρ0,
dρ

dt
= 0 ⇒ div v = 0 . (5.48)

Hierin beschreibt ρ0 die Dichte des Materials in der Referenzkonfiguration und ρ die
entsprechende Dichte in der Momentankonfiguration. Der Ausdruck div v beschreibt
die Divergenz des Geschwindigkeitsvektors in Eulerscher Darstellung. Die Massenbilanz
des Sauerstoffes wird umformuliert in eine Massenbilanz der Sauerstoffkonzentration.
Hierzu wird die dimensionslose Sauerstoffkonzentration c g = ρ g/ρ eingeführt, in dem
die Partialdichte ρ g des Sauerstoffes mit der im Rahmen dieser Näherung konstanten
Dichte ρ der Mischung skaliert wird.

ρ
dc g

dt
+ div jg − ĉ g = 0 (5.49)

Diese Bilanz beschreibt die zeitliche und räumliche Änderung der Sauerstoffkonzentra-
tion im Festkörper und stellt eine Reaktions-Diffusionsgleichung dar, wobei der Reak-
tionsterm dem Ausdruck ĉ g entspricht. Der Diffusionsfluss jg wird als Produkt aus der
partialen Dichte ρ g und der Diffusionsgeschwindigkeit d g des Gases gebildet. Die Diffu-
sionsgeschwindigkeit d g selbst wird als Differenz aus der Partialgeschwindigkeit vg der
Gasphase und der baryzentrischen Geschwindigkeit v des Gemisches formuliert, wobei
die baryzentrische Geschwindigkeit mit den zuvor getroffenen Annahmen ungefähr der
Festkörpergeschwindigkeit entspricht.

jg = ρ g d g = ρ g (vg − v) (5.50)

Die konstitutiven Beziehungen für die chemische Reaktion ĉ g und die Diffusion jg sollen
während der Auswertung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik bestimmt werden.
Als weitere Bilanzen folgen die Impulsbilanz der Mischung

ρ
dv

dt
− divσ − ρ b = 0 (5.51)

mit der zeitlichen Änderung der baryzentrischen Geschwindigkeit v, der Divergenz
des Spannungstensors σ und den spezifischen Fernwirkungskräften ρ b. Die Bilanz der
inneren Energie der Mischung folgt zu

ρ
de

dt
+ div q − σ : ε̇− ρ r = 0 (5.52)

mit der zeitlichen Änderung der spezifischen inneren Energie e, dem Wärmestromvektor
q, der Spannungsleistung σ : ε̇ und der spezifischen Strahlungswärme ρ r. Als letzte
Bilanz wird die Entropiebilanz der Mischung als Ungleichung formuliert.

ρ
ds

dt
+ divφs − ρ ηs = ρ η̂ ≥ 0 (5.53)
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Diese Ungleichung beinhaltet die zeitliche Änderung der Entropie s, den Entropiefluss
φs, die Entropiezufuhr ηs und die Entropieproduktion η̂.
Als unabhängige Variablen des Materialmodells werden die Sauerstoffkonzentration c g,
das Verzerrungsfeld ε sowie die Temperatur θ gewählt.

{c g, ε, θ} (5.54)

Es handelt sich bei dieser Problemstellung somit um ein Mehrfeldproblem mit zwei
skalaren Feldern und einem Vektorfeld als unabhängige Variablen. Die abhängigen
Variablen, für die konstitutive Beziehungen formuliert werden müssen, lassen sich wie
folgt zusammen fassen:

Π := {jg, ĉ g, σ, e, q, s, φs} (5.55)

Um die Materialtheorie möglichst allgemein zu formulieren, wird von der Äquiprä-
senzregel Gebrauch gemacht, d.h. dass alle abhängigen Feldgrößen Π von demselben
Variablensatz abhängen:

Π = Π̂ (c g, ε, θ, grad c g, grad θ, qd, qr, εi) (5.56)

Neben den unabhängigen Variablen c g, ε, θ, den räumlichen Gradienten der Sauer-
stoffkonzentration grad c g und der Temperatur grad θ sind die skalaren, inneren Va-
riablen qd und qr sowie die tensorwertige innere Variable εi eingeführt worden. qd
beschreibt den Netzwerkabbau, qr den Netzwerkaufbau und mit εi wird das viskoelas-
tische Materialverhalten abgebildet. Letztere Größe εi kann als inelastische Dehnung
eines Maxwell-Elementes interpretiert werden. Die im Folgenden formulierte Theorie
lässt aber grundsätzlich beliebig viele, parallel geschaltete Maxwell-Elemente zu. Für
die inneren Variablen qd, qr, εi müssen später Evolutionsgleichungen formuliert werden
[60]. Hierzu werden der Äquipräsenzregel folgend zunächst folgende Abhängigkeiten an-
genommen:

q̇d = q̇d (c
g, ε, θ, grad c g, grad θ, qd, qr, εi)

q̇r = q̇r (c
g, ε, θ, grad c g, grad θ, qd, qr, εi)

ε̇i = ε̇i (c
g, ε, θ, grad c g, grad θ, qd, qr, εi)

(5.57)

Das Mehrphasenmodell soll nun mit Hilfe der spezifischen freien Helmholtz Energie for-
muliert werden. Diese wird über die Legendre Transformation eingeführt. Sie beschreibt
den Zusammenhang zwischen spezifischer Entropie, innerer Energie, freier Energie und
thermodynamischer Temperatur.

Ψ = e− θ s (5.58)

Es wird die totale Zeitableitung der freien Helmholtz Energie Ψ gebildet

dΨ

dt
=

de

dt
− θ

ds

dt
− s θ̇ , (5.59)

und nach Auflösen nach der Entropierate

ds

dt
=

(

de

dt
− dΨ

dt
− s θ̇

)

1

θ
(5.60)
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wird das erhaltene Ergebnis in die Entropieungleichung eingesetzt.

ρ

θ

(

de

dt
− dΨ

dt
− s θ̇

)

+ divφs − ρ ηs = ρ η̂ ≥ 0 (5.61)

Auswertung der Entropieungleichung nach Liu-Müller

Die Auswertung der Entropieungleichung soll nach dem Prinzip von Liu-Müller erfolgen
[115, 131], welches folgende Grundannahmen voraussetzt: Sämtliche in der Entropie-
ungleichung auftretenden Größen sind objektiv. Die Entropie s und der Entropiefluss
φs hängen vom gleichen Satz an Materialparametern ab, siehe Gleichung (5.55) und
(5.56). Die Impulszufuhr ρ b und Wärmezufuhr ρ r sind fest vorgegebene Größen. Der
Entropiefluss φs und die Entropiezufuhr ηs werden frei gelassen, wobei die Ungleichung
ρ η̂ ≥ 0 für alle thermodynamischen Prozesse erfüllt sein muss. Das betrifft neben der
Lösung der partiellen Differentialgleichungen auch die Konstitutivgleichungen. Alle Bi-
lanzen werden mit Lagrange-Multiplikatoren versehen und der Entropieungleichung
additiv hinzugeführt. Aus rechentechnischen Gründen werden ohne Beschränkung der
Allgemeinheit Minuszeichen eingeführt. Die Bilanzen sind Nebenbedingungen, die bei
der Entropieauswertung betrachtet werden müssen. Die Lagrange Parameter müssen
während der Auswertung bestimmt werden und können allgemein beliebig von den
anderen Größen abhängen. Daraus entsteht der folgende Ausdruck für die Entropieun-
gleichung

ρ

θ

(

de

dt
− dΨ

dt
− s θ̇

)

+ divφs − ρ ηs − Λρ div v

−Λcg
(

ρ
dc g

dt
+ div jg − ĉ g

)

−Λv ·
(

ρ
dv

dt
− divσ − ρ b

)

−Λe

(

ρ
de

dt
+ div q − σ : ε̇− ρ r

)

≥ 0

(5.62)

mit den skalaren bzw. vektoriellen Lagrange-Parametern Λρ, Λcg , Λv und Λe. Bevor die
totalen räumlichen und zeitlichen Ableitungen der einzelnen Terme dieser Ungleichung
gebildet werden, können folgende Vereinfachungen im voraus angewendet werden. Da
diese Ungleichung für beliebige Beschleunigungen v̇ erfüllt sein muss, muss der zuge-
hörige Lagrange Parameter verschwinden, d. h. Λv = 0. Ebenso verfährt man mit dem
Ausdruck

ρ

(

1

θ
− Λe

)

de

dt
≥ 0 . (5.63)

Auch dieser Teil der Entropieungleichung muss für beliebige positive oder negative zeit-
liche Änderungen der inneren Energie e erfüllt sein, so dass Λe = 1/θ folgt. Damit sind
die beiden ersten Lagrange-Parameter bestimmt. Diese Ergebnisse stehen im Einklang
mit denen von Liu-Müller. Die genannten Autoren haben diesen Sachverhalt allerdings
über weitaus komplexere Rechnungen nachgewiesen, siehe [130]. Λe = 1/θ wird auch
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Kältefunktion genannt. Die Entropieungleichung nimmt mit den beiden bestimmten
Lagrange Parametern die folgende Form an:

−ρ
θ

dΨ

dt
− ρ

θ
s θ̇ + divφs − ρ ηs − Λρ div v

−Λcg
(

ρ
dc g

dt
+ div jg − ĉ g

)

−1

θ
div q +

1

θ
σ : ε̇+

1

θ
ρ r ≥ 0

(5.64)

Für die Entropiezufuhr folgt durch Auswertung der Ungleichung (5.62) die Bedingung

ρ
(

−ηs + r

θ

)

= 0 , (5.65)

d.h., dass die Entropiezufuhr ηs aus dem Quotienten von Strahlungswärme r und ab-
soluter Temperatur θ bestimmt wird. Mit der Umschreibung des Ausdruckes div v =
1 : ε̇ = 0, des totalen Differentials der freien Helmholtzschen Energiedichte

dΨ

dt
=

∂Ψ

∂c g
ċ g +

∂Ψ

∂ε
: ε̇+

∂Ψ

∂θ
θ̇ +

∂Ψ

∂ grad c g
· (grad c g)·

+
∂Ψ

∂ grad θ
· (grad θ)· + ∂Ψ

∂qd
q̇d +

∂Ψ

∂qr
q̇r +

∂Ψ

∂εi
: ε̇i ,

(5.66)

und der Berechnung der Terme div jg, divφs sowie div q

div(•) =
∂(•)
∂c g

· grad c g + ∂(•)
∂ε

: · grad ε+ ∂(•)
∂θ

· grad θ

+
∂(•)

∂ grad c g
: grad grad c g +

∂(•)
∂ grad θ

: grad grad θ

+
∂(•)
∂qd

· grad qd +
∂(•)
∂qr

· grad qr +
∂(•)
∂εi

: · grad εi

(5.67)

ergibt sich die Entropieungleichung in der folgenden Form:
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[

−ρ
θ

∂Ψ

∂c g
− ρΛcg

]

ċ g +

[

−ρ
θ

∂Ψ

∂ε
− Λρ1+

1

θ
σ

]

: ε̇+

[

−ρ
θ

∂Ψ

∂θ
− ρ

θ
s

]

θ̇

−ρ
θ

∂Ψ

∂ grad c g
· (grad c g)· − ρ

θ

∂Ψ

∂ grad θ
· (grad θ)·

−ρ
θ

∂Ψ

∂qd
q̇d −

ρ

θ

∂Ψ

∂qr
q̇r −

ρ

θ

∂Ψ

∂εi

: ε̇i + Λcg ĉ g

+

[

∂φs

∂c g
− Λcg ∂j

g

∂c g
− 1

θ

∂q

∂c g

]

· grad c g +
[

∂φs

∂ε
− Λcg ∂j

g

∂ε
− 1

θ

∂q

∂ε

]

: · grad ε

+

[

∂φs

∂θ
− Λcg ∂j

g

∂θ
− 1

θ

∂q

∂θ

]

· grad θ +
[

∂φs

∂εi
− Λcg ∂j

g

∂εi
− 1

θ

∂q

∂εi

]

: · grad εi

+

[

∂φs

∂ grad c g
− Λcg ∂jg

∂ grad c g
− 1

θ

∂q

∂ grad c g

]

: grad grad c g

+

[

∂φs

∂ grad θ
− Λcg ∂jg

∂ grad θ
− 1

θ

∂q

∂ grad θ

]

: grad grad θ

+

[

∂φs

∂qd
− Λcg ∂j

g

∂qd
− 1

θ

∂q

∂qd

]

· grad qd

+

[

∂φs

∂qr
− Λcg ∂j

g

∂qr
− 1

θ

∂q

∂qr

]

· grad qr ≥ 0

(5.68)

Jeder Skalarpunkt zwischen den Termen entspricht der Überschiebung zweier Basis-
vektoren. Bei zwei bzw. drei Skalarpunkten handelt es sich somit um zweifache und
dreifache Überschiebungen. Es gilt nun, diese Ungleichung auszuwerten. Da die Va-
riablen ċ g, ε̇, θ̇, (grad c g)·, (grad θ)·, grad ε, grad εi, grad grad c g, grad grad θ, grad qd,
grad qr unabhängig vom Variablensatz Π sind, können sie allgemein beliebige Werte
annehmen. Um den 2. Hauptsatz der Thermodynamik nicht zu verletzen, müssen die
Klammerterme identisch Null gesetzt werden. Es ergibt sich folgender Satz an Glei-
chungen für die partiellen Ableitungen der spezifischen freien Helmholtz Energie

−ρ
θ

∂Ψ

∂c g
− ρΛcg = 0

−ρ
θ

∂Ψ

∂ε
− Λρ1+

1

θ
σ = 0

−ρ
θ

∂Ψ

∂θ
− ρ

θ
s = 0

−ρ
θ

∂Ψ

∂ grad c g
= 0

−ρ
θ

∂Ψ

∂ grad θ
= 0 ,

(5.69)
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und entsprechend für die Ableitung der Flussgrößen:

∂φs

∂ε
− Λcg ∂j

g

∂ε
− 1

θ

∂q

∂ε
= 0

∂φs

∂εi
− Λcg ∂j

g

∂εi

− 1

θ

∂q

∂εi

= 0

∂φs

∂ grad c g
− Λcg ∂jg

∂ grad c g
− 1

θ

∂q

∂ grad c g
= 0

∂φs

∂ grad θ
− Λcg ∂jg

∂ grad θ
− 1

θ

∂q

∂ grad θ
= 0

∂φs

∂qd
− Λcg ∂j

g

∂qd
− 1

θ

∂q

∂qd
= 0

∂φs

∂qr
− Λcg ∂j

g

∂qr
− 1

θ

∂q

∂qr
= 0

(5.70)

Alle weiteren Terme lassen sich in der Dissipationsrestungleichung wie folgt zusammen
fassen:

−ρ
θ

∂Ψ

∂qd
q̇d −

ρ

θ

∂Ψ

∂qr
q̇r −

ρ

θ

∂Ψ

∂εi
: ε̇i + Λcg ĉ g

+

[

∂φs

∂c g
− Λcg ∂j

g

∂c g
− 1

θ

∂q

∂c g

]

· grad c g

+

[

∂φs

∂θ
− Λcg ∂j

g

∂θ
− 1

θ

∂q

∂θ

]

· grad θ ≥ 0

(5.71)

Wertet man die Gleichungen (5.69) aus, so ergibt sich, dass die freie Energiefunktion Ψ
nicht von grad c g, ε und grad θ abhängen darf, d. h. Ψ = Ψ̂(c g, ε, θ, qd, qr, εi). Weiterhin
lassen sich folgende Beziehungen herleiten

Λcg = −1

θ

∂Ψ

∂c g

σ = Λρ θ 1− ρ
∂Ψ

∂ε

s = −∂Ψ
∂θ

(5.72)

Aus Gleichung (5.72)1 folgt, dass ebenso der Lagrange-Parameter Λcg die Abhängig-
keiten Λcg = Λ̂cg(c g, ε, θ, qd, qr, εi) haben muss. Nun ist es an der Zeit, eine Beziehung
zwischen dem Entropiefluss φs, dem Diffusionsstrom jg und dem Wärmestromvektor
q aufzustellen. Dieser Zusammenhang muss sowohl die Gleichungen (5.70) als auch
die Restungleichung (5.71) erfüllen. Ein möglicher und sinnvoller Ansatz folgt aus der
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Auswertung der Gleichungen (5.70), die wie folgt umformuliert werden können:

∂

∂ε

[

φs − Λcgjg − 1

θ
q

]

+
∂Λcg

∂ε
jg = 0

∂

∂εi

[

φs − Λcgjg − 1

θ
q

]

+
∂Λcg

∂εi
jg = 0

∂

∂ grad c g

[

φs − Λcgjg − 1

θ
q

]

= 0

∂

∂ grad θ

[

φs − Λcgjg − 1

θ
q

]

= 0

∂

∂qd

[

φs − Λcgjg − 1

θ
q

]

+
∂Λcg

∂qd
jg = 0

∂

∂qr

[

φs − Λcgjg − 1

θ
q

]

+
∂Λcg

∂qr
jg = 0

(5.73)

Dabei wurde ausgenutzt, dass der Lagrange-Parameter Λcg nicht von grad c g und grad θ
abhängt, wohl aber von den anderen Größen. Aus den Gleichungen (5.73) lässt sich für
den Entropiefluss φs der Ansatz

φs = Λcgjg +
1

θ
q = −1

θ

∂Ψ

∂c g
jg +

1

θ
q (5.74)

motivieren, dessen Abhängigkeiten wie folgt definiert sind:

φs = φ̂
s
(c g, ε, θ, qd, qr, εi, j

g, q) (5.75)

Mit dem Ansatz aus Gleichung (5.74) erhält man für die Gleichungen (5.73) die fol-
genden Beziehungen:

∂Λcg

∂ε
= 0 ,

∂Λcg

∂εi
= 0 ,

∂Λcg

∂qd
= 0 ,

∂Λcg

∂qr
= 0 (5.76)

Unter Berücksichtigung von Gleichung (5.72)1 lassen sich die Terme aus (5.76) in Ab-
hängigkeit der gemischten, partiellen Ableitungen der Helmholtz Energie umschreiben
zu

∂2Ψ

∂c g∂ε
= 0 ,

∂2Ψ

∂c g∂εi

= 0 ,
∂2Ψ

∂c g∂qd
= 0 ,

∂2Ψ

∂c g∂qr
= 0 . (5.77)

Diese Aussagen motivieren den additiven Split der freien Energiefunktion Ψ in einen
thermomechanischen Anteil Ψmech(ε, εi, θ, qd, qr) und in einen chemothermischen Anteil
Ψct(c

g, θ).
Nun werden die für die Restungleichung (5.71) benötigten partiellen Ableitungen des
Ansatzes aus Gleichung (5.74) gebildet

∂φs

∂c g
=

1

θ

(

∂q

∂c g
− ∂2Ψ

∂(c g)2
jg − ∂Ψ

∂c g
∂jg

∂c g

)

∂φs

∂θ
=

1

θ2

[

θ

(

∂q

∂θ
− ∂2Ψ

∂c g∂θ
jg − ∂Ψ

∂c g
jg

∂θ

)

−
(

q − ∂Ψ

∂c g
jg

)] (5.78)
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und anschließend eingesetzt. Unter Verwendung von Gleichung (5.72)1 und durch Mul-
tiplikation mit der absoluten Temperatur θ erhält man für die Restungleichung schließ-
lich den Ausdruck

−ρ∂Ψ
∂qd

q̇d − ρ
∂Ψ

∂qr
q̇r − ρ

∂Ψ

∂εi
: ε̇i −

∂Ψ

∂cg
ĉ g − ∂2Ψ

∂(c g)2
jg · grad c g

+

[

1

θ

(

∂Ψ

∂c g
jg − q

)

− ∂2Ψ

∂c g∂θ
jg
]

· grad θ ≥ 0 .

(5.79)

5.3.2 Ein thermorheologisch motivierter Ansatz für die freie

Helmholtz-Energiefunktion

.  .  .

µ

ε
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ε

ε
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Abbildung 5.17: Ein rheologisches Modell zur Beschreibung von chemischen und phy-
sikalischen Alterungseffekten in Abhängigkeit der Temperatur.

Um einen Ansatz für die spezifische freie Helmholtz Energie zu wählen, wird das in
Abbildung 5.17 gezeigte rheologische Modell als Motivation eingeführt. Zwei parallele
Federn werden parallel zu einer Reihe von Maxwell-Elementen geschaltet. Die Maxwell-
Elemente werden dazu benutzt, die temperaturabhängige Viskoelastizität zu erfassen.
Da bei Elastomeren die Grundelastizität weitaus stärker ausgeprägt ist als die Ge-
schwindigkeitsabhängigkeit, wird ein möglicher Einfluss der chemischen Alterung auf
die Maxwell-Elemente hier nicht betrachtet. Diese Überlegungen stimmen mit experi-
mentellen Befunden von Tobolsky überein [175]. Der chemische Alterungsprozess wird
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über die beiden links im Bild befindlichen Federn modelliert. Die erste Feder repräsen-
tiert den Netzwerkabbau, d.h. den Steifigkeitsverlust des Materials in Bezug auf eine
gegebene Konfiguration. Dieser wird über die Funktion µ01(qd) beschrieben. Das zweite
Federelement beschreibt den Netzwerkaufbau in Bezug auf eine gegebene deformierte-
oder undeformierte Konfiguration. Diese Steifigkeitszunahme wird über die Abhängig-
keit des Schermoduls µ02 von der inneren Variable qr dargestellt. Der viskoelastische
Teil des Modells spiegelt die Standardaufspaltung der Verzerrung der Viskoelastizität
in elastische Federanteile und inelastische Dämpferanteile wieder. Diese Aufspaltung
gilt für jedes Maxwell-Element, ε = εej+εij . Allgemein setzt sich die Gesamtspannung
aus den Teilspannungen der Grundelastizität σeqj, denen der Viskoelastizität σneqj und
aus dem thermodynamischen Druck zusammen. Letzterer folgt aus der Inkompressi-
bilitätsnebenbedingung (5.72)2 mit der Definition des thermodynamischen Druckes zu
−p := Λρ θ.

σ = −p 1 +
2
∑

j=1

σeqj +
n
∑

j=1

σneqj . (5.80)

Experimentelle Befunde zeigen [175, 84], dass das chemische Alterungsverhalten bis
zu einer Deformation von ca. 200 % nahezu unbeeinflusst von der mechanischen De-
formation bleibt. Thermische Volumendehnungen sollen aus Übersichtlichkeitsgründen
zunächst vernachlässigt werden, können aber jederzeit in das Modell integriert wer-
den. Für den mechanischen Anteil der freien Energiefunktion wir ein additiver Split in
zwei Gleichgewichtsanteile Ψj

eq und n Nichtgleichgewichtsanteile Ψj
neq gewählt. Letztere

beschreiben das viskoelastische Materialverhalten.

ρΨmech(ε, εi, qd, qr) =

2
∑

j=1

ρΨj
eq +

n
∑

j=1

ρΨj
neq (5.81)

Dafür wird der Standardansatz
n
∑

j=1

ρΨj
neq =

n
∑

j=1

µj ε
D
ej : ε

D
ej (5.82)

verwendet, dessen zeitliche Ableitung die Terme

n
∑

j=1

ρ Ψ̇j
neq =

n
∑

j=1

2µj

(

εD − εDij
)

: ε̇D −
n
∑

j=1

2µj

(

εD − εDij
)

: ε̇Dij (5.83)

ergeben. Es werden an Stelle der vollständigen Verzerrungstensoren deren Deviatoren
benutzt. Somit hat das Modell eine volumetrisch-deviatorische Aufspaltung und der
Parameter p entspricht dem thermodynamischen Druck, der aus der Zwangsbedingung
der Inkompressibilität resultiert. Aus der Annahme der Inkompressibilität folgt weiter-
hin, das die Spur der Verzerrungstensoren Null ist, d.h. tr ε = tr εej = tr εij = 0. Aus
diesem Grunde entsprechen die deviatorischen Tensoren und ihre zeitlichen Ableitun-
gen den Verzerrungstensoren selbst, d.h. ε̇ = ε̇D, ε̇ij = ε̇Dij , und die Auswertung des 2.
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Hauptsatzes der Thermodynamik unter Berücksichtigung der Gleichungen (5.72) und
(5.79) kann ohne weitere Umstellungen erfolgen.
Für den Gleichgewichtsanteil der Spannung wird eine additive Aufspaltung in einen
Netzwerkabbau-Anteil Ψ−

eq1 und in einen Netzwerkaufbau-Anteil Ψ+
eq2 vorgeschlagen.

Der Netzwerkabbau wird über die freie Energiefunktion

ρΨ−

eq1 = µ01(qd) ε
D : εD (5.84)

beschrieben, deren zeitliche Ableitung auf den Ausdruck

ρ Ψ̇−

eq1 = 2µ01(qd) ε
D : ε̇D +

∂µ01(qd)

∂qd

(

εD : εD
)

q̇d (5.85)

führt. Der Netzwerkaufbau wird über eine Ratenformulierung in Anlehnung an die
Modellierungsansätze von Hossain et al. [72, 73], Steinke et al. [172], Lion und Johlitz
[113] gewählt. Dazu muss die zugehörige freie Energie in integraler Form als Geschichts-
funktional aufgestellt werden.

ρΨ+
eq2(t) =

∫ t

0

(

d

ds
µ02(qr(s))

)

[

εD(t)− εD(s)
]

:
[

εD(t)− εD(s)
]

ds (5.86)

Mit der Anwendung der partiellen Integration auf diesen Ausdruck sowie unter Berück-
sichtigung von µ02(0) = 0 bzw. qr(0) = 0 folgt

ρΨ+
eq2(t) =

∫ t

0

2µ02(qr(s))
[

εD(t)− εD(s)
]

: ε̇D(s)ds . (5.87)

Unter Zuhilfenahme der Rechenregel

F =

∫ t

0

F(t, s) ds → Ḟ = F(t, t) +

∫ t

0

d

dt
F(t, s)ds (5.88)

wird die Zeitableitung von Gleichung (5.87) gebildet zu

ρ Ψ̇+
eq2(t) =

∫ t

0

2µ02(qr(s)) ε̇
D(s) ds : ε̇D(t) . (5.89)

Setzt man die erhaltenen Terme in die Entropieungleichung (5.79) und in die Konstitu-
tivbeziehungen (5.72) ein, so ergeben sich die folgenden Spannungs-Dehnungsbeziehungen

σeq1 = 2µ01(qd) ε
D

σeq2 =

∫ t

0

2µ02(qr(s)) ε̇
D(s) ds

σneq =
n
∑

j=1

2µj

(

εD − εDij
)

(5.90)
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Die integrale Form von Gleichung (5.90)2 wird über die zeitliche Differentiation in eine
Ratenformulierung umformuliert,

σ̇eq2 = 2µ02(qr(t)) ε̇
D(t) , (5.91)

so dass gewährleistet ist, dass der Netzwerkaufbau spannungsfrei erfolgen kann. Dieser
Ansatz zeigt zudem, dass der Netzwerkaufbau keinen Beitrag zur Dissipationsunglei-
chung beiträgt. Somit verbleiben für die Dissipationsrestungleichung die folgenden,
auszuwertenden Ausdrücke:

+
∂µ01(qd)

∂qd

(

εD : εD
)

q̇d +

n
∑

j=1

2µj

(

εD − εDij
)

: ε̇Dij

−∂Ψ
∂cg

ĉ g − ∂2Ψ

∂(c g)2
jg · grad c g

+

[

1

θ

(

∂Ψ

∂c g
jg − q

)

− ∂2Ψ

∂c g∂θ
jg
]

· grad θ ≥ 0

(5.92)

Als erstes soll der Netzwerkabbau betrachtet werden. Es ist aus physikalischer Sicht
sinnvoll, die folgenden Annahmen für die entsprechende Evolutionsvariable qd des Netz-
werkabbaus zu fordern:

q̇d ≥ 0, 0 ≤ qd ≤ 1,
∂µ01(qd)

∂qd
≤ 0 . (5.93)

Diese Forderungen werden durch den einfachen Ansatz

µ01(qd) = µ01 (1− qd) , qd(0) = 0, µ01(1) = 0 (5.94)

erfüllt. Da der Netzwerkabbauprozess sowohl von der Temperatur θ als auch von der
Sauerstoffkonzentration c g im Festkörper abhängt, wird die zugehörige Evolutionsglei-
chung wie folgt formuliert:

q̇d = νd c
g e−

Ed
R θ (1− qd) . (5.95)

Dabei werden wie in den vorangegangenen Kapiteln die Modellparameter νd and Ed

sowie die universelle Gaskonstante R eingeführt. Auf eine Deformationsabhängigkeit
wurde verzichtet, da diese erst ab ca. 200% auftritt, siehe [175]. Für den Netzwerkabbau,
der durch die Evolutionsgleichung für die innere Variable qr repräsentiert wird, kann in
ähnlicher Weise physikalisch argumentiert werden, so dass für diese Variable folgende
Bedingungen eingehalten werden müssen

q̇r ≥ 0, 0 ≤ qr ≤ 1,
∂µ02(qr)

∂qr
≥ 0 . (5.96)

Diese Bedingungen werden mit dem Ansatz

µ02(qr) = µ02 qr, qr(0) = 0, µ02(0) = 0 (5.97)
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und der zugehörigen Evolutionsgleichung

q̇r = νr c
g e−

Er
R θ (1− qr) (5.98)

sichergestellt, wobei zwei zusätzliche Modellparameter νr and Er eingeführt werden.
Auch hier ist neben der Temperaturabhängigkeit die Abhängigkeit des Netzwerkauf-
baus von der Sauerstoffkonzentration berücksichtigt worden. Dabei ist anzumerken,
dass sowohl in (5.95) als auch in (5.102) lineare Abhängigkeiten von der Sauerstoffkon-
zentration angenommen werden. Falls experimentelle Untersuchungen zeigen, dass die
Abhängigkeit von c g eine andere Form hat, so kann das Modell jederzeit modifiziert
werden.
Der zweite Term der Restungleichung (5.92)2 beinhaltet die zu bestimmenden Evo-
lutionsgleichungen für die temperaturabhängigen Dämpfungselemente. Hier wird der
übliche Standardansatz für die Evolutionsgleichung der inelastischen Dehnungsrate ε̇ij
zu

ε̇Dij =
2µj

ηj(θ)

(

εD − εDij
)

, ηj(θ) ≥ 0 . (5.99)

gewählt, wobei mit ηj(θ) eine Viskositätsfunktion eingeführt wird, die positiv sein muss.
Für die Temperaturabhängigkeit dieser Funktion wird die so genannte WLF-Gleichung
gewählt, die es ermöglicht, das thermoviskoelastische Materialverhalten abzubilden.

ηj (θ) = η0j e
−

C1(θ−θG)
C2+(θ−θG) (5.100)

Hierin beschreibt der Parameter θG die Glasübergangstemperatur des Materials, η0j die
dazu korrespondierende Viskosität, und C1 = 17.5, C2 = 52K die Standard-Konstanten
der WLF-Gleichung, siehe [54]. Um die Komplexität des Materialmodells in Grenzen
zu halten, wird auf eine Abhängigkeit der viskoelastischen Materialeigenschaften vom
chemischen Alterungsprozess verzichtet. Eine Erweiterung der Form η0j = η0j(qd, qr)
ist jederzeit möglich, falls die Experimente dies aufzeigen werden.
Nach diesen Überlegungen und Auswertungen verbleibt der folgende Ausdruck der
Restungleichung

−∂Ψ
∂cg

ĉ g − ∂2Ψ

∂(c g)2
jg · grad c g

+

[

1

θ

(

∂Ψ

∂c g
jg − q

)

− ∂2Ψ

∂c g∂θ
jg
]

· grad θ ≥ 0 ,

(5.101)

welcher diskutiert werden soll. Betrachtet man isotherme und sauerstoffgesättigte Pro-
ben, dann sind grad θ = 0 sowie grad c g = 0. Für die Massenbilanz des Sauerstoffes,
Gleichung (5.49), bedeutet dies, dass durch die thermooxidative Alterung einer sau-
erstoffgesättigten Probe eine Abnahme des Sauerstoffes im Festkörper hervorgerufen
wird, da dieser während des Alterungsprozesses verbraucht wird. Die zeitliche Ände-
rung der Sauerstoffkonzentration, ∂c g/∂dt, ist also negativ. Um dieses auf Grundlage
von Gleichung (5.49) modellieren zu können, muss der Reaktionsterm ĉ g negativ sein.
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Um die thermomechanische Konsistenz des Modells nicht zu verletzen, muss in der
Restungleichung (5.101) die Ableitung der spezifischen freien Helmholtz Energie nach
der Sauerstoffkonzentration positiv oder Null sein, d. h. ∂Ψ/∂c g ≥ 0.
Allgemein ist der chemothermische Anteil der freien Energie eine Funktion der Pro-
zessvariablen c g und θ, der mit Hilfe von kalorimetrischen Messungen experimentell
bestimmt werden kann. An dieser Stelle sollen mögliche Ansätze erörtert werden. Die
einfachste Annahme ist, dass die Sauerstoffkonzentration im Festkörper die freie Helm-
holtz Energie nicht beeinflusst, d. h. ∂Ψ/∂c g = 0. In diesem Fall ist das Materialmodell
thermomechanisch konsistent, wenn man z. B. die folgenden Gleichungen formuliert.

ĉ g = −k c g

q = −λθ grad θ

jg = −λc g grad c g

(5.102)

Der Diffusionsstrom und der Wärmestrom sind dabei entkoppelt und es werden die
drei Modellparameter oder Materialfunktionen k, λθ und λc g eingeführt, die die Reak-
tionskinetik sowie die Diffusion von Temperatur und Sauerstoff beschreiben und alle
größer oder gleich Null sein müssen. Für die Größe k lässt sich auf Basis der von Stein-
ke et al. [171] erzielten experimentellen Ergebnisse ein Ansatz motivieren, bei dem k
eine Funktion der Temperatur θ und der inneren Variablen qd und qr ist. Es ist zum
Einen physikalisch plausibel, dass der Sauerstoffverbrauch eine Funktion der absoluten
Temperatur sein muss, da die thermooxidative Alterung bei höheren Temperaturen
schneller abläuft, ergo thermisch aktivierbar ist. Zum Anderen weisen die Ergebnisse
von Steinke et al. [171] darauf hin, dass der Sauerstoffverbrauch mit der Alterungs-
zeit langsam abnimmt. Wenn der Prozess der Kettenspaltung, ausgedrückt durch die
innere Variable qd, und der des Netzwerkaufbaus, ausgedrückt durch die Variable qr ab-
geschlossen ist, dann findet keine Reaktion und damit kein weiterer Sauerstoffverbrauch
mehr statt. Diesem Sachverhalt kann man mit der Gleichung

k = [α10 (1− qd) + α20 (1− qr)] e
−

∆E
Rθ (5.103)

gerecht werden. Sind die beiden beschriebenen Alterungsprozesse der Kettenspaltung
und der Netzwerkneubildung abgeschlossen, so gilt qd = 1 und qr = 1. Damit folgt
k = 0 und aus der Diffusions-Reaktions-Gleichung wird eine Diffusionsgleichung. Es
kann also noch weiterer Sauerstoff in das Bauteil hinein diffundieren, eine chemische
Reaktion wird aber nicht mehr ausgelöst.
Eine weitere Möglichkeit besteht darin, den chemothermischen Anteil der freien Ener-
gie durch ein Polynom zu beschreiben. Dieses Polynom hat sowohl lineare als auch
nichtlineare Terme in der Sauerstoffkonzentration und der Temperatur.

Ψct = α c g + β θ + γ θ c g +
1

2
δ (c g)2 +

1

2
ξ θ2 +

1

2
φ c gθ2 +

1

2
ζ (c g)2 θ + ... (5.104)

Dabei werden eine Reihe von Modellparametern α, β, γ, δ, ξ, φ, ζ eingeführt, deren
Vorzeichen und Bedeutung während der thermomechanischen Auswertung diskutiert
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wird. Die Bedingung ∂Ψ/∂c g ≥ 0 führt zunächst auf die Aussage α, γ, δ, φ, ζ ≥ 0. Der
Reaktionsterm wird nach Auswertung der Restungleichung wie folgt definiert:

ĉ g = −k
(

α + γ θ + δ c g +
1

2
φ θ2 + ζ c gθ

)

. (5.105)

Aus physikalischer Sicht ist es sinnvoll, dass der Reaktionsprozess eine homogene Funk-
tion der Sauerstoffkonzentration ist, ergo muss α = 0, γ = 0 und φ = 0 gelten. Für die
Materialfunktion k wird wieder der Ansatz aus Gleichung (5.103) verwendet. Durch
weitere Auswertung der Restungleichung und unter Berücksichtigung der bereits er-
haltenen Ergebnisse kann analog zu (5.102) nun wieder ein Satz von Gleichungen auf-
gestellt werden, der die thermomechanische Konsistenz des Modells sicherstellt.

ĉ g = −k(θ, qd, qr) [δ c g + ζ c gθ]

q = −λθ grad θ − λc g [δ2 + ζ δ θ] c g grad c g

jg = −λc g [δ + ζ θ] grad c g

(5.106)

Im Vergleich zu (5.102)2 ist in der Materialgleichung (5.106)2 für den Wärmestrom
ein zusätzlicher Term enthalten, dessen Richtung durch den negativen Gradienten der
Sauerstoffkonzentration bestimmt ist. Im physikalischen Sinne bedeutet dies, dass die
Moleküle, die in den Festkörper hinein diffundieren, gleichzeitig Wärme transportie-
ren. Aufgrund des Ansatzes (5.104) für den chemothermischen Anteil der spezifischen
freien Energie ist der Diffusionsprozess des Sauerstoffes, ausgedrückt durch Gleichung
(5.106)3, abhängig von der Temperatur. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit soll der
Gleichungssatz (5.106) verwendet werden.

5.3.3 Numerische Umsetzung

Die erhaltenen Gleichungen der letzten Unterkapitel sollen nun als gekoppeltes Mehr-
feldproblem in ein Finite Elemente Programm umgesetzt werden. Dazu muss zunächst
die Bilanz der inneren Energie, Gleichung (5.52), umformuliert werden. Hierzu wird
die Legendre-Transformationsgleichung (5.58) nach der Zeit differenziert und ebenso
wie das totale Differential der freien Helmholtz-Energie, Gleichung (5.66), in die Bilanz
der inneren Energie eingesetzt. Mit dem Zusammenhang s = −∂Ψ/∂θ und anschlie-
ßender Differentiation nach der Zeit lässt sich die folgende Gleichung für die materielle
Zeitableitung der spezifischen Entropie s herleiten.

ṡ = ξ θ̇ + ζ c g ċ g (5.107)

Nach wenigen Rechenschritten ergibt sich die Bilanzgleichung der inneren Energie zu

div q + ρ ξ θ θ̇ + 2 ρ ζ θ c g ċ g − ρ r

−
n
∑

j=1

4µj

ηj(θ)

(

εD − εDij
)2 − µ01 ε

D : εDq̇d = 0 ,
(5.108)
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wobei für den Wärmestromvektor q das Konstitutivgesetz nach Gleichung (5.106)2
angesetzt wird. Diese Gleichung erlaubt die Berechnung des Temperaturfeldes θ.
Die chemische Feldgleichung in Form der Massenbilanz für die Sauerstoffkonzentration
(5.49) wird unter Berücksichtigung des gewählten Ansatzes der freien Energiefunktion
und der Konstitutivgleichung für die Reaktionskinetik (5.106)1 sowie für den Sauer-
stoffdiffusionsstrom (5.106)3 wie folgt umgeformt:

ρ ċ g + div jg + k(θ, qd, qr) [δ c
g + ζ c gθ] = 0 (5.109)

Als letzte Feldgleichung fehlt noch die Impulsbilanz, die für quasi-statische Prozesse
die folgende Form besitzt:

divσ = 0 (5.110)

Fernwirkungskräfte werden vernachlässigt und das chemothermisch gekoppelte Konsti-
tutivgesetz ist durch die Gleichungen (5.80) und (5.90) gegeben. Die Inkompressibi-
litätsnebenbedingung beinhaltet den unbestimmten hydrostatischen Druck p, der aus
der Zwangsbedingung der Inkompressibilität resultiert. Um den numerischen Aufwand
zu reduzieren, kann man an Stelle des unbestimmten Druckterms einen kompressi-
blen Erweiterungsterm einführen, mit dem näherungsweise inkompressibles Verhalten
beschrieben werden kann. Mit dem volumetrischen Term K tr(ε) I kann nahezu inkom-
pressibles Materialverhalten simuliert werden, wenn der Kompressionsmodul K etwa
vier Zehnerpotenzen höher gewählt wird als die Schermoduln der Grundelastizität und
Viskoelastizität. Das Produkt aus dem Kompressionsmodul K und der Spur des Ver-
zerrungstensors ε entspricht dann dem hydrostatischem Druck p.
Um die Gleichungen in ein Finite-Elemente Programm zu implementieren, müssen die-
se in die schwache Form überführt werden. Dies geschieht durch eine standardisierte
Prozedur: Multiplikation der Gleichungen mit Testfunktionen, Integration über das
Volumen und Anwendung des Gauß’schen Integralsatzes. Die detaillierte Beschreibung
der Umsetzung von Mehrfeldproblemen kann der interessierte Leser beispielsweise in
Kuhl [98] oder bei Bathe [12] nachlesen. Nach mehreren Rechenschritten gelangt man
zum schwach formulierten gekoppelten Mehrfeldproblem:

∫

B

grad δu : σ dv =

∫

Γu

δu · t⋆ da

−
∫

B

δc g [ρ ċ g + k (δ + ζ θ) c g] dv +

∫

B

grad δc g · jg dv =

∫

Γc g

δc g j⋆ da

−
∫

B

δθ
[

ρ ξ θ θ̇ + 2 ρ ζ θ c g ċ g
]

dv +

∫

B

grad δθ · q dv

+

∫

B

δθ

[

n
∑

j=1

4µj

ηj(θ)

(

εD − εDij
)2 − µ01 ε

D : εDq̇d

]

dv =

∫

Γθ

δθ q⋆ da

(5.111)

Dabei wurden entsprechend den Feldvariablen u, θ, c g die Testfunktionen δu, δθ, δc g

verwendet. Die rechte Seite der Gleichungen entspricht den Neumann-Randbedingungen
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5.3 Ein chemo-thermomechanisch gekoppeltes Mehrphasenmodell

für die jeweiligen Felder. Es können sowohl Dirichlet als auch Neumann-Randbedingun-
gen auf dem Rand Γ vorgeschrieben werden, wobei der folgende mathematische Zusam-
menhang Gültigkeit besitzt.

u = ū auf Γu
D und t = t⋆ auf Γu

N ,

θ = θ⋆ auf Γθ
D und q = q⋆ auf Γθ

N ,

c g = c g
⋆ auf Γc g

D und j = j⋆ auf Γc g

N ,

(5.112)

mit

Γu
D ∪ Γu

N = Γθ
D ∪ Γθ

N = Γc g

D ∪ Γc g

N = ∂B ,

Γu
D ∩ Γu

N = Γθ
D ∩ Γθ

N = Γc g

D ∩ Γc g

N = ∅ .
(5.113)

Der Gleichungssatz ist in dieser Form in das Finite Elemente Programm PANDAS
[43] implementiert worden und soll nun im nächsten Abschnitt auf zwei verschiedene
Problemstellungen angewendet werden.

5.3.4 Simulationen

θ = 353 Κ

0c = 0

0
c = c* c = c*

θ = θ∗ θ = θ∗

θ = θ∗

θ = θ∗
u(t)

Abbildung 5.18: Anfangsrandwertproblem

Das zugehörige Anfangsrandwertproblem für die erste Simulation entspricht einem al-
ternden und mechanisch belasteten Zugstab mit der Länge von 50 mm und der Breite
von 4 mm. Die zugehörigen Randbedingungen können der Abbildung 5.18 entnommen
werden. Dieser Zugstab wird auf eine Temperatur von 353 K aufgeheizt und dann
isotherm über den Versuchszeitraum gehalten. Im Umgebungsmedium herrscht eine
Sauerstoffkonzentration von 1 %, die als Dirichlet-Randbedingung für die Feldvariable
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der Sauerstoffkonzentration in die Rechnung einfliesst, d.h. c g
⋆

= 0.01. Die Probe selbst
beinhaltet zum Zeitpunkt t = t0 keinen Sauerstoff, d.h. c0 = 0. Zudem wird eine Ver-
schiebung in Zugrichtung von 2 % über einen Zeitraum von 200 Stunden aufgebracht.
Nach diesen 200 Stunden wird die Verschiebung wieder auf den Wert Null gebracht.
Da die Glasübergangstemperatur des gewählten Elastomers bei 273 K liegt und die
Versuchstemperatur bei 353 K, spielen viskoelastische Effekte keine Rolle. Aufgrund
der isothermen Verhältnisse muss das Wärmeleitproblem nicht gelöst werden. Das Ma-

K[MPa] µ01[MPa] Ed[J/mol] νd[1/s] α10[kg h/m
5] δ[J/kg]

50,000 5.0 6,000 5.0 0.1 1.0
R [J/molK] µ02[MPa] Er[J/mol] νr[1/s] α20[kg h/m

5] θG[K]

8.314 5.0 6,000 5.0 0.1 273.0
λc g [kg h/m3] ρ[kg/m3] ζ [J/kgK] ξ[J/kgK2] DE[J/mol] µj, η0j

0.02 920 0.0 1.0 0.0 —

Tabelle 5.7: Modellparameter der durchgeführten Simulationen.

terial wird als quasi-inkompressibel modelliert, die zugehörigen Materialparameter sind
der Tabelle 5.7 zu entnehmen. Da es sich in dieser ersten Simulation um eine Substanz-
probe im Kleinmaßstab handelt, kann man von einer Sauerstoffsättigung und somit
von homogenen Zuständen in der Probe ausgehen. Die Materialparameter der Ketten-
spaltung und des Netzwerkneuaufbaus sind identisch gewählt worden, d.h. dass das
sekundäre, sich spannungsfrei neu bildende Polymernetzwerk die gleiche Steifigkeit be-
sitzt wie das sich abbauende Netzwerk. Die Abbildung 5.19 zeigt den Spannungsverlauf
in der Probe über der Zeit t in Stunden und bestätigt die eben genannten Fakten. An-
fangs baut sich das primäre Netzwerk um ca. 0.3 MPa von 0.4 MPa auf ca. 0.1 MPa ab.
Gleichzeitig baut sich das sekundäre Netzwerk spannungsfrei auf. Nach der Rücknahme
der Deformation zum Zeitpunkt t = 200 h zeigt die Probe eine Druckspannung von ca.
-0.3 MPa, die aus dem sekundären Netzwerk rührt.
In der Anwendungspraxis im Ingenieurwesen will man natürlich gerne Bauteile größe-
rer Dicke untersuchen und simulieren, bei denen der Alterungs-und Diffusionsprozess
inhomogen abläuft. Dafür soll ein quaderförmiges Schiffsmotorenlager mit den Abmes-
sungen von 700 mm auf 300 mm betrachtet werden. Dieses Schiffsmotorenlager wird mit
einer konstanten Druckdeformation von 15 mm belastet, die beispielsweise aus dem Ei-
gengewicht des Motors resultiert. Es gelten die Materialparameter aus Tabelle 5.7 und
es herrschen die gleichen isothermen Bedingungen bei einer Temperatur von 353 K. Die
Randbedingungen für die Sauerstoffkonzentration sind die gleichen wie bei der ersten
Simulation und der Abbildung 5.18 zu entnehmen. Aufgrund der großen Abmessungen
der Probe findet nun ein inhomogener Diffusionsprozess in den Festkörper statt, siehe
Abbildung 5.20. Nach einer Zeit von 10 h ist der Sauerstoff nur in die Randschicht des
Bauteiles eingedrungen und im Laufe der Zeit diffundiert der Sauerstoff immer tiefer
in das Bauteil hinein.
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Abbildung 5.19: Spannungsverlauf einer homogen alternden Substanzprobe.

Der Netzwerkabbau im Bauteil findet nach einer gewissen Initialisierungsphase, d.h
zeitversetzt zur Sauerstoffdiffusion, statt und ist durch den Spannungsabfall im Bauteil
nach Abbildung 5.21 zu erklären. In den ersten 100 h passiert praktisch nichts im
Bauteil, die Spannung liegt konstant bei -0.1 MPa (weiße Bilder). Nach einer Zeit von
ca. 500 h findet der Prozess der Kettenspaltung statt, der an die Sauerstoffkonzentration
gekoppelt ist und demzufolge auch von außen nach innen in das Bauteil vordringt. Mit
der Zeit ist immer weniger Querschnitt vorhanden, der die Vorlast bzw. Deformation
tragen kann und nach einer Zeit von ca. 300 h bei einer Temperatur von 353 K verliert
das Bauteil jegliche Steifigkeit.

5.3.5 Diskussion und Ausblick

Dieses Kapitel hat sich mit dem chemisch induzierten Alterungsverhalten von Elas-
tomeren beschäftigt. Nach einer ausführlichen Einleitung in den Stand der Forschung
wird auf der Grundlage der Mehrphasenkontinuumsmechanik und der Mischungstheo-
rie ein chemo-thermomechanisches Materialmodell formuliert, welches die gekoppelte
Sauerstoffdiffusion- und -reaktion in Festkörpern beschreiben kann. Dieses Modell wird
thermomechanisch konsistent entwickelt, wobei das von Liu und Müller entwickelte
Entropieprinzip [115, 128, 131, 130] zur Anwendung kommt. Die Materialgleichungen
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0.00 1.00E−023.33E−03 6.66E−03

Abbildung 5.20: Sauerstoffkonzentration c g in dem Bauteil zu den Zeitpunkten 10 h,
100 h, 500 h, 1000 h, 2000 h und 3000 h (von oben links nach unten
rechts).

und Evolutionsgleichungen für den Spannungstensor werden anhand eines rheologi-
schen Modells motiviert und aufgestellt. Insbesondere wird der Reaktionsterm, der den
Sauerstoffverbrauch im Festkörper beschreibt, an die Kettenspaltung und den Netzwer-
kneubildungsprozess gekoppelt.
Im Anschluss daran wird der Gleichungssatz als gekoppeltes Mehrfeldproblem in die
für die Finite Elemente Methode benötigte schwache Form überführt und in das For-
schungsprogramm PANDAS implementiert. Anhand eines physikalisch plausiblen Ma-
terialparametersatzes wird die Anwendbarkeit des Modells an zwei ausgewählten Bei-
spielen demonstriert. Zum Einen wird der aus der Literatur bekannte chemische Lang-
zeitrelaxationsversuch von Tobolsky et al. [175] simuliert, siehe Abbildung 5.19. Das
Modell beschreibt den Kettenabbau und die Bildung des sekundären Netzwerkes als
homogenes, sauerstoffgesättigtes Problem unter isothermen Bedingungen. Die Initia-
lisierungsphase bis zum Eintritt der chemischen Reaktion kann durch die geeignete
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0.00 −1.00E−01−3.33E−02 −6.66E−02

[MPa]

Abbildung 5.21: Spannungsverteilung σ22 in dem Bauteil aufgrund des Netzwerkabbaus
zu den Zeitpunkten 10 h, 100 h, 500 h, 1000 h, 2000 h und 3000 h (von
oben links nach unten rechts).

Wahl der Modellparameter Ed und νd an gegebene Versuchsdaten angepasst werden.
Zudem ist es möglich, den Netzwerkneubildungsprozess so zu modellieren, dass er auf
einer anderen Zeitskala als der Netzwerkabbau stattfindet. Alternativ kann das Mo-
dell auch so parametriert werden, dass die Intensität der Kettenspaltung von der des
Netzwerkabbaus verschieden ist.
Zum Anderen ist die Sauerstoffdiffusion und die damit verbundene Reaktion mit dem
Festkörper anhand eines belasteten Gummiblocks finiter Dicke unter isothermen Ver-
hältnissen simuliert worden. Dieses Bauteil wird z. B. durch das Eigengewicht eines
Schiffsmotors belastet und erhält somit eine konstante Vordeformation. Anschließend
findet über einen Zeitraum von mehreren Monaten der Sauerstoffdiffusionsprozess statt.
Die Abbildung 5.20 zeigt den Diffusionsprozess in Abhängigkeit der Zeit, wobei ange-
nommen wird, dass der Festkörper eine maximale Sauerstoffkonzentration von 1 %
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des Gesamtvolumens aufnehmen kann. Der Sauerstoff dringt über die Außenflächen
in den Festkörper ein. Der Reaktionsprozess beginnt nach einer Initialisierungsphase
und ist über die Evolutionsgleichungen an die Kettenspaltung und den Netzwerkneu-
aufbau gekoppelt, siehe Gleichung (5.103). Mit dem Beginn der Kettenspaltung wird
folglich Sauerstoff verbraucht und die Reaktion setzt ein. Die Auswirkungen für die
mechanische Steifigkeit des Bauteiles lassen sich der Abbildung 5.21 entnehmen. Zu-
nächst herrschen homogene Spannungsverhältnisse, das Bauteil ist belastet und trägt
mit seinem vollen Querschnitt. Nach einer gewissen Alterungszeit und nach Ablauf der
Initialisierungsphase zerstört der Sauerstoff die Kettenmoleküle des Polymers. Das hat
zur Folge, dass in diesem Teil des Polymerlagers die Spannungen abgebaut werden und
nur noch der jungfräuliche Teil des Lagers das Gewicht des Motors aufnehmen kann.
Es trägt also nur noch ein Teil des Querschnittes. Dieser Vorgang dauert so lange an,
bis sämtliche Ketten zerstört sind, das Lager wird also unbrauchbar. In dem vorlie-
genden Fall sind die Modellparameter so eingestellt worden, dass das Lager bei einer
Temperatur von 353 K und einer Alterungszeit von ca. 3000 Stunden versagt. Die Be-
rechnung des Alterungsverhaltens unter beliebigen Temperaturwechselbeanspruchun-
gen ist problemlos möglich, verlängert allerdings die Rechenzeit. Weitere Simulationen
von technisch relevanten Randwertproblemen sind grundsätzlich durchführbar, sollen
aber ohne experimentellen Hintergrund an dieser Stelle nicht erfolgen.

Bei kritischer Betrachtung lassen sich zum vorgestellten Ansatz folgende Aussagen täti-
gen: Das Modell kann weitgehend beliebige Temperatur-und Diffusions-Reaktionspro-
zesse in Kopplung mit der mechanischen Deformation beschreiben. Dabei liegt der
Sauerstoff im Festkörper als Spurenelement vor, der das Volumen des Festkörper-
Gasgemisches nur unwesentlich beeinflusst. Falls die anstehenden experimentellen Un-
tersuchungen es erfordern, muss das Modell um entsprechende Phasen erweitert werden.
Beispielsweise sollte bei der Lagerung der Proben in Seewasser neben der Sauerstoffdif-
fusion auch die chemisch induzierte Quellung, die durch die fluide Phase hervorgerufen
wird, berücksichtigt werden. Ein weiterer zu untersuchender Arbeitspunkt betrifft die
stark unterschiedlichen Zeitskalen des Modells. Falls isotherme Verhältnisse herrschen
und die Temperatur hinreichend groß ist, braucht lediglich das chemo-mechanische Pro-
blem gelöst werden. Die Zeitskala liegt hier zwischen Tagen und Monaten, so dass die
Zeitschrittweite entsprechend groß gewählt werden kann. Bei niedrigeren Temperatu-
ren im Bereich der Glasübergangstemperatur spielen allerdings viskoelastische Effekte
eine große Rolle. Das Modell ist so konzipiert, dass auch die Viskoelastizität modelliert
werden kann. Eine Kopplung zwischen Viskoelastizität und Alterung ist allerdings auf-
grund mangelnder experimenteller Hinweise bis jetzt nicht berücksichtigt worden, da
die Viskoelastizität im Gegensatz zur thermooxidativen Alterung auf Zeitskalen zwi-
schen Sekunden bis Stunden abläuft. Das hat simulationstechnisch die Folge, dass die
Zeitschrittweite bei viskoelastischen Problemen genauso wie bei Temperaturproblemen
dementsprechend kleiner zu wählen ist. Das Resultat wäre bei simultaner Lösung bei-
der Probleme eine deutliche Verlängerung der Simulationszeit. Hier sollen in der nahen
Zukunft Untersuchungen und Lösungsvorschläge erarbeitet werden, um zeitintensive
Berechnungen möglichst zu vermeiden.
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Das hier vorliegende Modellierungskonzept soll in den kommenden Jahren experimen-
tell abgesichert werden. Dazu werden die Modellannahmen zu konkretisieren und die
eingeführten Materialparameter anzupassen sein.
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5.4 Ein thermomechanisch gekoppeltes Modell zur

Beschreibung der dissipativen Erwärmung von

Elastomeren

Das an dieser Stelle zu entwickelnde Modell soll für viskoelastische Werkstoffe einge-
setzt werden, die großen Deformationen unterliegen und sich bei Wechselbelastungen
infolge der dissipierten Energie erwärmen. Demzufolge wird das Modell so gekoppelt,
dass diese in Wärme umgewandelte Energie die Wärmeleitungsgleichung in Form des
1. Hauptsatzes der Thermodynamik beeinflusst. Zur Formulierung thermomechanisch
konsistenter Materialmodelle wird die Clausius-Duhem Ungleichung ausgewertet, nach-
dem ein meist experimentell motivierter Ansatz für die freie, spezifische Helmholtz
Energie gewählt worden ist, siehe z.B. [60]. In vielen Anwendungen spielt der Einfluss
der Temperatur und insbesondere der der dissipativen Erwärmung nur eine untergeord-
nete Rolle und wird bei der Modellierung vernachlässigt. Andererseits gibt es durchaus
Anwendungen, in denen die Temperatur und dissipative Erwärmung eine wichtige Rolle
spielt. In den Arbeiten von Lion [105] und Dippel [37] werden zum Beispiel Temperatur-
effekte experimentell gemessen und untersucht, die sich infolge dissipativer Erwärmung
ergeben.
In Lagerbauteilen von Kraftfahrzeugen haben temperaturinduzierte Effekte enormen
Einfluss auf das mechanische Verhalten und spielen eine entscheidende Rolle bei der
sich ergebenden Lebensdauer bzw. Einsatzdauer. Der typische Temperaturbereich, der
für Kraftfahrzeuge relevant ist, liegt im Bereich von −20◦C im Winter bis hin zu über
100◦C in der direkten Umgebung des Motors. Auch große dynamische Amplituden und
höhere Frequenzen können eine Erwärmung von Lagern bis zu einer Temperatur von
über 80◦C hervorrufen und die Einsatz-und Lebensdauer damit maßgebend beeinflus-
sen. Fundamentale Aspekte in Bezug auf die dissipative Erwärmung werden in den
Arbeiten von Lin [102, 103] diskutiert. Temperaturabhängige elastische und viskoelas-
tische Modellierungsansätze sind z. B. in den Arbeiten von Chadwick [23], Lion [106],
Cho [24], Khan [91], Dippel [37], Reese [150], Xu [185], Anand [5] oder Rodas [159]
zu finden. Nichts desto trotz gibt es noch viele offene Fragen, die in Zukunft geklärt
werden sollen.
Hier soll dieser Beitrag ansetzen. Im nächsten Abschnitt wird die dissipative Erwär-
mung von Elastomeren anhand einiger weniger Beispiele experimentell beleuchtet. Dar-
auf aufbauend wird ein thermomechanisch gekoppeltes Materialmodell motiviert und
entwickelt, welches die experimentell beobachteten Effekte qualitativ abbilden kann.
Aussagekräftige Simulationsbeispiele und eine abschließende Diskussion runden den
Beitrag ab.

5.4.1 Experimentelle Motivation

Da der Fokus dieser Betrachtung in der Entwicklung eines neuen, konsistenten Mate-
rialmodells für die dissipative Erwärmung von gefüllten, thermoviskoelastischen Elas-
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tomeren liegt, sollen nur ein paar wenige Experimente aufgeführt werden. Zu weiteren
Vertiefung wird auf die Arbeiten von Lion [105], Khan [91], Johlitz [85] oder Dippel
[37] und die darin befindlichen Zitierungen verwiesen.

Abbildung 5.22: Relaxationsscherversuche unter einem Scherwinkel von 5◦ bei kon-
stanten Temperaturen; je höher die Temperatur, desto schneller die
Spannungsrelaxation

Das untersuchte Elastomer kommt aus der Fahrzeugindustrie und wird für Lagerbuch-
sen eingesetzt. Es handelt sich um einen rußgefüllten Naturkautschuk mit einer Shore-A
Härte von 60 und einem Rußfüllergehalt von 50 phr. Zur Untersuchung der temperatu-
rabhängigen Materialeigenschaften werden zunächst Relaxationsversuche unter einem
konstanten Scherwinkel von 5◦ durchgeführt. Die Experimente werden bei verschie-
denen konstanten Temperaturen von -10◦C, 20◦C, 50◦C und 80◦C durchgeführt. Die
gewählten Temperaturen befinden sich alle weit über der Glasübergangstemperatur und
die Haltezeiten werden mit 1200 s angesetzt. Die aus den Experimenten hervorgehenden
Relaxationskurven aus Abbildung 5.22 zeigen, dass das Relaxationsverhalten im be-
trachteten Zeitintervall mit zunehmender Temperatur ausgeprägter bzw. schneller ver-
läuft. Um diesen Effekt im Rahmen der Thermoviskoelastizität zu interpretieren, wird
die im Vergleich zur Viskoelastizität nur schwach ausgeprägte Entropieelastizität des
Elastomers, die eine lineare Temperaturabhängigkeit liefert, vernachlässigt. Zusätzlich
kann davon ausgegangen werden, dass die Spannung im Versuch zur höchsten Tempera-
tur bei 80◦C nach 1200 s nahezu ihren Gleichgewichtswert angenommen hat. Die Konse-
quenz aus diesen getroffenen Annahmen führt dazu, dass die entropieelastische Gleich-
gewichtsspannung bei -10◦C nur ungefähr (273.15K− 10K)/(273.15K+ 80K) ≈ 0.75
von dem Wert bei bei 80◦C ausmacht, was auf einen absoluten Wert von 0.09 MPa
führt. Diese Abschätzung rechtfertigt die Vorgehensweise, die Temperaturabhängig-
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keit des Elastomers der Nichtgleichgewichtsspannung zuzuordnen. Eine Nichtberück-
sichtigung der Temperaturabhängigkeit würde allerdings eine zu starke Vereinfachung
bedeuten.

Abbildung 5.23: Eigenerwärmung bei dynamischen Zugversuchen mit verschiedenen
Frequenzen und Amplituden von 5, 10 and 20%; erwärmte Oberflä-
chentemperatur in Relation zur Starttemperatur von 23◦C

Eine andere wichtige Fragestellung betrifft die Ursache der Probentemperatur. Im
Gleichgewichtszustand liegt der Haupteinfluss bei der Temperatur des umgebenden
Mediums, z.B. heiße Luft oder ein kühlendes Fluid. Wenn sich die externe Temperatur
nicht ändert und die mechanischen Prozesse quasi-statisch ablaufen, wird die Probe im
isothermen Zustand bleiben. Falls aber die Belastungsprozesse hinreichend schnell oder
die Randbedingungen der Probe bzw. des Bauteiles adiabat sind und sich das Material
entropieelastisch verhält und thermische Expansionen zeigt, so lässt sich der so genann-
te Gough-Joule Effekt beobachten (siehe [178]). In diesem Fall ist die Probentemperatur
eine eindeutige Funktion der Deformation, die sich reversibel verhält. Ist das Elasto-
mer zudem gefüllt, dann zeigt es außerdem viskoelastische Dissipationseffekte, die bei
dynamischer Belastung zu einer ausgeprägten Selbsterwärmung in Abhängigkeit der
Frequenz und der Amplitude führen. Generell wird davon ausgegangen, dass sich alle
genannten Effekte überlagern. In Abbildung 5.23 sind experimentelle Studien zur Eige-
nerwärmung einer Standard S2-Zugprobe mit einem Querschnitt von 4mm x 2mm zu
finden. Aufgetragen ist die Veränderung der Oberflächentemperatur als Funktion der
Frequenz bei verschiedenen Anregungsamplituden. Dabei wird die Oberflächentempe-
ratur mit einer Infrarot-Wärmebildkamera gemessen und es wird so lange gewartet,
bis sich ein stationärer Wert einstellt. Die Dehnungsamplitude variiert zwischen den
Werten von 5% und 20%, wobei die statische Vordeformation mit 30% angesetzt wird.
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5.4 Dissipative Erwärmung von Elastomeren

Anhand dieser Daten ist deutlich zu erkennen, dass der Einfluss des Temperaturanstie-
ges nicht vernachlässigbar ist und mit steigender Frequenz und Amplitude ein immer
ausgeprägteres Verhalten aufweist.
Unter Berücksichtigung der experimentellen Befunde lässt sich schlussfolgern, dass eine
dynamische, lang andauernde Last eine signifikante Selbsterwärmung bei Elastomeren
hervorruft, die wiederum ihre mechanischen Eigenschaften ändert. Es ist offensichtlich,
dass die Formulierung eines beidseitig gekoppelten, thermomechanischen Materialm-
odells von Nöten ist.

5.4.2 Kinematik

Aus kinematischer Sicht wird zur Beschreibung des thermoviskoelastischen Material-
verhaltens ein zweifacher multiplikativer Split des Deformationsgradienten F durchge-
führt. Zum Einen erfolgt eine Aufteilung in einen volumetrischen Anteil F̄ und einen
isochoren Anteil F̂. Zum Anderen wird der isochore Deformationsgradient F̂ in einen
isochoren elastischen Anteil F̂e und einen isochoren inelastischen Anteil F̂i aufgeteilt.

F = F̂ · F̄
F̂ = F̂e · F̂i

F = F̂e · F̂i · F̄
(5.114)

Dabei ist der volumetrische Anteil von F über

F̄ = J
1
3 I (5.115)

und der isochore Anteil durch
F̂ = J−

1
3 F (5.116)

definiert. εv = J−1 = detF−1 beschreibt die Volumendehnung, wobei für den isocho-
ren Anteil det F̂ = 1 gilt. Als Verzerrrungsmaße der Referenzkonfiguration werden der
rechte Cauchy-Green-Deformationstensor C sowie der Green-Lagrange Verzerrungsten-
sor E eingeführt.

C = FT · F

E =
1

2
(C− I)

(5.117)

Auf der aktuellen Konfiguration operieren der linke Cauchy-Green Deformationstensor
B sowie der Euler-Almansische Verzerrungstensor A.

B = F · FT

A =
1

2

(

I−B−1
)

(5.118)

Zwischen den beiden Konfigurationen lassen sich die Tensoren E und A durch die
Operationen push forward und pull back ineinander überführen.

A = F−T · E · F−1

E = FT ·A · F
(5.119)
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Der multiplikative Split des Deformationsgradienten impliziert die Einführung von so
genannten fiktiven Zwischenkonfigurationen. Der volumetrisch-isochore Split motiviert
die isochor-volumetrische Zwischenkonfiguration IVZK, der elastisch-inelastische Split
des isochoren Deformationsgradienten eine weitere, elastisch-inelastische Zwischenkon-
figuration EIZK. Zur Veranschaulichung dieses Sachverhaltes soll die Abbildung 5.24
dienen.

F

F̂

F̄

F̂e

F̂i

RK
MK

EIZK

IVZK

Abbildung 5.24: Multiplikativer Split des Deformationsgradienten und Einführung von
Zwischenkonfigurationen

Auf der isochor-volumetrischen Zwischenkonfiguration IVZK entsteht durch den vo-
lumetrischen push forward des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors E ein neuer
Verzerrungstensor ΓIV

ΓIV = F̄−T · E · F̄−1 =F̄−T · 1
2

(

FT · F− I
)

F̄−1

=
1

2
J−

2
3 (C− I) =

1

2

(

Ĉ− I
)

+
1

2

(

I− B̄−1
)

= Γ̂IV + Γ̄IV .

(5.120)

Somit kann der auf der IVZK entstandene Verzerrungstensor additiv in einen isochoren
Anteil Γ̂IV und einen volumetrischen Anteil Γ̄IV aufgeteilt werden. Hier wird entgegen
der bekannten Theorie (siehe z.B. [60]) auf den thermisch-mechanischen Split des De-
formationsgradienten verzichtet. Vielmehr sollen bei diesem Ansatz die Anteile der
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5.4 Dissipative Erwärmung von Elastomeren

thermischen Volumendehnung in den volumetrischen Teil des Deformationsgradienten
integriert werden. Es gelten weiterhin folgende mathematische Zusammenhänge:

C̄ = F̄T · F̄ = J
2
3 I

Ĉ = F̂T · F̂ = J−
2
3 C

(5.121)

sowie

det Ĉ = 1 ⇒
(

det Ĉ
)˙

=
∂ det Ĉ

∂Ĉ
:
˙̂
C = Ĉ−1 :

˙̂
C = 0 (5.122)

ergo sind die beiden Tensoren Ĉ−1 und ˙̂
C orthogonal zueinander. Ausgehend von die-

ser fiktiven isochoren-volumetrischen Zwischenkonfiguration wird nun eine weitere Zwi-
schenkonfiguration eingeführt, die isochore elastisch-inelastisch Zwischenkonfiguration
EIZK, siehe Abbildung 5.24. Ausgangspunkt ist der multiplikative Split des isocho-
ren Deformationsgradienten F̂ in einen isochoren elastischen Anteil F̂e und in einen
isochoren inelastischen Anteil F̂i,

F̂ = F̂e · F̂i . (5.123)

Die Motivation hierzu liefert eine Reihenschaltung aus einer Feder und einem Dämp-
fer, das so genannte Maxwell Element, mit dem viskoelastisches Materialverhalten in
Form einer Nichtgleichgewichts-oder Überspannung abgebildet werden kann. Das auf
der EIZK operierende Verzerrungsmaß Γ̂EI ergibt sich nun durch den push forward des
isochoren Verzerrungstensors Γ̂IV über die Operation

Γ̂EI = F̂−T
i · Γ̂IV · F̂−1

i =F̂−T
i · 1

2

(

F̂T · F̂− I
)

· F̂−1
i

=
1

2

(

F̂T
e · F̂e − F̂−T

i · F̂−1
i

)

=
1

2

(

Ĉe − I
)

+
1

2

(

I− B̂−1
i

)

= Γ̂e + Γ̂i

(5.124)

mit dem rechten isochoren, elastischen Deformationstensor Ĉe = F̂T
e ·F̂e und dem linken

isochoren, inelastischen Deformationstensor B̂i = F̂i · F̂T
i . Das Vorgehen gewährleistet

wieder den additiven Split der zugehörigen Deformationsmaße auf dieser Konfiguration.
Physikalisch beschreibt der erste Anteil die Deformation der Feder und der zweite Anteil
die Deformation im Dämpfer des Maxwell-Elementes.
Auch hier lässt sich aus Überlegungen zur Volumenerhaltung der isochoren Deformati-
onstensoren eine weitere mathematische Bedingung ableiten. Ausgehend vom isochoren,
inelastischen Deformationsgradienten F̂i folgt

det F̂i = 1 ⇒
(

det F̂i

)˙

= F̂−T
i :

˙̂
Fi = tr

(

˙̂
Fi : F̂

−T
i

)

= tr
(

L̂i

)

= 0 (5.125)

mit dem räumlichen isochoren, inelastischen Geschwindigkeitsgradienten L̂i. Die Be-
dingung, dass die Spur von L̂i gleich Null ist, sorgt später für eine deviatorische Form
der zugehörigen Evolutionsgleichung. Mit der Definition des räumlichen isochoren, in-
elastischen Deformationsgeschwindigkeitstensors folgt:

D̂i =
1

2

(

L̂i + L̂T
i

)

⇒ tr D̂i = 0 (5.126)
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5.4.3 Spannungstensoren

Dieses Unterkapitel soll nun die zur Modellierung benötigten Spannungstensoren und
ihre Zusammenhänge darstellen. Auf der RK operiert der Spannungstensor T̄, der sich
durch Rücktransport des Cauchyschen Spannungstensors T aus der Beziehung

T̄ = JF−1 ·T · F−T (5.127)

ergibt. Der Cauchysche Spannungstensor ist in volumetrisch-isochorer Aufteilung als

T = −p I+TD (5.128)

gegeben. Der Faktor p entspricht im Falle einer Inkompressibilität dem hydrostatischem
Druck. Der Zusammenhang zwischen Cauchy und 2. Piola Kirchhoff Spannung kann
unter Verwendung des Konzeptes der dualen Variablen, siehe [62], hergeleitet werden. In
Analogie kann damit auch der Spannungstensor TIV auf der isochoren volumetrischen
Zwischenkonfiguration aufgestellt werden:

TIV = ĴF̂−1 ·T · F̂−T (5.129)

Dabei gilt Ĵ = det F̂ = 1. Ausgehend von diesen Überlegungen wird nun ein neuer
Spannungstensor auf der IVZK definiert, der sich aus dem Rücktransport des Deviators
der Cauchy Spannungen ergibt

T̂ = ĴF̂−1 ·TD · F̂−T . (5.130)

Unter Berücksichtigung der isochoren volumetrischen Zerlegung des Deformationsgra-
dienten F kann der 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor wie folgt dargestellt werden:

T̄ = −p J 1
3 Ĉ−1 + J

1
3 T̂ . (5.131)

Damit soll nun die Spannungsleistung T̄ : Ė bezüglich der Referenzkonfiguration aus-
gerechnet werden. Nach wenigen Rechenschritten und Zusammenfassungen ergibt sich
folgende Darstellung:

T̄ : Ė = −p J̇
3
Ĉ−1 :

(

I+ 2 Γ̂IV

)

− p J Ĉ−1 :
˙̂
ΓIV

+ J T̂ :
˙̂
ΓIV +

J̇

3
T̂ :

(

I+ 2 Γ̂IV

)

.

(5.132)

Unter Ausnutzung der Zusammenhänge

Ĉ−1 :
(

I+ 2 Γ̂IV

)

= Ĉ−1 : Ĉ = tr
(

Ĉ−1 : Ĉ
)

=3

Ĉ−1 :
˙̂
ΓIV =

1

2
Ĉ−1 :

˙̂
C =0

T̂ :
(

I+ 2 Γ̂IV

)

= ĴF̂−1 ·TD · F̂−T : Ĉ = trTD =0

(5.133)

kann die Spannungsleistung letztendlich vereinfacht werden zu

T̄ : Ė = −p J̇ + J T̂ :
˙̂
ΓIV . (5.134)

Dieser Ausdruck spielt im nächsten Unterkapitel bei der Herleitung des Materialmodells
eine wichtige Rolle und wurde erstmalig in der Arbeit von Lion et al. [108] verwendet.
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5.4 Dissipative Erwärmung von Elastomeren

5.4.4 Materialmodell

Das in diesem Unterkapitel zu entwickelnde Materialmodell soll thermo-viskoelastische
Elastomere abbilden. Der Ausgangspunkt ist die Clausius-Duhem Ungleichung in Grö-
ßen der Referenzkonfiguration

−ρ0 Ψ̇ + T̄ : Ė− ρ0 s θ̇ −
q0

θ
·Grad θ ≥ 0 (5.135)

mit der spezifischen freien Helmholtz Energie Ψ, der Entropie s, der absoluten Tempe-
ratur θ, dem Wärmeflussvektor q0 und der Dichte ρ0. Der Ansatz der freien Helmholtz-
schen Energiefunktion Ψ für thermo-viskoelastische Materialien wird in den Prozess-
variablen J, θ, Ĉ, Ĉe formuliert. Dabei macht man von einer konstitutiven Annahme
gebrauch, bei der ein additiver und physikalisch plausibler Split vorgenommen wird.

Ψ = Ψvol
eq (J, θ) + Ψiso

eq (Ĉ) + Ψneq(Ĉe) (5.136)

Diese Annahme setzt voraus, dass die Temperaturabhängigkeit des isochoren, mecha-
nischen Materialverhaltens, welches die Grundelastizität betrifft, vernachlässigt wird.
Folglich bleibt die Entropieelastizität des Elastomers unberücksichtigt. Demzufolge er-
gibt sich die Zeitableitung zu

Ψ̇ =
∂Ψvol

eq (J, θ)

∂J
J̇ +

∂Ψvol
eq (J, θ)

∂θ
θ̇ +

∂Ψiso
eq (Ĉ)

∂Ĉ
:
˙̂
C+

∂Ψneq(Ĉe)

∂Ĉe

:
˙̂
Ce . (5.137)

Unter Berücksichtigung des Splits der Spannungsleistung aus Kapitel 5.4.3, Gleichung
(5.134), und unter Verwendung der folgenden Zusammenhänge

˙̂
ΓIV =

1

2
˙̂
C

˙̂
Ce = F̂−T

i · ˙̂
C · F̂−1

i − L̂T
i · Ĉe − Ĉe · L̂i

∂Ψneq

∂Ĉe

:
˙̂
Ce =

∂Ψneq

∂Ĉe

:
(

F̂−T
i · ˙̂

C · F̂−1
i

)

− ∂Ψneq

∂Ĉe

:
(

Ĉe · L̂i + L̂T
i · Ĉe

)

(5.138)

lässt sich der 2. Hauptsatz der Thermodynamik wie folgt umschreiben

−
(

p+ ρ0
∂Ψvol

eq

∂J

)

J̇ −
(

ρ0 s+ ρ0
∂Ψvol

eq

∂θ

)

θ̇ − q0

θ
·Grad θ

+

(

1

2
J T̂− ρ0

∂Ψiso
eq

∂Ĉ
− ρ0 F̂

−1
i · ∂Ψneq

∂Ĉe

· F̂−T
i

)

:
˙̂
C

+ρ0
∂Ψneq

∂Ĉe

:
(

Ĉe · L̂i + L̂i · Ĉe

)

≥ 0 .

(5.139)

Die Auswertung dieser Ungleichung erfolgt nach der Argumentation von Coleman und
Noll [28] und unter Berücksichtigung der isochoren Gestalt von ˙̂

C. Es ergeben sich

127



5 Modellierung und Simulation

folgende konstitutiven Zusammenhänge

p = −ρ0
∂Ψvol

eq

∂J

ρ0 s = −ρ0
∂Ψvol

eq

∂θ
q0 = −λθ Grad θ

J T̂ = 2 ρ0
∂Ψiso

eq

∂Ĉ
+ 2 ρ0 F̂

−1
i · ∂Ψneq

∂Ĉe

· F̂−T
i + Φ Ĉ−1

(5.140)

mit dem Wärmeleitkoeffizienten λθ im Fourierschen Wärmeleitgesetz. Da von der De-
formationsrate ˙̂

C nur 5 Komponenten frei gewählt werden können und die 6. Kom-
ponente aus der Inkompressibilitätsnebenbedingung des Tensors folgt, wurde hier bei
der Auswertung von Gleichung (5.140)4 unter Berücksichtigung von Gleichung (5.122)
der Term Φ Ĉ−1 eingeführt. Die Funktion Φ muss so bestimmt werden, dass der Span-
nungstensor T̂ nach Transport auf die MK eine deviatorische Form besitzt. Durch
Berechnung von

TD = F̂ · T̂ · F̂T (5.141)

und anschließender Spurbildung tr TD = I : TD = 0 lässt sich die Funktion Φ zu

Φ = −2

3

(

∂Ψiso
eq

∂Ĉ
: Ĉ+

∂Ψneq

∂Ĉe

: Ĉe

)

(5.142)

ermitteln. Es verbleibt nun noch die Auswertung des Dissipationsresttermes. Unter der
Annahme, dass Ψneq eine isotrope Tensorfunktion ist und der Tensor Ĉe symmetrisch
ist, gilt

Ĉe ·
∂Ψneq

∂Ĉe

=
∂Ψneq

∂Ĉe

· Ĉe (5.143)

und somit für die Restungleichung

ρ0
∂Ψneq

∂Ĉe

:
(

Ĉe · L̂i + L̂i · Ĉe

)

= 2 ρ0 Ĉe ·
∂Ψneq

∂Ĉe

: D̂i ≥ 0 (5.144)

mit

D̂i =
1

2

(

L̂i + L̂T
i

)

. (5.145)

Für die Restungleichung lässt sich durch Einführung einer temperaturabhängigen Pro-
portionalitätsfunktion η(θ) eine Evolutionsgleichung für den Tensor D̂i ableiten. η(θ) >
0 hat die physikalische Bedeutung einer Viskositätsfunktion. Somit folgt

D̂i =
1

η(θ)
2 ρ0 Ĉe ·

∂Ψneq

∂Ĉe

+ β I . (5.146)
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Auch hier gilt: Die Funktion β muss so bestimmt werden, dass die Nebenbedingung
tr D̂i = 0 erfüllt wird, ergo muss die inelastische Deformationsrate D̂i eine deviatorische
Form besitzen. Über die Berechnung von tr D̂i = 0 erhält man

β = − 2 ρ0
3 η(θ)

∂Ψneq

∂Ĉe

: Ĉe (5.147)

und letztendlich

D̂i =
2 ρ0
η(θ)

(

Ĉe ·
∂Ψneq

∂Ĉe

− 1

3

(

∂Ψneq

∂Ĉe

: Ĉe

)

I

)

. (5.148)

Damit steht nun ein Satz an allgemeinen Konstitutivgleichungen und Evolutionsglei-
chungen für die Beschreibung von inkompressiblen, thermo-viskoelastischen Materialien
zur Verfügung.

5.4.5 Berechnung der Modellgleichungen für das Neo-Hooke

Modell

Der nächste Punkt ist die Konkretisierung eines Werkstoffgesetzes. Hierzu soll das aus
der Literatur bekannte Neo-Hooke Stoffmodell [125] Anwendung finden. Der Ansatz
für die freie Helmholtz Energiefunktion Ψ wird wie folgt gewählt:

ρ0Ψ
vol
eq (J, θ) =

1

2
K
[

(J − 1)2 + (ln J)2
]

−K α (J − 1) (θ − θ0)− ρ0 c(θ)

ρ0 Ψ
iso
eq (Ĉ) = c10 (IĈ − 3)

ρ0Ψneq(Ĉe) = ce10
(

IĈe
− 3
)

.

(5.149)

Gleichung (5.149)1 beinhaltet einen volumetrischen, mechanischen Term mit dem Kom-
pressionsmodul K in Anlehnung an die Arbeit von Simo und Taylor [169], einen
thermisch-mechanischen Koppelterm mit dem Temperaturausdehnungskoeffizienten α
und eine Funktion c(θ), die sich aus experimentellen Beobachtungen ermitteln lässt
und im Zusammenhang mit der isochoren Wärmekapazität des Werkstoffes steht. Die
beiden weiteren Gleichungen stellen den klassischen Ansatz des Neo-Hookeschen Stoff-
gesetzes dar und beschreiben geometrisch nichtlineares Materialverhalten für die Grun-
delastizität und die Viskoelastizität. Unter Berücksichtigung der Zusammenhänge aus
Gleichung (5.140) ergibt die Auswertung des 2. Hauptsatzes der Thermomechanik

p = −K
[

(J − 1) +
ln J

J

]

+K α (θ − θ0)

s =
1

ρ0

(

K α (J − 1) + ρ0
∂c(θ)

∂θ

)

T̂ = 2 J−1 c10 I+ 2 J−1 ce10 Ĉ
−1
i − 2

3
J−1

(

c10 tr Ĉ+ ce10 tr Ĉe

)

Ĉ−1

(5.150)
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Letzte Gleichung für die Spannungen wird nun genutzt, um den 2. Piola-Kirchhoff
Spannungstensor T̄ auf der Referenzkonfiguration zu berechnen. Unter Berücksichti-
gung der Transportvorschriften und der Beziehungen

T̄ = J F−1 ·
(

−p I+TD
)

· F−T = −p J C−1 + J F−1 ·TD · F−T

TD = F̂ · T̂ · F̂T

F̄−T = F̄−1 = J−
1
3 I

Ĉ−1 = J
2
3 C−1

tr Ĉe = tr
(

Ĉ−1
i · Ĉ

)

(5.151)

lässt sich der 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor zu folgendem Ausdruck berechnen:

T̄ = −p J C−1 + 2 c10 J
−

2
3

(

I− 1

3

(

tr Ĉ
)

Ĉ−1

)

+ 2 ce10 J
−

2
3

(

Ĉ−1
i − 1

3
tr
(

Ĉ−1
i · Ĉ

)

Ĉ−1

) (5.152)

Die Evolutionsgleichung auf der EIZK hat bei dem gewählten Ansatz die Form

D̂i =
△

Γ̂i=
2 ce10
η(θ)

(

Ĉe −
1

3
tr
(

Ĉ · Ĉ−1
i

)

I

)

. (5.153)

Mit der Definition der Relaxationszeit r(θ) = η(θ)
ce10

und der Umrechnung

˙̂
Ci = 2 F̂T

i · D̂i · F̂i (5.154)

folgt für die Evolutionsgleichung eine Darstellung in der materiellen Zeitableitung des
inelastischen, isochoren rechten Cauchy-Green Deformationstensors zu

˙̂
Ci =

4

r(θ)

(

Ĉ− 1

3
tr
(

Ĉ · Ĉ−1
i

)

Ĉi

)

. (5.155)

Diese Evolutionsgleichung wird im Rahmen einer finiten Elemente Berechnung nach
der Methode von Shutov et al. [168] gelöst. Die Modellierung der Temperaturabhän-
gigkeit des viskoelastischen Materialverhaltens wird über die Einführung der Standard
WLF-Gleichung [182] mit den Parametern C1 = 17.5, C2 = 52K und der Glasüber-
gangstemperatur θG = 240K sichergestellt. Letzterer wurde mittels DSC-Messung an
dem hier untersuchten Elastomer bestimmt.

η(θ) = η0 exp

(

− C1(θ − θG)

C2 + θ − θG

)

(5.156)

Die thermomechanische Kopplung des Materialmodells erfolgt über die zusätzliche Be-
trachtung und Lösung der Wärmeleitungsbilanz in Form des 1. Hauptsatzes der Ther-
momechanik. Ausgehend von der Bilanz der inneren Energie ǫ wird über die Einführung
der Legendre Transformation ǫ = Ψ+ θ s die Wärmeleitungsbilanz hergeleitet:

ρ0 Ψ̇ + ρ0 θ̇ s+ ρ0 θ ṡ = T̄ : Ė−Div q0 . (5.157)
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Nach Berechnung der Spannungsleistung und einsetzen der zeitlichen Ableitung der
freien Energiefunktion Ψ lässt sich dieser Ausdruck umformen und vereinfachen. Das
Ergebnis hat folgende Gestalt

ρ0 θ ṡ+Div q0 − ce10 Ĉ
−1
i · Ĉ · Ĉ−1

i :
˙̂
Ci = 0 (5.158)

Der erste Term beinhaltet die zeitliche Änderung der Entropie, der zweite Term die
Divergenz des Wärmestromes und der dritte Term sorgt für die dissipative Erwärmung
des Materials unter vorgegebener Belastung, z.B. bei zyklischen Belastungen. Mit der
Bildung der Zeitableitung

ṡ =
1

ρ0

(

K α J̇ + ρ0
∂2 c(θ)

∂ θ2
θ̇

)

, (5.159)

unter Einbeziehung des Fourier’schen Wärmeleitgesetzes und mit dem folgenden, ex-
perimentell motivierten Ansatz der Funktion c(θ) mit den Eigenschaften

∂2 c(θ)

∂ θ2
=
A

θ
+ B , (5.160)

lässt sich die Wärmeleitungsgleichung letztendlich in folgender, finaler Form nieder-
schreiben:

K α θ J̇ + ρ0 (A+B θ) θ̇ − λθ DivGrad θ − ce10 Ĉ
−1
i · Ĉ · Ĉ−1

i :
˙̂
Ci = 0 . (5.161)

Der erste Term dieser nichtlinearen partiellen Differentialgleichung beschreibt den ther-
moelastischen Kopplungseffekt von Elastomeren, A und B sind eingeführte Material-
parameter, die sich über kalorische Experimente bestimmen lassen und auch bestimmt
worden sind und λθ ist der Wärmeleitwert des Elastomers.

5.4.6 Ergebnisse und Diskussion

Um Validationsrechnungen durchzuführen, wird das präsentierte Materialmodell in das
Finite Elemente Programm PANDAS implementiert, siehe [43]. Dazu werden die lo-
kalen Bilanzgleichungen der inneren Energie (5.158) und des Impulses in die schwache
Form überführt. Dies geschieht durch Multiplikation mit Testfunktionen und Integra-
tion über das Volumen des zu simulierenden Körpers. Eine Zusammenstellung der

ρ0 K α A+B θ λθ c10 ce10 η0

kg/m3 MPa 1/K J/kg·K W/m·K MPa MPa MPa s

1130 1000 2.155× 10−4 540 + 3.6 θ 0.225 0.686 0.4 5× 104

Tabelle 5.8: Verwendete Modellparameter
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Abbildung 5.25: FE-Berechnungen von Relaxationsversuchen unter einem Scherwinkel
von 5◦ und verschiedenen Temperaturen von 20◦C und 80◦C

verwendeten Material-und Modellparameter ist in Tabelle 5.8 gegeben. Die Dichte ρ0,
der lineare Wärmeausdehnungskoeffizient α, die kalorischen Parameter A und B sowie
die Wärmeleitfähigkeit λθ sind über entsprechende Experimente an dem Material aus
Abschnitt 5.4.1 angepasst worden. Zur Vereinfachung wird der elastische Parameter c10,
der das Gleichgewichtsverhalten des Materials beschreibt, als temperaturunabhängig
angesehen. Der Einfluss der Temperaturabhängigkeit auf das mechanische Verhalten
des Elastomers wird in der Formulierung der Viskositätsfunktion η(θ) berücksichtigt.
Diese Formulierung führt auf niedrigere Viskositäten mit steigender Temperatur. Um
das Elastomer als nahezu inkompressibel zu modellieren, wird der Kompressionsmodul
K ca. drei Zehnerpotenzen höher angesetzt als der Schermodul.
Mit dem hier präsentierten Satz an Parametern kann das Modell nun qualitativ validiert
werden, in dem einige Simulationen von Standard Experimenten durchgeführt werden.
Als Geometrie wird ein einfacher Würfel mit 30 x 50 Elementen in der Ebene (ebener
Verzerrungszustand) verwendet, der mit verschiedenen Randbedingungen beaufschlagt
wird. Die Ansatzfunktionen werden sowohl für das Verschiebungsfeld als auch für das
Temperaturfeld als linear angesetzt.
Die ersten berechneten Randwertprobleme befassen sich mit dem Relaxationsexperi-
ment unter isothermen Bedingungen. Dazu wird eine Scherung von tanα = γ = u/h =
0.000875 auf die Probenoberseite aufgebracht und konstant gehalten. Dies entspricht
einem Scherwinkel von α = 5◦. Infolge des viskoelastischen Materialverhaltens nimmt
die Scherspannung nun mit der Zeit ab, nachdem die Deformation aufgebracht worden
ist. Die zugehörigen Ergebnisse sind in Abbildung 5.25 dargestellt. Mit zunehmender
Temperatur verläuft die Spannungsrelaxation schneller.
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5.4 Dissipative Erwärmung von Elastomeren

Da aber die Hauptaufmerksamkeit dieses Beitrages auf der Eigenerwärmung von Elas-
tomeren unter zyklischer Belastung liegt, werden weitere Simulationen diesbezüglich
durchgeführt. Wie aus Abschnitt 5.4.1 hervorgeht, ist der Erwärmungsprozess sowohl
frequenz- als auch amplitudenabhängig. Gleichung (5.158) beinhaltet beide genann-
ten Effekte. Der Grund der Eigenerwärmung liegt in der Nichtgleichgewichtsspannung,
der inelastischen Deformation und der Rate, mit der sie aufgebracht wird. Unter ei-
ner konstanten Frequenz wird eine Erhöhung der Amplitude zu höheren inelastischen
Deformationsraten führen, genauso wie dies bei einer Steigerung der Frequenz unter
konstanter Amplitude der Fall ist.

Abbildung 5.26: FE-Berechnung: dynamische Scherversuche unter einer konstanten
Frequenz von 2 Hz und mit Amplituden von 20◦, 30◦ und 40◦

Ersterer Fall ist in Abbildung 5.26 dargestellt. Hier wird die Entwicklung der Tempe-
ratur über die Anzahl der sinusförmigen Belastungszyklen mit u(t) = u0 sin(2 π f t)
bei einer Frequenz von f = 2Hz und Amplituden von u0 = γ h = h tanα aufgetragen.
Die zugehörigen Scherwinkel α betragen 20◦, 30◦ und 40◦ und die Probenhöhe ist zu
h = 0.01m gewählt worden. In jeder Simulation werden die Randbedingungen der Pro-
be am linken und rechten Rand als adiabat angenommen, wohingegen am oberen und
unteren Rand konstante Temperaturrandbedingungen vorgeschrieben werden. Die bei-
den isothermen Randbedingungen werden so gewählt, dass sie der Ausgangstemperatur
der Probe entsprechen. Folglich findet der Wärmetransport in einer Richtung statt und
das zugehörige Temperaturprofil ist inhomogen, siehe Abbildung 5.27. In Bezug auf die
geplotteten Daten in Abbildung 5.26 ist zu sagen, dass hier der Mittelpunkt der simu-
lierten Probe als repräsentativ für das jeweilige Randwertproblem gewählt worden ist.
Das Modell und die zugehörigen Simulationen sagen voraus, dass eine Erhöhung der
Amplitude zu einer größeren Eigenerwärmung des Elastomers führt. Weiterhin ist er-
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Abbildung 5.27: FE-Berechnung der inhomogenen Temperaturverteilung in der Probe
bei zyklischen Scherversuchen (rechts) und zugehöriges Anfangsrand-
wertproblem (links)

sichtlich, dass der Eigenerwärmungsprozess nichtlinear verläuft. Der Grund dafür liegt
im Wärmetransport über den oberen und unteren Rand der Probe. Nach einigen Zyklen
führt die Interaktion zwischen der Eigenerwärmung der Probe und der Wärmeabgabe
an das Umgebungsmedium über den oberen bzw. unteren Rand auf einen stationären
Prozess.
Die nächsten Simulationen betreffen die Abhängigkeit der Eigenerwärmung von der
Frequenz, siehe Abbildung 5.28. Unter Berücksichtigung eines konstanten Scherwinkels
von 40◦ und drei verschiedenen Frequenzen von 2 Hz, 4 Hz und 20 Hz wird gezeigt, dass
eine Erhöhung der Frequenz einen vergleichbaren Einfluss auf die Eigenerwärmung hat,
wie es bei der Erhöhung der Amplituden und gleich bleibender Frequenz der Fall ist.

5.4.7 Zusammenfassung und Beurteilung

Auf der Grundlage von experimentellen Untersuchungen ist gezeigt worden, dass das
Temperaturverhalten von Elastomeren eine wichtige Rolle bei der Modellierung ein-
nimmt. Relaxationsversuche haben gezeigt, dass die viskoelastischen Materialeigen-
schaften signifikant beeinflusst werden. Mit weiteren zyklischen, dynamischen Versu-
chen ist der Einfluss der Eigenerwärmung unter Zuhilfenahme einer Infrarotkamera
untersucht worden. Dieser Effekt darf bei der Modellierung nicht vernachlässigt wer-
den und ist sowohl amplituden- als auch frequenzabhängig.
Aufbauend auf diesen Erkenntnissen ist ein makroskopisches, phänomenologisches Ma-
terialmodell entwickelt worden, welches unter Berücksichtigung großer auftretender
Deformationen (geometrische Nichtlinearität) sowohl die thermoviskoelastischen Ei-
genschaften von Elastomeren als auch den Eigenerwärmungsprozess unter zyklischer
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5.4 Dissipative Erwärmung von Elastomeren

Abbildung 5.28: FE-Berechnung: dynamische Scherversuche bei einer konstanten Am-
plitude von 40◦ und Frequenzen von 2 Hz, 4 Hz und 20 Hz

Belastung berücksichtigt.
Das Modell ist zur Durchführung qualitativer Simulationen verwendet worden und
zeigt, dass es alle relevanten Effekte in geeigneter Weise abbilden kann. In einem wei-
teren Schritt ist dieses Modell nun quantitativ an experimentelle Daten anzupassen.
Dazu sollen sowohl einfache Zug- und Scherexperimente als auch komplexe dynamische
Versuche verwendet werden. Um den Eigenerwärmungsprozess möglichst realitätsnah
zu simulieren, sollten die thermischen Randbedingungen zum Umgebungsmedium in
Abhängigkeit des Wärmeflusses formuliert werden. Hierzu werden dann die entspre-
chenden Wärmeübergangskoeffizienten benötigt.
Ein weiterer kritischer Punkt betrifft die Simulationszeit der dynamischen Randwert-
probleme. Unter Berücksichtigung des derzeitigen Standes brauchen Simulationen, wie
sie in den Abbildungen 5.26 und 5.28 zu sehen sind, eine Berechnungszeit von ca. drei
Stunden. Im Hinblick auf komplexe Bauteile aus dem Fahrzeugbereich, wo mit einer
bedeutend höheren Anzahl an Freiheitsgraden gerechnet wird, ist im Hinblick auf die
kommerzielle Nutzung der Routine noch Verbesserungspotential vorhanden.
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5.5 Ein chemomechanisches Modell zur Beschreibung

der Alterung in Klebungen

In vielen Bereichen industrieller Anwendungen und insbesondere im Leichtbau hat die
Klebetechnik ein enormes Maß an Bedeutung eingenommen. Dabei werden die Füge-
partner, in Fachkreisen auch Substrate genannt, mit Polymerwerkstoffen zusammenge-
fügt. Gängige Kleber aus der Luftfahrtindustrie und auch aus dem Automobilbereich
sind so genannte Epoxidkleber, die sich durch ihre enorme Belastbarkeit und Tempe-
raturbeständigkeit auszeichnen. Aber auch die Klebetechnik birgt ihre Gefahren. Eine
unsachgemäße Oberflächenbehandlung der Substrate oder auch eine Kontamination
kann zu erheblichen Beeinträchtigungen der Klebeverbindung im Hinblick auf ihre me-
chanischen Eigenschaften oder auch im Hinblick auf ihre Einsatzdauer führen. Aus
praktischen Erfahrungen der Klebeindustrie ist bekannt, dass auch Klebungen Alte-
rungserscheinungen zeigen. Insbesondere ist die Verbindungsstelle zwischen Polymer
und Substrat ein erheblicher Faktor für das Diffusionsverhalten externer Umgebungs-
medien in die Klebung hinein. Man spricht davon, dass eine Klebung von der Rand-
schicht her altert und auch dort das Versagen eintritt.
Hier soll das vorliegende Modell anknüpfen. In der Dissertation von Johlitz [78] wur-
de bereits ein erweitertes kontinuumsmechanisches Materialmodell entwickelt, welches
Maßstabseffekte in Klebungen abbilden kann. Diese Maßstabseffekte basieren auf der
Entstehung von Randschichten an der Kontaktfläche zwischen den Substraten und dem
Klebstoff. Dabei zeichnen sich die Randschichten dadurch aus, dass sie andere me-
chanische Materialeigenschaften aufzeigen als das reine Bulkmaterial. Auf Basis dieser
Erkenntnis wird nun das bereits aus diversen Veröffentlichungen [81, 86] bekannte Kleb-
schichtmodell mit dem neu entwickelten Alterungsmodell [83] gekoppelt. Anschließend
erfolgt eine Implementierung der gekoppelten partiellen Differentialgleichungen in die
FEM und einige Simulationsbeispiele runden den Beitrag ab. Das Modell nebst seiner
Simulationsergebnisse wurde in [36] veröffentlicht.

5.5.1 Einführung und Motivation

In der heutigen Zeit spielen Klebungen eine wichtige Rolle im Bereich der industriel-
len Anwendung, wie z.B. der Automobilindustrie, der Luftfahrt und in vielen anderen
Bereichen. Die Mannigfaltigkeit der Ausgangsmonomere und Füllstoffe, die verwen-
det werden können, machen Klebungen zu einer attraktiven Verbindungstechnologie.
Durch das Einstellen von unterschiedlichen Steifigkeiten, Glasübergangstemperaturen,
elektrischen Widerständen und Aushärteprozessen können Klebstoffe fast für jede An-
wendung der Fügetechnologie hergestellt werden.
Mit der zunehmenden Etablierung dieser noch recht jungen Fügetechnik in die ver-
schiedensten industriellen Bereiche erhallt aber auch gleichzeitig die mahnende Stimme,
dass man nur sehr wenig über das Langzeit- bzw. Alterungsverhalten von Klebungen
weiss. Gut bekannt ist, dass Polymere aus Makromolekülen bestehen, welche aus Koh-
lenstoffketten mit unterschiedlichen Seitengruppen und/oder ungesättigten Bindungen
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bestehen. Die damit verbundene Reaktivität führt zu der Tatsache, dass die Polymer-
komponente oder auch die Klebung in der Lage ist, mit den umgebenden Medium wie
Sauerstoff, Ozon, Wasser, Strahlung und vielen anderen zu reagieren. Dieser chemische
Alterungseffekt ist in der Regel irreversibel und kann thermisch beschleunigt werden.
Er führt zu einer Veränderung der mechanischen Eigenschaften der Klebung und ist
ausschlaggebend dafür, dass die Lebensdauer von geklebten Bauteilen begrenzt ist.
Während des Aushärteprozesses eines adhesiven Verbundes finden verschiedene Reak-
tionen und physikalische Interaktionen der Fügepartner mit dem Polymer statt. Wie
aus der Literatur bekannt ist [16, 78, 134], führt dies zur Entstehung von Randschich-
ten, den so genannten Interphasen. Diese Randschicht existiert nur bei der Kombination
von Polymer und Fügepartner. Sie ist inhomogen und beinhaltet sowohl chemische, me-
chanische als auch physikalische Eigenschaften, die sich von dem reinen Klebstoff als
Bulkmaterial stark unterscheiden können. Das hier angesprochene Phänomen ist auch
aus der Interaktion zwischen Füllstoffen und dem Polymer bekannt.
Aufgrund der sich unterscheidenden chemo-physikalischen Eigenschaften des Bulkma-
terials vom Interphasenmaterial wird nun ein inhomogener Diffusionsprozess vom Um-
gebungsmedium in die Klebung hinein stattfinden, und zwar wird die Diffusion in der
Randschicht anders ablaufen als im Polymerbulk. Da die Diffusionsgeschwindigkeit
ein Indikator für den chemischen Alterungsprozess ist, lässt sich durch die geschickte
Kombination der Diffusions-Reaktionsgleichung mit der Gleichung für einen Struk-
turparameter κ(X) [35, 81], der den inhomogenen Aufbau einer Klebung beschreibt,
das inhomogene Alterungsverhalten einer Klebung von der Randschicht her mathe-
matisch beschreiben. Dieser dimensionslose Strukturparameter folgt einer homogenen
stationären Helmholtz Differentialgleichung und liegt zwischen dem Wert Null im Po-
lymerbulk und dem Wert Eins in der Randschicht, folglich beschreibt er den gradierten
Aufbau der Klebung.
Die chemischen Alterungserscheinungen werden wieder auf Basis der beiden konkur-
rierenden Prozesse des Netzwerkabbaus und Netzwerkaufbaus modelliert, wie es aus
den anderen Arbeiten dieses Kapitels bekannt ist. Deshalb soll hier nicht erneut darauf
eingegangen werden. Es sei nur soviel gesagt, dass die Kombination der Alterungsvaria-
blen qd(X, t, ..) bzw. qr(X, t, ..) mit dem Strukturparameter κ(X, t) eine inhomogene
Beschreibung der Alterung der Klebung in Abhängigkeit der Alterungszeit und des
Abstandes zum Substrat ermöglicht.

5.5.2 Modellierung

In den folgenden Ausführungen wird davon ausgegangen, dass der Leser bzw. die Lese-
rin bereits über das Basiswissen der Kontinuumsmechanik aus Kapitel 3 verfügt. Für
eine tiefer gehende Studie wird auf die Fachbücher von Haupt und Holzapfel verwiesen
[60, 70].
Als erstes wird die Inkompressibilität des Materials in Form der Gleichung

detF = 1 (5.162)
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angenommen, worin F für den Deformationsgradienten steht. Unter Vernachlässigung
von Fernwirkungskräften und für quasi-statische Belastungen lässt sich die Impulsbi-
lanz zu

DivP = 0 (5.163)

aufstellen mit dem 1. Piola-Kirchhoff Spannungstensor P. Die Diffusions-Reaktionsglei-
chung des Sauerstoffes als Spurenelement im Festkörper ist durch die Gleichung

ρ0 ċ
g + Div jg − ĉ g = 0 (5.164)

gegeben mit der Sauerstoffkonzentration c g, einem Reaktionsterm ĉ g und einem Flus-
sterm j g, welche im Rahmen dieses Beitrages noch genauer spezifiziert werden.
In einem nächsten Schritt wird die Bilanzgleichung des Strukturparameters κ einge-
führt. Der Strukturparameter selbst liegt zwischen den Werten 0 und 1, wobei der
Wert 0 das reine Bulkmaterial und der Wert 1 die reine Interphase beschreibt. Die
dazugehörige Differentialgleichung ist vom Typ einer stationären Helmholtzgleichung.

Div ζκ − κ̂ = 0 (5.165)

mit dem Flussterm ζκ und dem Produktionsterm κ̂

ζκ = −β Gradκ κ̂ = ακ . (5.166)

Die Konstanten α und β sind dabei Modellparameter. Dies führt auf die Gleichung

DivGrad κ − α

β
κ = 0 . (5.167)

Hier muss angemerkt werden, dass die Feldgröße κ keine Prozessvariable darstellt.
Nachdem die Klebung hergestellt und ausgehärtet ist, stellt sich die Interphase bzw.
Randschicht als konstant in Raum und Zeit ein. Die Randbedingungen für κ und die
zugehörige Differentialgleichung repräsentieren somit den inhomogenen Aufbau einer
Klebung in Abhängigkeit der Schichtdicke.
Setzt man zur Vereinfachung isotherme Prozesse ohne Wärmestrahlung voraus, dann
kann die Bilanz der inneren Energie wie folgt formuliert werden

ρ0 ė = T̄ : Ė , (5.168)

mit dem 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor T̄ = F−1·P und der Verzerrungsrate Ė des
zugehörigen Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors E = 1

2
(FT · F − I). Die Entro-

pieungleichung, welche die Entropieproduktion ŝ während eines thermodynamischen
Prozesses beschreibt, ergibt sich zu

ρ0 ṡ + Divφs − ρ0 η
s = ρ0ŝ ≥ 0 . (5.169)

Hierin beschreiben φs den Entropiefluss und ηs die spezifische Entropiezufuhr. Aus
thermodynamischer Sicht werden die beiden genannten Größen wie folgt beschrieben:

ηs =
r

θ
= 0 (5.170)

φs = −1

θ

∂Ψc

∂c
jg , (5.171)

138



5.5 Ein chemomechanisches Modell zur Beschreibung der Alterung in Klebungen

mit der absoluten Temperatur θ in Kelvin, der Wärmestrahlung r, die hier zu Null
gesetzt wird und der freien Energie Ψc, welche dem chemischen Potential entspricht.
Diese Annahme wird durch die Arbeit von Johlitz et al. [83] untermauert, in der durch
thermomechanische Auswerterechnungen gezeigt wurde, dass der Entropiefluss nur eine
Funktion des chemischen Potentials ist. Mit diesen Annahmen lässt sich die Entropie-
ungleichung umformen zu

ρ0 ṡ − 1

θ
Div

(

∂Ψc

∂c g
jg
)

= ρ0ŝ ≥ 0 . (5.172)

Um die Bilanzgleichungen der inneren Energie und der Entropie zu kombinieren, wird
die Legendre-Transformation benutzt. Sie gibt den Zusammenhang zwischen freier
Energie, innerer Energie, absoluter Temperatur und der Entropie wieder. Die Legendre-
Transformation und ihre zugehörige Zeitableitung

Ψ = e − θ s

Ψ̇ = ė − θ ṡ

↔ ṡ = (ė − Ψ̇)
1

θ
(5.173)

werden in die oben dargestellte Entropiebilanz in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung
eingesetzt. Unter Berücksichtigung der Annahme aus Gleichung (5.168) ergibt sich fol-
gender Ausdruck:

ρ0
θ
(ė − Ψ̇) − 1

θ
Div

∂Ψc

∂c g
jg ≥ 0

⇒ −ρ0 Ψ̇ + T̄ : Ė − Div
∂Ψc

∂c g
jg ≥ 0

⇒ −ρ0 Ψ̇ + T̄ : Ė − jg · Grad
∂Ψc

∂c g
− ∂Ψc

∂c g
Div jg ≥ 0 (5.174)

Als Prozessvariablen (auch unabhängige Variablen genannt) werden der rechte Cauchy-
Green Deformationstensor C und die Sauerstoffkonzentration c g sowie zwei innere Va-
riablen qd und qr gewählt. Als Konsequenz ergibt sich daraus aus numerischer Sicht ein
Mehrfeldproblem mit der skalarwertigen Feldfunktion c g und der vektorwertigen Feld-
funktion u. Die Variablen, für welche im Rahmen der thermodynamischen Auswertung
Konstitutivgleichungen formuliert werden müssen, ergeben sich zu

Π :=
{

jg , ĉ g , T̄
}

. (5.175)

Aufgrund der Äquipräsenzregel hängen zunächst alle Variablen Π vom gleichen Satz
an Prozessvariablen ab, d.h.

Π = Π̂
(

c g ,C , qd , qr

)

. (5.176)
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Wie in Johlitz et al. [83] gezeigt wurde, hängt Π nicht von Grad c g ab. Für die Alte-
rungsvariablen qd und qr können Evolutionsgleichungen in Abhängigkeit der Prozess-
variablen Π formuliert werden. Der hier beschriebene Sachverhalt kann in Form eines
rheologischen Modells motiviert werden, siehe Abb. 5.29 . Dabei werden zwei modi-
fizierte Federelemente parallel geschaltet, die die elastischen Materialeigenschaften in
Abhängigkeit des Alterungszustandes beschreiben können. Zudem hängt der Teil des
Modells, der den Netzwerkabbau beschreibt, noch zusätzlich von dem lokalen Wert der
inhomogenen Feldfunktion κ ab. Die daraus resultierende Konsequenz ist, dass dadurch
inhomogene Diffusionsprozesse von Gasen oder Fluiden in das Polymer hinein model-
liert werden können, so dass die Klebung von der Randschicht her altern kann. Als

(1− κ) c10B(qd) + κ c10Int
(qd)

d10(qr)

Abbildung 5.29: Rheologisches Modell von zwei modifizierten Federelementen, eine in
Abhängigkeit des Netzwerkabbaus qd und des Strukturparameters κ,
die andere in Abhängigkeit des sich neue aufbauenden Netzwerkes,
beschrieben durch qr

Ansatz der freien Helmholtz Energiefunktion wird in Anlehnung an [83] ein additiver
Split in mechanische und chemische Anteile gewählt

Ψ = Ψmech

(

C, qd, qr
)

+ Ψc(c
g) . (5.177)

Der mechanische Anteil wird wiederum weiter aufgeteilt, und zwar in einen volume-
trischen Anteil Ψvol (siehe [169]), einen Anteil Ψ−, der das degenerierende Netzwerk
beschreibt und einen Anteil Ψ+, der das neu gebildete Netzwerk beschreibt.

Ψmech = Ψvol + Ψ+ + Ψ− (5.178)

ρ0Ψvol =
1

2
K
(

(J − 1)2 + (ln J)2
)

(5.179)

ρ0Ψ
− =

[

(1 − κ) c10B (qd) + κ c10Int
(qd)

]

(IĈ − 3) (5.180)

ρ0Ψ
+ =

1

2

∫ t

0

( 4

Γ (s) :
(

E(t) − E(s)
)

)

: (E(t) − E(s)) ds , (5.181)
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worin der vierstufige Tensor
4

Γ über folgende Beziehung beschrieben werden kann

4

Γ (t) = 2qr(t)
∂2 ω

∂C2
(5.182)

und ω die korrespondierende Verzerrungsenergie beschreibt

ω = d10(IĈ − 3) . (5.183)

Um den Ansatz möglichst einfach zu gestalten, werden in (5.180) und (5.183) Ansätze
des Neo-Hookeschen Stoffgesetzes gewählt [155]. Der Deformationstensor Ĉ repräsen-
tiert den isochoren Anteil der Deformation

Ĉ = J−
2
3 C , (5.184)

so dass die zugehörige erste Invariante und ihre Ableitung folgendermaßen definiert
sind:

IĈ = J−
2
3 IC ,

∂IĈ
∂C

= J−
2
3

(

I − 1

3
ICC

−1
)

. (5.185)

Zur Auswertung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik wird die totale Zeitableitung
der freien Energiefunktion benötigt. Diese ergibt sich zu

ρ0 Ψ̇vol =
1

2
K
(

(J − 1) +
1

J
ln J

)

C−1 : Ċ (5.186)

ρ0 Ψ̇
− =

(

(1 − κ)c10B(qd) + κ c10Int
(qd)

)

J−
2
3

(

I − 1

3
IC C−1

)

: Ċ +
∂ρ0Ψ

−

∂qd
q̇d

(5.187)

ρ0 Ψ̇
+ =

(

∫ t

0

4

Γ (s) : (E(t) − E(s))ds

)

: Ė . (5.188)

Die Auswertung dieser Ungleichung erfolgt in Anlehnung an die Arbeit von Coleman
und Noll [27]. Somit können Spannungstensoren für den volumetrischen Anteil, den
netzwerkabbauenden Anteil sowie für den Netzwerkneubildungsprozess formuliert wer-
den:

T̄vol = J K
(

(J − 1) +
1

J
ln J

)

C−1 (5.189)

T̄d = 2
(

(1 − κ) c10B(qd) + κ c10Int
(qd)

)

J−
2
3

(

I − 1

3
IC C−1

)

(5.190)

T̄r =

∫ t

0

4

Γ (s) : (E(t) − E(s))ds (5.191)

Aus numerischer Sicht muss für den hypoelastischen Ansatz, sprich für die Gleichung
(5.191) eine Evolutionsgleichung gelöst werden. Nach einigen mathematischen Umfor-
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mungen kann diese Gleichung wie folgt entwickelt werden:

˙̄Tr =
4

Γ (t) : Ė

= qr(t) d10

[

− 1

3
J−

2
3 (C−1 : Ċ)

(

I − 1

3
ICC

−1
)

+ J−
2
3

(

− 1

3
tr (Ċ)C−1 +

1

3
IC C−1 · Ċ · C−1

)

]

. (5.192)

In einem letzten Schritt wird die Restungleichung ausgewertet.

−∂ρ0Ψc

∂c g
ċ g − ∂ρ0Ψ

−

∂qd
q̇d − jg · Grad

∂Ψc

∂c g
− ∂Ψc

∂c g
Div jg ≥ 0 (5.193)

Für den zweiten Term können einige physikalisch sinnvollen Annahmen getroffen wer-
den. Der Netzwerkabbauprozess, beschrieben durch die innere Variable qd, steigt konti-
nuierlich im Laufe des Alterungsprozesses an. Er startet bei dem Wert Null und endet
maximal bei dem Wert Eins. Aufgrund der Tatsache, dass dieser Degenerationsprozess
die Steifigkeit des Materials reduziert, muss für die Materialparameter des Bulks und
der Interphase folgende Ungleichung erfüllt werden

∂c10B
∂qd

≤ 0 and
∂c10Int
∂qd

≤ 0 . (5.194)

Dies wird über den linearen Ansatz

c10B(qd) = c10B(1 − qd) qd(0) = 0, c10B(qd = 1) = 0 (5.195)
c10Int

(qd) = c10Int
(1 − qd) q̇d ≥ 0, c10Int

(qd = 1) = 0 (5.196)

erfüllt. Die Evolutionsgleichungen für die inneren Variablen qr und qd werden in Ab-
hängigkeit der Sauerstoffkonzentration c g formuliert [83]

q̇d = νd c
g exp

(

− Ed

Rθ

)

(1 − qd) (5.197)

q̇r = νr c
g exp

(

− Er

Rθ

)

(1 − qr), q̇r ≥ 0 qr(0) = 0, (5.198)

wobei Ed, Er, νd und νr als zu identifizierende Modellparameter eingeführt werden.
Der übrig gebliebene Anteil von Gleichung (5.193),

−ρ0
∂Ψc

∂c g
ċ g − jg · Grad

∂Ψc

∂c g
− ∂Ψc

∂c g
Div jg ≥ 0 , (5.199)

kombiniert mit Gleichung (5.164), führt auf die Ungleichung

−∂Ψc

∂c g
ĉ g − jg · Grad

∂Ψc

∂c g
≥ 0 . (5.200)
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Durch die Wahl des Ansatzes
Ψc =

1

2
k (c g)2 (5.201)

für den chemischen Anteil der freien Energiefunktion, kann (5.200) wie folgt umge-
schrieben werden:

−k c g ĉ g − k jg · Grad c g ≥ 0 (5.202)

Diese Ungleichung ist für die folgenden Beziehungen erfüllt:

ĉ g = −k(Π̂, κ) c g (5.203)

jg = −λc(Π̂, κ) Grad c g (5.204)

In diesem Beitrag wird der Diffusionskoeffizient λc als lineare Funktion des Struktur-
parameters formuliert:

λc = λcB(1 − κ) + λcInt
κ . (5.205)

Auf Basis dieser Gleichung kann die Diffusionsgeschwindigkeit des Sauerstoffes in die
Klebung hinein gezielt modelliert werden. Sie hängt damit vom inhomogenen Aufbau
der Klebung ab. Es ist nun zum Beispiel möglich, einen Gradienten im Diffusionspro-
zess einzustellen, der es erlaubt, dass der Sauerstoff entlang der Randschicht zwischen
Substrat und Klebstoff viel schneller in die Klebung diffundiert als im Bulkmaterial.
Somit muss der Alterungsprozess einer Klebung nicht zwangsläufig von der Oberfläche
her starten, sondern vielmehr innerhalb der Adhäsionszone.

5.5.3 Simulationen

Um den Gleichungssatz im Rahmen der Methode der finiten Elemente numerisch zu
lösen, müssen die Gleichungen (5.163), (5.164) und (5.165) zunächst in eine integrale
bzw. schwache Form überführt werden. Dazu werden sie mit so genannten Testfunk-
tionen multipliziert, die in diesem Fall zu δu, δc g und δκ gewählt werden. Nach der
Integration über das Volumen des Körpers und diverser mathematischer Umformungen
ergibt sich das zu implementierende, gekoppelte Mehrfeldproblem zu

∫

∂Ω

t̄ · δu da =

∫

Ω

Grad δu : P (5.206)

∫

∂Ω

s̄ δκ da =

∫

Ω

ζ · Grad δκ dv −
∫

Ω

κ̂ δκ dv (5.207)

∫

∂Ω

δc g j̄
g
da =

∫

Ω

δc g ρ0 ċ
g +

∫

Ω

Grad δc g · jg dv −
∫

Ω

δc g k c g dv . (5.208)

Die Symbole t̄, s̄ und j̄ beschreiben die Neumann-Randbedingungen an der Oberfläche
des Körpers. Die Implementierung und Lösung erfolgt wieder durch den Forschungscode
PANDAS [43]. Wie es für Klebungen üblich ist, wird ein zweidimensionaler einfacher
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Scherversuch simuliert, der einem ebenen Verzerrungszustand unterliegt. Im folgenden
wird der in Tabelle 5.9 dargestellte Parametersatz benutzt. Die Modellparameter für
die Diffusion und die Alterung werden so gewählt, dass der Skaleneffekt nicht zu groß
wird. Die thermischen und mechanischen Parameter hingegen basieren auf einer Reihe
von Versuchen an Elastomeren, die in der Vergangenheit am Institut durchgeführt
worden sind. Die Modellparameter, welche den Strukturparameter betreffen, wurden
aus Johlitz [78] entnommen.

K [MPa] c10B [MPa] c10Int
[MPa] d10 [MPa] R [J/mol*K]

5.000 5,0 2,0 0,2 8,314
νd [-] νr [-] Ed [J/mol] Er [J/mol] θ [K]
3, 15 · 1012 8, 36 · 104 1, 05 · 105 7, 37 · 104 333,0
λCB

[m2/s] λCInt
[m2/s] ρ0 [g/cm3] α [MPa] β[N]

2, 0 · 10−8 2, 0 · 10−4 1,2 657,0 1,0

Tabelle 5.9: Parametersatz

Die durchgeführten Rechnungen, die im folgenden beschrieben werden, sind an einer
Geometrie von 2 mm Höhe und 1 mm Breite durchgeführt worden. Das entspricht einem
Ausschnitt aus der Klebung. Für den Schertest wurde der untere Rand der Probe einge-
spannt und der obere Rand mit einer Dirichlet-Randbedingung der Form ūy = 0,1 mm
belastet. Diese mechanische Randbedingung wird nach diversen Alterungszeiten auf-
gebracht und ausgewertet. Die Sauerstoffkonzentration des Umgebungsmediums wird
über die Randbedingung c̄ = 7% angesetzt. Der ortsabhängige Verlauf der Strukturpa-
rameters κ hingegen wird über die komplette Simulationsdauer als stationär angesehen,
siehe Abb. 5.30.

Abbildung 5.30: Strukturparameter κ[-] sowie chemische und mechanische
Randbedingungen

Während der lastfreien Alterungsphase beginnt der Sauerstoff in das Material hinein zu
diffundieren. Aufgrund der eingestellten Modellparameter erfolgt dies umso schneller,
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je größer der Wert des Strukturparameters κ ist. In Abbildung 5.31 ist dieser Prozess
über die komplette Simulationszeit, aufgeteilt in zeitlichen Abschnitten von 1.000 s
bis 100.000 s, dargestellt. Der Diffusionsvorgang beginnt somit in der Interaktionszone
zwischen Substrat und Polymer und verlagert sich erst später in das Bulkmaterial der
Klebung hinein.

Abbildung 5.31: Sauerstoffkonzentration c g[-] nach 1 s, 5 s, 10 s, 100 s, 1.000 s, 10.000
s, 60.000 s und 100.000 s

Als Folge der ansteigenden Sauerstoffkonzentration im Festkörper setzt der Alterungs-
prozess ein. Demzufolge steigen die Variablen qd und qr, welche die Prozesse des Netz-
werkabbaus und Aufbaus wiedergeben sollen, an. Aufgrund der Wahl der Modellpara-
meter (qd > qr) verläuft der Degenerationsprozess stärker als der Neubildungsprozess.
Für beide Anteile ist der entwickelte Wert in der ersten Sekunde vernachlässigbar klein,
so dass die Abbildung 5.32a mit den Resultaten ab 10.000 s startet, Abbildung 5.32b
mit den Resultaten ab 60.000 s.
Als Schlussfolgerung aus dem chemischen Prozess lässt sich die Aussage treffen, dass die
nach diversen Zeitintervallen aufgebrachten Scherdeformationen bzw. die sich daraus
ergebenden Scherspannungen über der Alterungszeit abnehmen. Dieser Sachverhalt
liegt im Netzwerkabbauprozess begründet und ist nach 10.000 s signifikant sichtbar,
wie die Darstellung 5.33 zeigt.
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Abbildung 5.32: a) Entwicklung der inneren Variablen qd[-] für den Netzwerkabbau
nach 10.000 s, 60.000 s und 100.000 s; b) Entwicklung der inneren
Variablen qr[-] für den Netzwerkaufbau nach 60.000 s und 100.000 s

Abbildung 5.33: Spannung P12 [Pa] nach 1.000 s, 2.000 s, 10.000 s, 60.000 s und 100.000
s

5.5.4 Zusammenfassung und Diskussion

In diesem Kapitel wurden die an Polymer-Bulkproben ermittelten und experimentell
abgesicherten Alterungseffekte des Netzwerkaufbaus und Netzwerkabbaus auf Klebun-
gen übertragen. Diese Effekte können entweder zu einer Versprödung als auch zu einer
Erweichung des Materials führen, je nachdem welche Kombination aus Umgebungs-
medium und Polymer vorliegt. Bei den Klebungen kommt jetzt noch hinzu, dass der
Alterungsprozess abhängig ist von der Distanz zur adhesiven Zone zwischen Substrat
und Polymer. Das liegt in der Tatsache begründet, dass sich diese Zone (auch Rand-
schicht genannt) in ihrer Reaktivität, Diffusität und Steifigkeit von der des reinen
Polymermaterials (Bulkmaterials) unterscheidet.
Aus diesem Grund wurde ein phänomenologisches Alterungsmodell eingeführt, welches
den inhomogenen Aufbau einer Klebung auf Basis der Einführung eines Strukturpa-
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rameters berücksichtigt. Dieser Strukturparameter bzw. dessen inhomogene feldliche
Verteilung wurde dann genutzt, um die Geschwindigkeit von Diffusionsprozessen räum-
lich zu steuern und somit den Alterungsprozess maßgeblich zu beeinflussen. Als Um-
gebungsmedium wurde Sauerstoff gewählt, es wäre aber auch jedes andere Medium
wie Ozon oder eine umgebende Flüssigkeit vorstellbar. Die Simulationsergebnisse ge-
ben einen ersten Eindruck darüber, welche Möglichkeiten sich durch dieses Vorgehen
eröffnen.
Man muss hierbei aber klar und kritisch anmerken, dass es sich um ein Modell mit
mehr oder weniger frei gewählten Modellparametern handelt. Eine Anpassung des hier
vorliegenden Ansatzes bedarf eine Reihe von verschiedensten Alterungsexperimenten an
Klebungen und setzt Expertenwissen voraus, wie es nur Fachleute aus der Klebetechnik
mitbringen. Aus diesem Grunde muss klar gestellt werden, dass eine Modellanpassung
nur in Kooperation mit einem Institut stattfinden kann, welches über das notwendige
Know-how verfügt, Klebungen mit reproduzierbaren Eigenschaften herzustellen.
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6 Abschließende Bemerkungen

Das Ziel der hier vorliegenden Arbeit ist es, dass für Polymere wichtige Forschungsge-
biet der Lebensdauerabschätzung zu erschließen. Dabei wird insbesonders der Anwen-
dungsbezug nicht aus dem Auge gelassen, der die Entwicklung von umsetzbaren und
vor allem auf modernen Computern rechenbaren Modellen zur Lebensdauerprognose
fordert.
Ausgehend von fundierten und abgesicherten experimentellen Datensätzen, welche die
kalorischen und mechanischen Eigenschaften unterschiedlicher Polymergruppen in Be-
zug auf die Alterungsursachen und Alterungseffekte aufzeigen, werden modular aufge-
baute Modellierungsansätze entwickelt und konsistent hergeleitet. Dem folgt die nu-
merische Umsetzung meist gekoppelter Differentialgleichungssysteme mit der Finiten
Elemente Methode und die Simulation illustrativer Beispiele. Ein Teil der Modelle ist
bereits an experimentelle Daten angepasst worden, andere Modellansätze zeigen le-
diglich das prinzipielle, theoretische Vorgehen zur mathematischen Beschreibung und
Umsetzung komplexer und gekoppelter Alterungseffekte.

Abbildung 6.1: Computertomographische Untersuchungen von gealterten Elastomer-
proben bei +80◦C.

Die in den letzten gut vier Jahren entstandenen Konzepte und Ideen können aber nur
der Anfang auf diesem äußerst komplexen Forschungsgebiet sein. Gewisse Annahmen,
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wie z.B. die Homogenität der Alterung von Proben im Labormaßstab müssen aufgrund
aktueller und noch nicht veröffentlichter Forschungsresultate mit der Computertomo-
graphie (CT) kritisch hinterfragt werden. Die Abbildung 6.1 zeigt die CTs von lastfrei
ausgelagerten Elastomerproben in Umgebungsluft bei +80◦C und einer Dauer von bis
zu 10 Monaten. Der Werkstoff wird in der Automobilindustrie genutzt und beinhal-
tet ein Alterungsschutzmittel. Dieses Alterungsschutzmittel fungiert als Radikalfänger.
Die CT ermöglicht es, einen Index der Dichte des Materials zu ermitteln, mit dem
Alterungszonen detektiert werden können. Es ist bei diesem Werkstoff deutlich zu er-
kennen, dass zum Einen ein erkennbarer Dichteunterschied erst nach 7-10 Monaten
Alterungsdauer eintritt. Zum Anderen wird aber auch deutlich, dass die Dichteände-
rung des Materials alles andere als homogen verläuft. Die Annahme der homogenen
Alterung bei der Modellierung von Proben im Kleinmaßstab sollte deshalb nicht gleich
verworfen werden, aber mit der jetzt zur Verfügung stehenden Technik können derartige
Annahmen in Zukunft leicht überprüft werden.

Abbildung 6.2: Computertomographische Untersuchungen von 9 Monate gealterten
Elastomerproben bei verschiedenen Temperaturen.

Die oben beschriebenen Ausführungen werden durch die Abbildung 6.2 untermauert.
Hier sind weitere Elastomerproben bei verschiedenen Temperaturen 9 Monate lang
ausgelagert und mit der CT untersucht worden. Während das Alterungsschutzmittel
bis zu einer Temperatur von +60◦C hervorragend funktioniert und keine Dichteunter-
schiede in den Proben zu erkennen sind, ist dies bei +80◦C bzw. +100◦C nicht mehr
der Fall. Hier treten deutliche Dichteunterschiede und somit Alterungseffekte auf„ die
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sich bei +100◦C sogar umkehren, d.h. der Kern des Werkstoffes versprödet und die
Außenschicht wird degradiert. Das Beispiel zeigt, dass bei der Verwendung erhöhter
Temperaturen höchste Vorsicht geboten ist. Zu hohe Temperaturen können Effekte
bzw. chemische Vorgänge herbeiführen, die der Werkstoff während seiner Einsatzdauer
im Temperatureinsatzbereich nie erfährt.
Die hier gemachten, aktuellen Erfahrungen werden in der Literatur durch den Begriff
des DLO-Effektes (Diffusion-Limited Oxidation) erklärt, nur dass sie in der Regel erst
bei Bauteilen mit größeren Abmessungen zur Geltung kommen. Diese Erkenntnisse
und die in der Arbeit beschriebenen Experimente und Modellierungsansätze sollen das
Fundament für die derzeit anstehenden Forschungsaktivitäten bilden.
Dabei handelt es sich unter Anderem um ein von der DFG gefördertes Projekt, in
dem es um die Modellierung der chemo-thermomechanischen Alterung von Elastome-
ren geht. Dieses Phänomen gehört bekanntlich zu den irreversiblen Alterungsprozessen.
In einen Festkörper diffundiert ein anderes Medium hinein und löst nach einer gewis-
sen Zeit, der Initialisierungsphase, eine chemische Reaktion mit dem Festkörper aus.
Dieser Prozess ist bei Bauteilen endlicher Dicke inhomogen und kann thermisch ak-
tiviert werden, d.h. eine Erhöhung der Temperatur bewirkt eine Beschleunigung des
Alterungsprozesses.
Aufbauend auf den nun vorliegenden Erkenntnissen sollen experimentelle Alterungs-
untersuchungen an Nitrilkautschuk (NBR) durchgeführt werden. Da dieses Material
häufig für Dichtungen eingesetzt wird, sollen Mineralöle bei verschiedenen konstanten
Temperaturen als Umgebungsmedien dienen. Der Aufbau der experimentellen Daten-
basis erfolgt zum Einen durch Verwendung von Proben im Labormaßstab (mit zusätz-
licher Prüfung der Homogenität der Alterungsprozesse), aber zum Anderen auch durch
Proben mit endlichen Abmessungen, um inhomogene Diffusions-Reaktionsprozesse zu
erfassen. Dazu wird das NBR bei konstanten Temperaturen einer Reihe von mecha-
nischen, kalorimetrischen, chemoanalytischen und spektroskopischen Untersuchungen
unterzogen.
Der damit gewonnene Datensatz dient dem Aufbau und der Anpassung eines zu entwi-
ckelnden chemomechanisch gekoppelten Materialmodells, welches neben den für Elasto-
mere typischen viskoelastischen Materialeigenschaften zusätzlich das Diffusions-Reak-
tionsverhalten des Festkörpers mit dem Umgebungsmedium erfasst, Quellprozesse be-
rücksichtigt sowie chemische Abbau- und Aufbauprozesse im polymeren Netzwerk be-
schreiben kann. Zur Validierung soll mit dem fertig gestellten Modell ein typischer
Alterungsprozess eines geeigneten Bauteiles simuliert werden. Gerade die Kooperation
mit den Fachleuten aus der chemischen Analytik und der damit verbundene Einsatz
weiterer, hochmoderner Prüfverfahren soll das weitere Verständnis zur Erfassung kom-
plexer Alterungsvorgänge schulen.
Insbesondere soll die Mikro-Attenuated Total Reflection-Fourier Transform Infrared-
Spectroscopy (µ-ATR-FTIR) durchgeführt werden. Untersuchungen von Elastomeren
mittels µ-ATR-FTIR-Spektroskopie geben unter anderem Informationen über die Oxi-
dation des Polymers im Laufe der Alterung. Diese Daten sind äußerst wichtig zur
Entwicklung der Modelle für die oxidativen Alterungsvorgänge. Die Untersuchung be-
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ruht auf der Tatsache, dass während der Alterung eine Oxidation des Polymers eintritt,
die zur Bildung von Kohlenstoff-Sauerstoff-Bindungen führt. Diese rufen charakteris-
tische Banden im IR-Spektrum hervor, über die der Fortschritt der Alterung verfolgt
werden kann. Auf Grund der sehr kleinen Messfläche (Kreisrund mit Durchmesser ca.
100 µm) ermöglicht die µ-ATR-FTIR-Spektroskopie das Erstellen von Tiefenprofilen
eines Elastomerbauteils nach der Anfertigung von Anschnitten oder Dünnschnitten.
Darüber hinaus kann zudem an einem IR-Mikroskop mit FPA-Detektor (Focal Plane
Array) gemessen werden. Das eröffnet die Möglichkeit, eine Auflösung im Bereich von
1 µm zu erreichen und somit alterungsbedingte Konzentrationsgradienten aufzulösen.
Weitere Forschungsvorhaben beschäftigen sich mit dem Quellverhalten von Polymeren
und dessen Modellierung im Rahmen der Mehrphasenkontinuumsmechanik oder mit
der inhomogenen Alterung von Verbundwerkstoffen, z.B. Klebungen. Hinzu kommen
weitere experimentelle Analysen zur adäquaten Zeitraffung von Alterungsvorgängen im
Hinblick auf eine hinreichend genaue und gute Lebensdauerprognose.
Der Verfasser ist davon überzeugt, in den nächsten, weiteren drei bis vier Jahren ent-
scheidend dazu beitragen zu können, die Lebensdauer von polymeren Werkstoffen durch
aussagekräftige Simulationen am Computer vernünftig vorausberechnen zu können.
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