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Kapitel 1
Einleitung

Wir wollen in diesem Buch eine Einfiihrung in Konzepte, theoretische Grundlagen
und Algorithmen der mathematischen Optimierung geben. In Motivation und Stoff-
auswabhl ist diese Einfiihrung geprigt vom Operations Research. Daher sollte zunéchst
die Frage beantwortet werden: Was ist Operations Research?

Es ist durchaus sinnvoll, eine erste Antwort auf diese Frage in einem guten Lexikon
zu suchen, z. B. in Meyers groem Universallexikon in 15 Bédnden [114], Band 10.
Man konnte auch im Internet unter http://en.wikipedia.org/wiki/Operations_research
nachschauen. Wir fassen die Ergebnisse solch einer Suche zusammen:

Operations Research befasst sich mit der Modellierung, der qualitativen
und quantitativen Analyse und der algorithmischen Losung von Entschei-
dungsproblemen.

Hauptanwendungsgebiete sind die Analyse und Optimierung vernetzter Systeme in
Wirtschaftsbetrieben, in der Stadte- und Verkehrsplanung, in der Volkswirtschaft und
in der Technik.

Daher ist Operations Research eine ausgezeichnete Motivationsquelle fiir die ma-
thematische Optimierung, gilt es doch, vor jeder Entscheidung mogliche Entschei-
dungsalternativen abzuwigen, zu bewerten und die bestmogliche auszuwihlen.

Dies ist ein zumeist schwieriges und auch noch etwas unscharf formuliertes Opti-
mierungsproblem. Bevor wir derartige Optimierungsprobleme mathematisch praziser
fassen, geben wir einen Uberblick iiber Inhalt und Aufbau dieser Einfiihrung. Wir
heben dabei einige Gesichtspunkte hervor, die uns geleitet haben und die einen be-
sonderen Bezug zum Operations Research aufweisen.

Natiirlich konnen in einer Einfithrung nicht alle Teildisziplinen der mathematischen
Optimierung angesprochen werden, wir beschrinken uns auf die folgenden:

¢ lineare Optimierung,

 ganzzahlige und kombinatorische Optimierung,
¢ Netzwerkflussprobleme,

¢ konvexe Optimierung,

« differenzierbare Optimierung,

e diskrete dynamische Optimierung,

e evolutionire Algorithmen.
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Jedes dieser Gebiete hat neben seinem eigenen mathematischen Reiz besondere
Beziige zum Operations Research.

In der linearen Optimierung haben wir neben verschiedenen Varianten des Simplex-
verfahrens den sensitivititstheoretischen Zugang zur Dualitdt beschrieben und damit
den 6konomisch wichtigen Begriff der Schattenpreise erlautert.

In der ganzzahligen und kombinatorischen Optimierung haben wir das Verfahren
von Gomory wegen seiner historischen Bedeutung und seines intellektuellen An-
spruchs ausfiihrlich dargestellt, daneben aber auch das Branch and Bound-Prinzip
intensiv behandelt und die Bedeutung von Relaxation, Dualitét und Schnittebenen-
verfahren fiir die Gewinnung unterer Schranken hervorgehoben.

Im Kapitel iiber Netzwerkflussprobleme haben wir das Netzwerksimplexverfahren
sehr ausfiihrlich dargestellt mit besonderer Betonung seiner graphentheoretischen In-
terpretation und der Rolle des Dualproblems. Dieses Verfahren ist fiir wichtige Teilge-
biete des Operations Research (Transportprobleme, Zuordnungsprobleme, Maximal-
flussprobleme, Kiirzeste-Wege-Probleme) von besonderer Bedeutung. Daneben wer-
den aber auch spezifische Verfahren fiir speziell strukturierte Probleme behandelt,
darunter hocheffiziente Verfahren fiir Kiirzeste-Wege-Probleme.

In der konvexen Optimierung haben wir verschiedene Varianten der Fritz John- und
der Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen und die entsprechenden Dualitétssétze eben-
falls mit dem sensitivititstheoretischen Zugang bewiesen. Mittels des Dualproblems
lasst sich auch die Rolle der Schattenpreise in der konvexen Optimierung vollstin-
dig kliren. Besonders wichtig erschien uns hier die Aquivalenz von Karush-Kuhn-
Tucker-Bedingungen, Sattelpunkttheoremen, Minimax-Theoremen, Komplementari-
tatsproblemen und deren Zusammenhang mit 6konomischen Gleichgewichten, wie
z.B. den Nash-Gleichgewichten aus der Theorie der nichtkooperativen N -Personen-
spiele.

Die konvexe Theorie wird dabei ohne Zusatzvoraussetzungen hinsichtlich der Pro-
blemfunktionen dargestellt, die nicht allein schon aus der Konvexitit folgen wiirden.
Verfahren der konvexen Optimierung, wie z. B. das Schnittebenenverfahren, konnen
daher auch als Motivation fiir Algorithmen der nichtdifferenzierbaren Optimierung
dienen.

Fiir allgemeine nichtlineare Probleme steht neben Branch and Bound-Methoden,
evolutiondren Algorithmen und heuristischen Strategien das ganze Arsenal der Non-
linear Programming-Methoden fiir differenzierbare Optimierungsprobleme zur Ver-
fligung.

Diese Methoden nutzen besonders stark die lokale Problemstruktur aus und lie-
fern neben quantitativen auch viele qualitative Einsichten in das zu losende Pro-
blem. Die lokale Problemstruktur schlédgt sich dabei nieder in notwendigen und hinrei-
chenden Optimalititsbedingungen, die wir ausfiihrlich samt aller einschlidgigen Con-
straint Qualifications darstellen. Wir betonen hier besonders den Aspekt der loka-
len Approximation nichtkonvexer Probleme durch ihre Konvexifizierung. In diesem



Kapitel 1 Einleitung 3

Zusammenhang wird auch eine auf endlichdimensionale Optimerungsprobleme zu-
geschnittene Form des Satzes von Ljusternik bewiesen.

Dieses Konvexifizierungsprinzip ist einerseits die Briicke zur konvexen Optimie-
rung, andererseits auch die Grundlage effizienter Verfahren der nichtlinearen Opti-
mierung wie der SQP-Methode oder der SCP-Methode. Die SQP-Methode behandeln
wir recht ausfiihrlich, viele weitere Methoden aus Platzgriinden nur kursorisch.

Besondes wichtig fiir das Operations Research ist die diskrete dynamische Optimie-
rung. Hier stellen wir das Bellmansche Optimalititsprinzip und die Methode der dyna-
mischen Programmierung kurz vor. Fiir komplizierter strukturierte oder hherdimen-
sionale diskrete dynamische Optimierungsprobleme ist der Einsatz geeigneter Non-
linear Programming-Methoden fiir differenzierbare Optimierungsprobleme unerliss-
lich. Viele dieser Methoden liefern als Nebenresultat auch Lagrange-Multiplikatoren,
die zusammen mit der Optimallosung die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen erfiil-
len. Wir zeigen, dass diese Optimalitdtsbedingungen die Form eines diskreten Maxi-
mumprinzips haben.

Dies eroffnet einen interessanten Zusammenhang mit dem Maximumprinzip der
kontinuierlichen dynamischen Optimierung, also mit der Variationsrechnung und der
fiir das Operations Research wichtigen Regelungs- und Steuerungstheorie. Das dis-
krete Maximumprinzip kann im Sinne einer indirekten Optimierungsmethode als Dis-
kretisierung des kontinuierlichen Maximumprinzips interpretiert werden. Bei der so
genannten direkten Methode fiir kontinuierliche dynamische Optimierungsprobleme
wird hingegen das Problem selbst diskretisiert und so durch eine Folge endlichdimen-
sionaler Optimierungsprobleme approximiert.

Stochastische Optimierungsprobleme kommen in unserer Darstellung sicherlich zu
kurz, wendet sie sich doch an einen Leserkreis, fiir den wir keine Vorkenntnisse aus
Theorie und Numerik stochastischer Prozesse voraussetzen wollten. Dennoch haben
wir ein abschlieBendes Kapitel iiber evolutiondre Algorithmen aufgenommen, da sich
diese Algorithmen bei den Anwendern grofer Beliebtheit erfreuen.

Solche Algorithmen werden in nahezu allen Bereichen des Operations Research
eingesetzt. Typische Anwendungen sind Betriebsablaufplanung, Personaleinsatzpla-
nung, Containertransport, Maschinenbelegungspléne, nichtlineare gemischt-ganzzah-
lige Optimierungsprobleme, Strukturoptimierung. Hilfsmittel aus der Theorie homo-
gener Markov-Ketten haben wir sehr sparsam verwendet, aber damit dennoch die
Konvergenz individuenbasierter evolutionédrer Algorithmen vollstindig bewiesen. Fiir
populationsbasierte evolutionédre Algorithmen haben wir Teilresultate gezeigt, so dass
der Leser die auftretenden Schwierigkeiten und auch das Verhalten dieser Algorith-
men besser einschitzen kann.

Nach dieser Ubersicht iiber Inhalt, Aufbau und Konzept dieser Einfiihrung in die
mathematische Optimierung wird es Zeit, konkrete Optimierungsprobleme mathe-
matisch zu modellieren. Dazu stellen wir in Abschnitt 1.1 zunichst einige Beispie-
le vor, formalisieren diese dann mittels einiger Grundbegriffe aus der Optimierung
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und schlieBen die Einleitung mit einer Ubersicht iiber typische Fragestellungen der
Optimierung.

1.1 Problemtypen

Beispiel 1.1.1 (Maximierung des Gewinns). Ein Landwirt moéchte 40 Hektar mit
Zuckerriiben und Weizen bepflanzen. Er hat hierfiir 2400 Euro und 312 Arbeitsta-
ge zur Verfiigung. Fiir jeden Hektar belaufen sich seine Anpflanzungskosten auf 40
Euro fiir Zuckerriiben und auf 120 Euro fiir Weizen. Fiir Zuckerriiben benétigt er 6
Arbeitstage pro Hektar und fiir Weizen 12 Arbeitstage pro Hektar. Der Gewinn be-
lauft sich auf 100 Euro pro Hektar fiir Zuckerriiben und auf 250 Euro pro Hektar fiir
Weizen. Natiirlich mochte der Landwirt seinen Gewinn maximieren.

Das Problem der Gewinnmaximierung wird mathematisch formuliert. Es bezeichne
x1 die Flache, die mit Zuckerriiben bepflanzt wird, und x; die Fliche, die mit Weizen
bepflanzt wird. Dann ist der Gewinn gegeben durch die lineare Funktion

f(x1,x2) = 100x7 + 250x5.

Die folgenden Nebenbedingungen miissen beachtet werden:

maximale Fliche: X1 + xp <40,
verfiigbares Geld: 40x1 + 120x, < 2400,
verfiigbare Arbeitszeit: 6x1 + 12x5 < 312,
keine negativen Flédchen: X1,X2 > 0.

In Matrixnotation, wobei alle Ungleichungen komponentenweise zu verstehen sind,
lautet das Gewinnmaximierungsproblem des Landwirts:

Maximiere ¢'x unter den Nebenbedingungen Ax <b, x >0

Dabei ist
40 1 1

x=(§1), c=(;(5)8), b=/ 2400, 4=]|40120
2 312 6 12
Dies ist ein Beispiel fiir ein lineares Optimierungsproblem, da die Optimierungsvaria-

blen x; und x; jeweils linear in der zu maximierenden Funktion und den Nebenbe-
dingungen auftreten. O

Beispiel 1.1.2 (Didt-Problem nach G.J. Stigler, 1940er Jahre). Ein Mensch bendtige
Vitamine V1, V2 und V3 fiir ein gesundes Leben. Derzeit seien nur 4 Arzneien Al,
A2, A3, A4 verfiigbar, die diese Vitamine enthalten. Die folgende Tabelle zeigt die
Anteile der Vitamine in den Arzneien sowie deren Kosten und den téiglichen Vitamin-
bedarf:
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VI V2 V3 | Kosten |

Al 30 10 50 | 1500
A2 5 0 3 200
A3 20 10 50 | 1200
Ad 10 20 30 900
Bedarf proTag | 10 5 5.5

Die Aufgabe ist nun, eine Kombination der Arzneien zu finden, so dass der tdgliche
Vitaminbedarf bei minimalen Kosten erfiillt wird.

Es bezeichne x; die Menge der Arznei A; (i = 1,2, 3,4). Dann ist das folgende
lineare Optimierungsproblem zu ldsen:

Minimiere 1500x1 + 200x5 + 1200x3 + 900x4

u.d. N. 30x1 + 5xo + 20x, + 10x4 > 10,
10x1 + 10x3 + 20x4 > 5,
50x1 + 3xy + 50x3 + 30x4 > 5.5,

X1,X2,X3,X4 > 0!
In Matrixschreibweise lautet dieses lineare Optimierungsproblem:
Minimiere c¢'x unter den Nebenbedingungen Ax > b, x >0
Hierbei ist

X1 1500

N 500 10 30 520 10

x = x2 . c oo |- 2= 5] 4a=[|1001020
3

o 900 55 50 3 50 30

In den 1940er Jahren benétigten neun Personen insgesamt 120 Tage, um ein Diét-
Problem mit 9 Ungleichungen und 77 Variablen zu l6sen. Dank moderner Computer
konnen heute Probleme mit Millionen von Variablen und Nebenbedingungen inner-
halb weniger Minuten geldst werden. m|

Beispiel 1.1.3 (Transportproblem). Eine Transportfirma hat m Lagerhduser und
mochte Waren von diesen Lagerhdusern zu n Kunden transportieren. Die Lieferung
einer Wareneinheit von Lagerhaus i zu Kunde j kostet ¢;; Geldeinheiten. In Lager-
haus i lagern a; Einheiten der Ware. Kunde j hat einen Bedarf von b; Einheiten der
Ware. Natiirlich mochte die Transportfirma ihre Transportkosten minimieren, wobei
der Bedarf der Kunden erfiillt werden soll, vgl. Abbildung.
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Es bezeichne x;; die von Lagerhaus i zu Kunde j gelieferte Warenmenge. Zur Be-
stimmung der optimalen Liefermengen muss die Transportfirma das folgende lineare
Optimierungsproblem 16sen:

m n
Minimiere Z Z Cij Xij (Lieferkosten)
i=1j=1

n
u.d. N. inj <a; (i =1,...,m), (Lagerbestand)
=1

m
Y xij=b;  (j=1....n), (Bedarf)

i=1
xij >0 (i=1,...,m), (keine negativen Liefermengen)

(G=1,....n)!

In vielen praktischen Aufgabenstellungen sind die Liefermengen x;; zusétzlich
durch Ganzzahligkeitsnebenbedingungen x;; € No = {0,1,2,...} eingeschrinkt.
O

Beispiel 1.1.4 (Netzwerkproblem). Eine Firma mochte so viele Waren wie moglich
von Stadt A zu Stadt D iiber das abgebildete Stralennetzwerk transportieren, wobei
die Zahlen neben den Kanten des Netzwerks die maximale Kapazitit der jeweiligen
Kante angeben.
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Wie kann dieses Problem mathematisch modelliert werden? Es bezeichne
V:={A,B,C,D}
die Menge der Knoten des Netzwerks, welche den Stiddten im Netzwerk entsprechen,
E :={(A4,B),(A4,C),(B,C),(B,D),(C,D)}

die Menge der Kanten im Netzwerk, welche den Verbindungsstralen zwischen jeweils
zwei Stadten entsprechen. Fiir jede Kante (7, j) € E bezeichne x;; die tatsichlich
transportierte Menge entlang der Kante (i, j) und u;; die maximale Kapazitit der
Kante. Dann muss die Kapazititsbeschrinkung

0=<xjj <uj; (({,j)€E)

gelten. Des Weiteren ist es sinnvoll anzunehmen, dass in den Stiddten B und C kei-
ne Waren produziert werden und auch keine Waren abhanden kommen, so dass die
Erhaltungsgleichungen ,,Abfluss — Zufluss = 0*“ in B und C gelten miissen:

XBp + XBc —X4B =0,
xcp —Xac —xpc =0.
Da auf Grund der Erhaltungsgleichungen unterwegs keine Waren verschwinden kon-
nen und keine zusitzlichen Waren generiert werden, besteht die Aufgabe nun darin,
die den Startknoten verlassende Warenmenge zu maximieren (dies ist dieselbe Wa-
renmenge, die den Knoten D erreicht):
Maximiere xap + XAC
u.d. N. xgp + xpc —x4B =0,
xcp — Xac —xpc =0,
0<xiy <u;; ((G.j)e€E)! O

Alle vorangegangen Beispiele sind Beispiele fiir lineare Optimierungsprobleme.

Beispiel 1.1.5 (Zuweisungsproblem). Gegeben seien n Mitarbeiter Ey, E3, ..., E,,
n Aufgaben 71, T3, ..., T, und Kosten ¢;; fiir die Zuweisung des Mitarbeiters E; zu
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Aufgabe T;. Die Aufgabe eines Projektplaners ist es, den Mitarbeitern eineindeutig
Aufgaben zuzuweisen, so dass die Kosten dieser Zuweisung minimal ausfallen. Ma-
thematisch kann diese Aufgabe wie folgt modelliert werden. Es seien x;; € {0, 1}
(i,j =1,...,n) definiert durch

~_J0. falls Mitarbeiter / nicht Aufgabe j zugewiesen wird,
Y 1, falls Mitarbeiter i Aufgabe j zugewiesen wird.

Das Zuweisungsproblem lautet dann:

n
Minimiere E Cij Xij
i,j=1

n
u.d. N. injzl (i=1,...,n),
j=1

n
injzl (jzl,...,l’l),

i=1
x,-je{O,l} (i,j=1,...,n)!

Wegen x;; € {0, 1} garantieren die Nebenbedingungen

n
Yoxij=1 (i=1....n).
j=1

dass Mitarbeiter i genau eine Aufgabe zugewiesen wird. Entsprechend garantieren

n
inj =1 (j=1,...,n),

i=1

dass jede Aufgabe durch genau einen Mitarbeiter erledigt wird.

Aus theoretischer Sicht scheint dieses Problem einfach zu sein, da es nur endlich
viele Moglichkeiten fiir die Belegung der Variablen x;; (i, j = 1,...,n) gibt.

Ein naiver Losungsansatz besteht daher in der Enumeration aller zulidssigen Punkte
und der anschlieBenden Wahl des besten Punkts.

Fasst man die Variablen x;; € {0,1} (i, j = 1,...,n) als Eintrige einer n x n-
Matrix auf, so erzwingen die Nebenbedingungen, dass in jeder Zeile und Spalte dieser
Matrix genau ein Eintrag 1 zu finden ist.

Demnach gibt es n Moglichkeiten, die 1 in der ersten Zeile zu platzieren, jeweils
n — 1 Moglichkeiten fiir die zweite Zeile usw.

Esgibtalson! = n(n—1)-(n—2) - - - 2-1 Punkte, die die Nebenbedingungen erfiillen.
Der naive Enumerationsalgorithmus erfordert es, die zu minimierende Funktion fiir
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jede Kombination auszuwerten. Die folgende Tabelle zeigt, wie schnell die Anzahl
der Auswertungen mit der ProblemgroBe n ansteigt:

n| 10 20 30 50 70
Auswertungen‘3.629-106 2.433-10'% 2.653-103% 3.041-10%* 1.198-10190 o

Beispiel 1.1.6 (Travelling Salesman-Problem, Handlungsreisendenproblem). Seien
Stadte V' = {1,...,n} und Verbindungen £ C V x V zwischen den Stiddten ge-
geben, wobei ¢;; die Linge der Verbindung (i, j) € E bezeichne. Eine Tour ist ein
geschlossener gerichteter Pfad, der jede Stadt genau einmal enthilt. Die Aufgabe be-
steht in der Bestimmung einer Tour minimaler Lénge.

Definiere die Variablen
xij € {0, 1}

fiir alle (i, j) € E durch

1, falls (i, j) Teil der Tour ist,
i =
o 0  sonst.
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Die Bedingung, dass jede Stadt genau einmal besucht wird, wird durch die Nebenbe-
dingungen

Yo oxy=1 (e (L.1)
{i:.j)€E}

Yoo oxj=1 (ieV) (1.2)
{j:i./)€E)

garantiert. Diese Bedingungen finden sich auch schon im Zuweisungsproblem 1.1.5.
Sie ermoglichen jedoch noch unzusammenhingende Subtouren. Um diese auszu-
schlieBen, wird fiir jede disjunkte Partition von V' in nichtleere Mengen

Uucv,
uecv
gefordert, dass es eine Verbindung
(i,j)e E miti eU, jeU*
und eine Verbindung
(k,0) e E mitk e U, LeU

gibt. Hierbei miissen die einelementigen Mengen wegen (1.1) und (1.2) nicht betrach-
tet werden, so dass die Bedingungen

> xij > 1 (1.3)
{(i,j)eE:i€U,jeV\U}

firalle U € V mit2 < |U| < |V]| — 2 resultieren. Dabei bezeichnet |U | die Anzahl
der Elemente von U..
Insgesamt lautet das Travelling Salesman-Problem wie folgt:

Minimiere E Cij Xij

(i,j)eE
u.d. N. Z Xij = 1 (j c V),
{i:(i,j)€E}
>, x=1 i eV,
{j:G,/)€E}
> xij>1 (UCV,2=<|UI<|V]|=2),

{(i,j)eE:ieU,jeV\U}
xij €10, 1} (G, /) e E)!
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Anmerkung. Die Anzahl der expliziten Nebenbedingungen wichst exponentiell mit
der Anzahl der Knoten.

Dabei ist keineswegs klar, ob mit diesen Nebenbedingungen eine ,,gute* Beschrei-
bung der zuldssigen Menge gefunden wurde. m|

Beispiel 1.1.7 (Rucksackpackproblem). Maximal N Gegenstinde sollen in einen
Rucksack gepackt werden.

Jeder Gegenstand j € {I,..., N} besitzt das Gewicht a; und den Wert c¢;. Die
Aufgabe besteht im Packen eines Rucksacks mit maximalem Wert, wobei das Ge-
wicht des Rucksacks den Wert A nicht iiberschreiten darf. Dies fiihrt auf das folgende
Optimierungsproblem:

N N

Maximiere quj u.d. N. Zajx]- <A xje€{0,1} (j=1,....N)!
j=1 j=1

Dabei bedeutet

I, Gegenstand j wird eingepackt,
X; =
/ 0, Gegenstand j wird nicht eingepackt.

Ein naiver Ansatz besteht in der Enumeration der hichstens 2%V zulissigen Kombina-
tionen. m|

Beispiel 1.1.8 (Standortplanung). Beim Standortplanungsproblem soll iiber die Er-
offnung von Depots entschieden werden. Sei /I = {1,...,m} eine Menge von Kun-
denund J = {l,...,n} eine Menge von potenziellen Depots, die an verschiedenen
Standorten erdffnet werden konnen. Die Eroffnung eines Depots j € J verursacht
feste Instandhaltungskosten c¢;. Jeder Kunde i € I hat einen Bedarf b; und kann von
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jedem Depot bedient werden. Jedes Depot j € J hat eine Lagerkapazitit u;. Die
Transportkosten fiir den Transport einer Einheit von Depot j € J zu Kunde i € [
betragen /1;; Geldeinheiten. Ziel des Standortplanungsproblems ist es zu entscheiden,
welche Depots eroffnet werden sollen, so dass der Bedarf der Kunden bei minimalen
Gesamtkosten befriedigt werden kann. Mit Hilfe der Variablen x; € {0, 1} wird ent-
schieden, ob Depot j € J erdffnet wird (x; = 1) oder nicht (x; = 0). Die Variable
vij bezeichnet die zum Kunden i transportierte Menge von Depot j . Das Standortpla-
nungsproblem fiihrt auf das folgende gemischt-ganzzahlige Optimierungsproblem.

Minimiere ch-x]' + Z hijyij

jeJ iel

jes
u.d. N. xj €{0,1} (jeld),
yijZO (iEI,jEJ),
> yij =bi (iel),
jeJ
> vij < xju; (je!
i€l

In dieser Problemstellung treten sowohl diskrete Optimierungsvariable x; € {0, 1}
als auch reellwertige Optimierungsvariable y;; > 0 auf. Die letzte Nebenbedingung
erzwingt im Fall x; = 0 (Depot j wird nicht er6ffnet), dass y;; = O fiir die aus Depot
J gelieferten Mengen gilt. m|

Beispiele 1.1.5, 1.1.6 und 1.1.7 sind ganzzahlige lineare Optimierungsprobleme,
wihrend Beispiel 1.1.8 ein gemischt-ganzzahliges lineares Optimierungsproblem ist.
Das folgende Beispiel fiihrt auf ein konvexes nichtlineares Optimierungsproblem.

Beispiel 1.1.9 (Portfoliooptimierung). Wir betrachten das Beispiel einer Portfolioop-
timierungsaufgabe nach Markowitz. Gegeben seien j = 1,...,n mogliche Anlagen
(z. B. Aktien, Fonds, Optionen, Wertpapiere). Jede Anlage wirft im nédchsten Zeitin-
tervall einen Gewinn (oder Verlust) R; ab. Leider ist R; in der Regel nicht bekannt,
sondern zufillig verteilt. Um einerseits den Gewinn zu maximieren und andererseits
das Risiko eines Verlusts zu minimieren, wird die Anlagesumme in Anteilen x; auf
die Anlagen j = 1,...,n verteilt, und die anteiligen Anlagen werden in einem Port-
folio zusammengefasst.

Die Aufgabe eines Portfoliomanagers besteht in der optimalen Zusammensetzung
eines solchen Portfolios, d. h. die Anteile x; der jeweiligen Anlagen, die in das Port-
folio tibernommen werden sollen, miissen in einem gewissen Sinne optimal bestimmt
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werden. Ein mogliches Ziel ist es, den erwarteten Gewinn
n n
E(R) =) xE(Rj). R=) x;R;,
j=1 =1

zu maximieren (E bezeichnet den Erwartungswert). Jedoch ist ein hoher Gewinn in
der Regel nur mit riskanten Anlagen moglich, so dass auch das Risiko eines Verlusts
steigt. Als MaB fiir das Risiko kann die Varianz des Gewinns dienen,

Var(R) = E((R— E(R)?) = E(( Z 5 (R~ E(R})):
j=1

Ein Kompromiss zwischen hohem Gewinn und geringem Risiko kann durch Losen
des folgenden Optimierungsproblems erreicht werden:

n n 2
Minimiere — XjE(Rj)+aE<(ij(Rj—E(Rj))>)
j=1 j=1
n
u.d.N. Yoxj=1 x=0 (j=1...n)!
Jj=1

Hierin bezeichnet « > 0 einen Gewichtungsparameter, mit dem die Risikobereit-
schaft gesteuert werden kann. Mit « = 0 wird der Varianzterm in der Zielfunktion
eliminiert, so dass nur noch der Gewinn maximiert wird. Dies entspricht einer hohen
Risikobereitschaft. Mit wachsendem « wird der Varianzterm stirker gewichtet und
die Risikobereitschaft sinkt. m|

1.2 Aufgaben

Aufgabe 1.2.1. Ein Betrieb hat folgenden Bedarf an Arbeitskriften:

Nr. Zeitintervall 1 2 3 4 5 6
Zeitintervall 04 4-8 8-12 12-16 16-20 20-24
Anzahl benétigter

Arbeitskriifte pr=3|p2=81p3=10] pa=81ps=14]ps=>5

Er mochte insgesamt moglichst wenig Personen beschiftigen, hat aber folgende
Regeln einzuhalten:

Jeder Beschiftigte arbeitet genau 8 aufeinander folgende Stunden, kein Beschiftig-
ter tritt innerhalb von 24 Stunden zweimal zum Dienst an.

Formulieren Sie dieses Problem mathematisch und finden Sie durch Ausprobieren
eine Losung, die alle Nebenbedingungen erfiillt und moglicherweise auch optimal ist.
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Aufgabe 1.2.2. Schreiben Sie das Transportproblem 1.1.3 als lineares Optimierungs-
problem in der Form

Minimiere ¢'x u.d.N. Ax <a, Bx>b, x>0

Bestimmen Sie A, B, a, b, x und c.

Aufgabe 1.2.3. Ein Student mochte seinen morgigen Tagesablauf planen, so dass er
moglichst viel Freizeit hat. Allerdings muss er im Anschluss an den ca. einstiindigen
Aufwach- und Aufstehvorgang, der jederzeit ab 8.00 Uhr einsetzen kann, eine Stunde
lang wichtige Telefonate tdtigen, vier Stunden lang Hausaufgaben machen und ei-
ne Stunde lang zu Mittag essen, bevor er sich seiner Freizeitbeschéftigung widmen
kann. Dabei hat er versprochen, die Telefonate erst nach dem Mittagessen zu fiihren.
Gesucht sind die Startzeitpunkte der jeweiligen Tatigkeiten.

Aufgabe 1.2.4 (aus [163]). Gesucht ist ein optimaler Zeitplan fiir den Bau eines Hau-
ses. Der Bau eines Hauses kann in die in der Tabelle angegebenen Bauabschnitte un-
terteilt werden, wobei die Fertigstellung eines jeden Bauabschnitts eine gewisse Zeit
benotigt. Wihrend einige Bauabschnitte parallel durchgefiihrt werden kénnen, kon-
nen andere Bauabschnitte erst begonnen werden, sobald bestimmte Arbeiten bereits
abgeschlossen sind. Ziel ist es, die Startzeitpunkte der einzelnen Bauabschnitte so zu
bestimmen, dass die Gesamtbauzeit des Hauses minimal wird (Zeit ist Geld!). For-
mulieren Sie diese Aufgabe als lineares Optimierungsproblem fiir die Startzeitpunkte
i (j =0,...,9) der jeweiligen Bauabschnitte.

Bauabschnitt Dauer erforderliche
in Wochen | Vorarbeiten

0. Vertragsunterzeichnung 0 -

1. Fundament und Seitenwinde 2 0

2. Dach 1 1

3. Verkleiden 3 1

4. Fenster und Tiiren 2.5 3

5. Installationsarbeiten 1.5 3

6. Elektroinstallation 2 2,4

7. Innenausbau 4 5,6

8. Aullenanstrich 3 2,4

9. Schliisseliibergabe 0 7,8
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Aufgabe 1.2.5 (aus [168]). Eine Olfirma beabsichtigt, so viel Ol wie moglich durch
ein gegebenes Pipelinenetz von Knoten 1 zu Knoten 5 zu transportieren, siche un-
tenstehende Abbildung. Abhingig vom Durchmesser der jeweiligen Pipeline ist der
maximale Durchsatz beschrinkt durch die Zahlen (in Millionen Barrel pro Stunde)
neben den Kanten des Netzes.

Formulieren Sie dieses Problem als (lineares) Optimierungsproblem.

Aufgabe 1.2.6. Matthias will eine mehrtigige Wanderung durch die frinkische
Schweiz unternehmen und kann sich nicht entscheiden, welche Gegensténde er mit-
nehmen soll. Sein Rucksack soll insgesamt nicht mehr als 10 kg wiegen. Er erwégt,
folgende Dinge mitzunehmen:

‘ Nr. ‘ Gegenstand Gewicht | subjektiver Wert
1. | Rucksack 1400 g 1.00
2. | Zelt 2600 g 0.88
3. | Isomatte 1200 g 0.92
4. | Schlafsack 1500 g 0.94
5. | Kocher mit Zubehor 1600 g 0.79
6. | 4 Tiitensuppen je30g 0.79
7. | Trinkflasche mit Wasser 1150 g 0.98
8. | Wische 800 g 0.71
9. | Kulturbeutel 300 g 0.74

10. | Handtuch 350 g 0.81
11. | Handy 550 g 0.5

12. | volles Portemonnaie 500 g 0.99
13. | Schreibzeug 300 g 0.52
14. | Wanderkarte 80 g 0.98
15. | Reisefiihrer 200 g 0.58
16. | Tafel Schokolade 100 g 0.98
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Matthias will natiirlich den subjektiven Wert seines Gepécks maximieren. Formulie-
ren Sie das Problem mit allen logischen Abhingigkeiten als ganzzahliges lineares
Optimierungsproblem und 16sen Sie das Problem z. B. durch Enumeration aller Mog-
lichkeiten.

Aufgabe 1.2.7. Bei der Herstellung von Konserven werden fiir Boden und Deckel
bzw. fiir den Konservenmantel verschiedene Materialien verwendet, die g1 bzw. g,
Geldeinheiten pro Flidcheneinheit kosten. Zu einem vorgegebenen Volumen V' soll
eine passende Konserve hergestellt werden, die moglichst billig ist. Formulieren Sie
die Aufgabe als Optimierungsproblem und berechnen Sie die Losung.

Aufgabe 1.2.8. Das Programm SCILAB kann unter http://www.scilab.org herunterge-
laden werden. SCILAB stellt den Befehl 1linpro zur Losung von linearen Optimie-
rungsaufgaben zur Verfiigung. Machen Sie sich mit dem Befehl vertraut, indem Sie
z.B. die Online-Hilfe verwenden, und 16sen sie das folgende lineare Optimierungs-
problem:

Maximiere 250x1 + 45x,
u.d.N. x1 <50,
X2 < 200,
X1+ 0.2x, <72,
150x1 + 25x, < 10000,

X120, x2=>0!

Hinweis: Alternativ kann das Softwarepaket MATLAB und der Befehl 1inprog (bzw.
1p bei dlteren MATLAB-Versionen) verwendet werden.

Aufgabe 1.2.9. Ein Energiekonzern hat fiinf Gebiete zur Errichtung von Kraftwerken
in den nichsten 20 Jahren zur Verfiigung. Es kostet ¢; Euro, um ein Kraftwerk in Ge-
biet i zu errichten, und 4; Euro pro Jahr, um das Kraftwerk in Gebiet i zu betreiben.
In Gebiet i hat ein Kraftwerk eine Kapazitit von k; kWh pro Jahr. In Jahr ¢ wer-
den d; kWh Elektrizitit bendtigt. Pro Jahr kann nur ein Kraftwerk errichtet werden.
Zu Beginn des Planungszeitraums von 20 Jahren hat der Konzern 500 000 kWh zur
Verfiigung.

Formulieren Sie ein Optimierungsproblem zur Minimierung der Gesamtkosten in
den niéchsten 20 Jahren.

Aufgabe 1.2.10. Eine Firma hat zwei Fabriken (F1 und F2), die eine Chemikalie
herstellen. Die Produktion wird an zwei Kunden (K1 und K?2) geliefert, die monat-
lich genau 660 bzw. 800 Tonnen von dieser Chemikalie abnehmen. Die monatliche
Kapazitit von F1 liegt zwischen 400 und 900 Tonnen, die von F'2 zwischen 450 und
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900 Tonnen. Die Produktionskosten pro Tonne in F'1 und F2 sind 25 bzw. 28 Eu-
ro. Die Firma kauft die Rohmaterialien von zwei Unternehmen (U1 und U ?2) fiir 200
bzw. 210 Euro pro Tonne. Die Firma hat sich verpflichtet, monatlich mindestens 500
bzw. 750 Tonnen von U1 und U2 zu kaufen. Die Transportkosten (in Euro) der Firma
sind der folgenden Tabelle zu entnehmen:

Ul|U2||K1|K2
F1{101 9 | 3 | 4
F2112 13| 5| 2

Es wird angenommen, dass eine Tonne des Rohstoffs fiir genau eine Tonne der Che-
mikalie ausreicht. Die Firma will die Gesamtkosten (fiir Rohstoffe, fiir Produktion
und Transport) minimieren.

(a) Geben Sie eine mathematische Formulierung des Problems als lineare Optimie-
rungsaufgabe an.

(b) Losen Sie das lineare Optimierungsproblem z. B. mit SCILAB oder MATLAB und
tiberpriifen Sie, ob die Losung sinnvoll ist oder ob das Modell evtl. durch Hin-
zunahme weiterer Beschridnkungen verbessert werden muss.

Aufgabe 1.2.11. Lineare Optimierungsprobleme spielen auch bei Ausgleichsproble-
men eine wichtige Rolle. Betrachten Sie die L-Ausgleichsaufgabe

Minimiere ||b — Ax|y fiir x e R"™!

Dabei sind die Daten b € R™ und A € R™*" fest gegeben. Die Norm || - |1 ist fiir

einen Vektor z = (z1,...,2,) " € R™ durch |z|; = 7L |zi| definiert.
Zeigen Sie, dass das Ausgleichsproblem dquivalent ist zu der linearen Optimie-
rungsaufgabe (mit e := (1,...,1)T € R™):

Minimiere e' (ut +u™)
beziiglich  x, u+, u-
u.d.N. Ax +ut —u" = b,

u+,u_>0!

Aufgabe 1.2.12. Eine Messung hat folgende Werte ergeben:

il —11]1/2
yi |-1.3]1.7/6

Formulieren Sie das zugehorige lineare Ausgleichsproblem

Minimiere |b — Ax|1 fiir x € R?!
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Verwenden Sie dafiir die Ansatzfunktion
y(t) = at + pt3.

Losen Sie das Ausgleichsproblem mit Hilfe von Aufgabe 1.2.11, indem Sie das dqui-
valente lineare Optimierungsproblem, z. B. mit SCILAB oder MATLAB, 16sen.

Aufgabe 1.2.13 (aus [166]). Ein Winzer stellt fiir eine Supermarktkette einen billi-
gen Wein her. Hierzu benutzt er einen Landwein, der ihn 1.00 Euro pro Liter kostet.
Zur Anhebung der Siile benutzt er Didthylenglykol-haltiges Frostschutzmittel zum
Preis von 1.20 Euro pro Liter und fiir die Verbesserung der Lagerungsfihigkeit ei-
ne Natriumacid-Losung fiir 1.80 Euro pro Liter. Verstdndlicherweise mochte er eine
moglichst billige Mischung herstellen, wobei aber folgende Nebenbedingungen zu
beachten sind:

Um eine hinreichende SiiBe zu garantieren, muss die Mischung mindestens 1/3
Frostschutzmittel enthalten. Andererseits muss wegen gesetzlicher Bestimmungen
mindestens halb soviel Wein wie Frostschutzmittel enthalten sein. Der Natriumacid-
Anteil muss mindestens halb so grof3 und darf hochstens so grol wie der Glykol-
Anteil sein und darf die Hilfte des Weinanteils nicht unterschreiten.

(a) Formulieren sie diese Mischungsaufgabe als lineare Optimierungsaufgabe.

(b) Schreiben sie das entstehende Optimierungsproblem in der Form

Maximiere ¢ x

u.d. N. Ax <b, x>0!

Aufgabe 1.2.14. Ein Schuhhindler gibt einer Schuhfabrik seinen Bedarf an Schuhen
fiir die nidchsten 6 Monate bekannt: 200 Paar Schuhe im ersten Monat, 260 im zwei-
ten Monat, 240 im dritten Monat, 340 im vierten Monat, 190 im fiinften Monat und
150 im sechsten Monat. Es kostet 7 Euro, ein Paar Schuhe wihrend der regulidren
Arbeitszeit zu produzieren, und 11 Euro, falls Uberstunden gemacht werden miissen.
Pro Monat konnen 200 Paar Schuhe wihrend der reguldren Arbeitszeit und 100 Paar
Schuhe durch Uberstunden hergestellt werden. Es kostet 1 Euro pro Monat, ein Paar
Schuhe zu lagern. Der Bedarf des Schuhhindlers fiir die néchsten 6 Monate soll bei
minimalen Gesamtkosten fiir Produktion und Lagerhaltung gedeckt werden. Formu-
lieren Sie dieses Produktionsplanungsproblem als Transportproblem.
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2.1 Primales Simplexverfahren

Beispiel 2.1.1. Gegeben sei das folgende Optimierungsproblem:

Minimiere
—250x1 — 45x5
unter den Nebenbedingungen
x1 <50,
X2 < 200,

X1+ 0.2x, <72,
150x1 4+ 25x2 < 10000,
x1 =0,
x2>0!

Durch Einfiihrung von Schlupfvariablen x3, x4, X5, x¢ erhalten wir die primale Nor-
malform:

Minimiere
(=250, —45,0,0,0,0) x

unter den Nebenbedingungen x € R®, x > Ore und

1 01000 50
0 1 0100 _ 200 |
1 0200107 72 |
150 25 000 1 10000
Als zuldssige Basislosung erhalten wir
0
0
_ 50
P=1 200 |’
72
10000

als zugehorige Basisindexmenge J = {3, 4, 5, 6}.
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Als Starttableau erhalten wir:

1

3 0| 50 50

410 200 -

501 02| 72 72

6| 150 25 | 10000 | 1000/15
250 45| 0

Die hinreichende Bedingung ist nicht erfiillt, wir konnen einen Nichtbasisindex

wiihlen mit c}'—x’j —cr > 0.

Weiter existiert ein j € J mit xJ’.c > 0. Wir bestimmen in einer Nebenrechnung

[ € J mit

Pr_ in PL
xk jeJ k
xk>o0 J

und erhalten .

Das Pivotelement fiir den ersten Austauschschritt ist also

1 _
X3 =1}

Damit konnen wir den Tableauwechsel schematisch durchfiihren und erhalten:

3
1 0 50 -
0 1 200 200

-1 02 22 | 110
—150 2500 | 100
—250 45 | —12500

AN »n B~ =

Wiederum lisst sich ein Nichtbasisindex wihlen mit c}—xg —cp > 0, und wie-
derum existieren j € J mit x]’.‘ > 0. Die Nebenrechnung liefert als Pivotzeilenindex
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. Damit erhalten wir als neues Tableau:

3 6

1] 1 0 50 50

4| 6 —0.04 | 100 |100/6

5 —0.008 2 10

2| -6 004 100 -
20 —1.8 | —17000

Als nichstes Tableau erhalten wir mit ’ k=3 ‘ und ’ =5 ‘:

5 6
1] =5 0.04 40
4| =30 0.2 40
3 5 —0.04 10
21 30 —0.2 160
—-100 -1 —17200

Jetzt gilt fiir alle k € J€ = {5, 6}
c}'—x’j —¢; <0,

also ist das Optimalititskriterium erfiillt, und wir erhalten als Optimallosung

P1 = 40

P2 = 160
p3 =10

pa =40

ps =0

P =0

und als Optimalwert
¢’ p =—17200. O

Kann die Startbasislosung nicht wie im vorigen Beispiel direkt abgelesen werden,
so muss zundchst in Phase I ein Hilfsproblem geldst werden.
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Beispiel 2.1.2 (Bestimmung einer zuldssigen Basislosung).
Betrachte Ax = b, x > Op3 mit

X1

112 1
A:(—IIO)’b:(l)’x: 2
X3

Zur Bestimmung einer zulédssigen Basislosung 16sen wir das folgende Hilfsproblem
mit dem Simplexverfahren:

Minimiere y1+ y2 u.d.-N. Ax + Exy =b, x> 0p3, y = (1.y2)" > Og2 !

Das Simplexverfahren liefert die folgenden Tableaus, wobei x4 := y; und x5 := y;
gesetzt wurden.

Starttableau:
1 2 3
411 1 2(1]1
~1 011
0o 2 212
Pivotzeile und -spalte: , .
Tableau 1:
1 5 3
-1 2]0/0
-1 1 0 -
2 =2 210
Pivotzeile und -spalte: , .
Tableau 2:
4 5 3
13 -3 1]o
214 101
-1 -1 010

Dieses Tableau ist optimal mit Zielfunktionswert O und y; = y, = 0(= x4 = Xx5).
Daher erfiillt p = (p1, p2, p3)' = (0,1,0)7 die Restriktionen Ap = b und p >

Ogs. p ist zuldssige Basislosung mit Basisindexmenge J = {1, 2} und Nichtbasisin-
dexmenge J¢ = {3}.
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Nun soll die Zielfunktion

cTx = X1+ 2x2 + x3

minimiert werden. Das Starttableau ist durch Tableau 2 gegeben, wenn die zu yj
und y, (bzw. x4 und x5) gehorenden Spalten geloscht werden. Da nun eine andere

Zielfunktion als im Hilfsproblem betrachtet wird, muss die untere Zeile des Tableaus
neu berechnet werden:

0
ri=02(]) =2

c}rxjc—c;c = (1,2)(1)—(1) =2.

Starttableau:
3
1 00
211
2 12
Pivotzeile und -spalte: , .
Tableau 1:
1
31110
21 =111
212

Dieses Tableau ist optimal mit Basislosung p3 = 0, p» = 1, p; = 0 und Zielfunk-
tionswert 2. m|
2.2 Vermeidung von Zyklen

Beispiel 2.2.1 (Schleifenbildung beim Simplexverfahren). Das folgende Beispiel
wurde von Marshall und Suurballe [113] zum Nachweis von Zyklen im Simplex-

verfahren verwendet:

Minimiere ¢'x u.d.N. Ax =b, x > Og7 !
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Die Daten lauten (x5, x¢, x7 sind Schlupfvariable)

—10 X1

57 X2

9 05-55-259100 0 X3

c= 24 |, A=[105-15-051010), b=|0], x=| x4
0 1 0 00001 1 X5

0 X6

0 X7

Anwendung des Simplexverfahrens, wobei die Pivotspalte stets gemél c}—xﬁ —

= max{c}rxj —cj: c:,rxf —c¢j >0, j € J¢} gewihlt wird, fiihrt auf die fol-
genden Tableaus. Beachte, dass das letzte Tableau bis auf Permutationen der Spalten
dem ersten Tableau entspricht. Folglich fiihrt eine wiederholte Wahl derselben Pivot-
elemente zu einem Zyklus.

Starttableau:
1 2 3 4
55 =25 9 |0
05 —-15 —-05 1 |0
1 0 0 0 |1]1
10 =57 -9 =240
Pivotzeile und -spalte: , .
Tableau 1:
5 2 3 4
2 —-11 -5 18 |0 -
6| —1 2 -8 0|0
-2 1 —-18 | 1| &
—20 53 41 =204 1|0
Pivotzeile und -spalte: , .
Tableau 2:
5 6 3 4
1] -075 275 —4 |0
2| —025 025 05 210
075 =275 =05 4 |1]|-
—-6.75 —1325 145 -98 |0
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Pivotzeile und -spalte: , .

Tableau 3:

Pivotzeile und -spalte: , .

Tableau 4:

Pivotzeile und -spalte: , .

Tableau 5:

Pivotzeile und -spalte: , .

Tableau 6:

5 6 1 4
-15 55 2 8|0 -
05 —25 -1 00
0 0 1 0 |1]-
15 —93 —29 18 |0
5 6 1
—45 -2 0
025 —-125 —05 050
0 0 101 -
105 =705 —20 -9 |0
36 1 2
2 -9 —4 8 -
—0.5 05 -1.5 0
o 0 1 0 -
21 24 22 —93 |0
3 4 1 2
25 9 05 550
—05 1 05 —15|0
o o0 1 0 |1
-9 —24 10 =57 |0
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Es ist interessant zu beobachten, dass alle Tableaus dieselbe entartete Basislosung
p =(0,0,0,0,0,0,1)" beschreiben, obwohl sich die Tableaus selbst unterscheiden.
Geometrisch bleibt das Verfahren also in derselben Ecke des zulédssigen Bereichs hén-
gen. m]

2.3 Revidiertes primales Simplexverfahren

Beispiel 2.3.1 (revidiertes Simplexverfahren). Wir 16sen das Problem:
Minimiere —3x1 — 4x, unter den Nebenbedingungen
2x1 + x2 + x3 = 8,
4x1 4+ x2 + x4 = 10,
X1,X2,Xx3,x4 > 0!
Phase I: Eine zulissige Basislosung ist gegeben durch py = (8,10) T, pye = Og2
mit J = {3,4}und J€ = {1,2}.
Phase II:

Iteration 0:
Mit J = {3,4}und J¢ = {1,2} gilt

-3 =) o) ()
(2)-(5) () (2)-()

Der Optimalitiitstest ist nicht erfiillt, so dass wir die Pivotspalte k = 1 € J¢ mit
{r = 3 > 0 wihlen konnen. Die Pivotspalte lautet dann

(3)-()

Als Pivotzeile ergibt sich /| = 4 € J wegen

und

8 10
B_2_y B_"_»ss
X3 2 Xy 4

Iteration 1:
Basiswechsel fiihrt auf J = {3, 1} und J¢ = {4, 2}, und wir erhalten

12 c (01 0 0
J _ J¢ _ L L —
(o) =(00) o= (5) e=(8)
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und

()=(5) =(5%) (2)=5(33)

Der Optimalititstest ist nicht erfiillt, so dass wir die Pivotspalte k = 2 € J€ mit
lr = % > ( wihlen konnen. Die Pivotspalte lautet dann

(-:0)

Als Pivotzeile ergibt sich [ =3 € J.

Iteration 2:
Basiswechsel fiihrt auf J = {2, 1} und J¢ = {4, 3}, und wir erhalten

(D) () o=(2) ()
(2)-(5) r=3(3) (-4

Der Optimalitiitstest ist nicht erfiillt, so dass wir die Pivotspalte k = 4 € J€ mit
lr = % > ( wihlen konnen. Die Pivotspalte lautet dann

(-)

Als Pivotzeile ergibt sich/ =1 € J.

und

Iteration 3:
Basiswechsel fiihrt auf J = {2,4} und J¢ = {1, 3}, und wir erhalten

() v Gl) (@) o (2)
(2)-(2) () (2)-()

Das Optimalititskriterium ist erfiillt. Die optimale Losung lautet p = (0,8,0,2) T
mit Zielfunktionswert ¢ " x = —32. m|

und
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2.4 Dualitat und Sensitivitat

Beispiel 2.4.1. Eine Firma produziert drei Produkte P, P, und P3. Der Gewinn pro
Einheit der Produkte betrage 10, 5 bzw. 5.5 Geldeinheiten. Die Produktion benotigt
Rohmaterialien By, B>, B3 und By, von denen 1500, 200, 1200 und 900 Einheiten
verfiigbar sind. Zur Herstellung einer Einheit der jeweiligen Produkte werden die in
der folgenden Tabelle angegebenen Mengen an Rohmaterialien bendtigt.

P 1 P 2 P 3

"By [30 10 50

By|5 0 3

B3[20 10 50

B4 10 20 30

Es bezeichne x;, i = 1,2, 3, die produzierten Mengen der Produkte P;,i = 1,2, 3.
Die Firma mochte ihren Gewinn maximieren und muss daher das folgende primale
Problem 16sen:

Maximiere
10x1 + 5x5 + 5.5x3
unter den Nebenbedingungen
30x; 4+ 10x2 4+ 50x3 < 1500,
5x1 + 3x3 < 200,
20x1 + 10x2 + 50x3 < 1200,
10x1 + 20x2 4 30x3 < 900,

X1,x2,x3>0!

Angenommen, eine zweite Firma bietet der ersten Firma an, alle Rohmaterialien
aufzukaufen. Die zweite Firma bietet den Preis y; > 0 pro Einheit des Rohmaterials
B;,i = 1,...,4. Natiirlich mochte die zweite Firma ihre Kosten

1500y1 + 200y + 1200y3 + 900y4

minimieren. Des Weiteren wird die erste Firma das Angebot nur dann akzeptieren,
wenn die Preise pro Einheit der Produkte Pj, j = 1,2,3, groBer oder gleich dem
(nicht realisierten) Gewinn ¢;, j = 1,2, 3, aus dem Verkauf der Produkte sind, d. h.
es muss gelten

30y1 + 5y2 4+ 20y3 + 10y4 > 10,
10y1 4 10y3 + 20y4 > 5,
50y1 + 3y2 + 50y3 + 30y4 > 5.5.
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Insgesamt muss die zweite Firma also das folgende so genannte duale Problem 16sen:
Minimiere
1500y1 + 200y + 1200y3 + 900y4

unter den Nebenbedingungen

30y1 + 5y2 4+ 20y3 + 10y4 > 10,
10y + 10y3 + 20y4 > 5,
50y1 4+ 3y2 + 50y3 + 30y4 > 5.5,
Y1,¥2,¥3.y4 = 0! o

Wir illustrieren die Storung linearer Optimierungsprobleme geometrisch anhand
eines einfachen Beispiels mit zwei Entscheidungsvariablen.

Beispiel 2.4.2 (vgl. Beispiel 1.1.1). Ein Landwirt mochte 40 Hektar mit Zuckerriiben
und Weizen bepflanzen. Er hat hierfiir 2400 Euro und 312 Arbeitstage zur Verfiigung.
Fiir jeden Hektar belaufen sich seine Anpflanzungskosten auf 40 Euro fiir Zucker-
riiben und auf 120 Euro fiir Weizen. Fiir Zuckerriiben benétigt er 6 Arbeitstage pro
Hektar und fiir Weizen 12 Arbeitstage pro Hektar. Der Gewinn belduft sich auf 100
Euro pro Hektar fiir Zuckerriiben und auf 250 Euro pro Hektar fiir Weizen.

Der Landwirt mochte 2400 Euro investieren, aber zusitzlich unvorhergesehene
Ausgaben in seiner Kalkulation beriicksichtigen. Er nimmt daher an, dass 2400 + §
Euro zur Verfiigung stehen, wobei § € R eine durch unvorhergesehene Ausgaben
verursachte Storung bezeichnet. Natiirlich mochte der Landwirt seinen Gewinn maxi-
mieren.

Dies fiihrt auf das folgende lineare Optimierungsproblem:

Minimiere
f(xl, X2) = —100)61 — 250)62
unter den Nebenbedingungen

X1 + x2 <40,
40x1 + 120x5 < 2400 + 6,
6x1 + 12x, < 312,
X1,%x2 >0

Im Abschnitt ,,Geometrie linearer Gleichungsprobleme® wurde das ungestorte Pro-
blem mit § = 0 graphisch gelost, vgl. Abbildung 2.1.
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\ X2
40

6x1 + 1235 = 31
X1 + 12x, =3}

~
o~

10—

40x1 + 120x, = 2400
X1

3
J ~
0 o %0 do zl\ 5‘0\ -~ T
f 1 —100x; — 250x, = —5500

X1+ x2 =40

Abbildung 2.1. Losung des ungestorten Problems mit § = 0. Die optimale Losung lautet
(x1,x2)T = (30, 10) T mit Zielfunktionswert —5500.

Die optimale Losung ist eine Ecke der zuldssigen Menge und erfiillt die ersten
beiden Nebenbedingungen ohne Schlupf, alle tibrigen strikt.

Was geschieht, wenn Storungen 6 # 0 auftreten?

4 beeinflusst nur die zweite Nebenbedingung, wobei deren Steigung nicht veridndert
wird. Eine Anderung in § fiihrt also zu einer Parallelverschiebung der Geraden 40x1 +
120x, = 2400. Abbildung 2.2 zeigt die Situation fiir § = —600.

\ Xp
40

30—
~N
£+ —100x; — 250

~ 20—

6x1 + 12x, = 312

X1

X1 4+ x2 =40 40x; + 120x, = 2400 — 600

Abbildung 2.2. Losung des Problems fiir § = —600. Die optimale Losung lautet
(x1,x2)T = (37.5,2.5)7 mit Zielfunktionswert —4375.
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Offenbar haben sich der zulédssige Bereich und die optimale Losung verindert, aber
die optimale Losung erfiillt immer noch die ersten beiden Nebenbedingungen ohne
Schlupf, die iibrigen Nebenbedingungen strikt.

Was geschieht, wenn wir § weiter reduzieren? Abbildung 2.3 zeigt die Situation fiir
§ = —1200.

\ X2
40

X1+ x2 =40

30—
N

20—
f 1 —100x; — 25
\7»

6x1 + 12x, = 312

[ I I \ I I
0
10 20 30 40 50 60 70 X1

40x1 + 120x, = 2400 — 1200

Abbildung 2.3. Losung des Problems fiir § = —1200. Die optimale Losung lautet
(x1, xz)T = (30,0)" mit Zielfunktionswert —3000.

Jetzt erfiillt die Optimallosung die zweite Nebenbedingung und die zweite Vorzei-
chenbedingung ohne Schlupf, alle iibrigen Nebenbedingungen strikt. Die Struktur der
Optimalldsung hat sich also geédndert, was sich auch im qualitativen Verhalten der
Minimalwerte niederschlégt.

Eine graphische Losung des Problems fiir alle Werte von § liefert die Minimalls-
sungen

(25)- falls 720 < §.
_ 1L
(s fo‘g), falls 160 < § < 720,
8+ 458
®) 1
(2(5)) = (f§+2%§) falls —800 < § < 160,
(S0+3%),  falls 2400 < § < 800,
keine Losung, falls 6 < —2400,
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1000
0
-1000
-2000
-3000

w(d)
-4000

-5000

-6000

-7000 I I I I I I I
-2500 -2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500

)
Abbildung 2.4. Minimalwertfunktion.

sowie die so genannte Minimalwertfunktion

—6500, falls 720 < 4,

—5600 — 1.255, falls 160 < § < 720,
w(8) = ¢ x(8) = { —5500 — 1.8758, falls —800 < § < 160,

—6000 — 2.56, falls —2400 < § < —800,

0, falls § < —2400,

welche die optimalen Zielfunktionswerte angibt und offenbar stetig, stiickweise linear
und konvex ist auf dem Intervall [—2400, c0). ad

Beispiel 2.4.3 (Fortsetzung von Beispiel 2.4.2). Das Primalproblem lautet nach Ein-
fiihrung von Schlupfvariablen:

(P)  Minimiere —100x1 — 250x, unter den Nebenbedingungen x > Ogs und

X1+ x2 + x3 = 40,
40x1 + 120x2 + x4 = 2400 + §,
6x1 + 12x2 + x5 = 312!

Das Dualproblem lautet dann:
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(D) Maximiere 40y1 + (2400 + )y, + 312y3 unter den Nebenbedingungen

y1 + 40y, + 6y3 < —100,
y1+ 120y, + 12y3 < =250,
Y1 <0, y2 <0, y3<0!

Wir wihlen drei typische Werte fiir § aus und wenden obige Resultate an. Die be-
notigten optimalen Ecken der zugehorigen Dualprobleme konnen mit etwas Geschick
mit dem Simplexverfahren berechnet werden.

a) Fiir § = 0 besitzt (D) als einzige optimale Ecke ¢! = (25, —1.875,0)T.

Da die Zielfunktion 40y + (2400 + §)y2 + 312y3 nur positive Koeffizienten hat,
ist die Menge aller Optimallésungen auch beschrinkt, d. h. es gibt keine Kantenhalb-
geraden in der optimalen Facette von (D). Damit ist ¢! die einzige Optimallosung
von (D).

Die Minimalwertfunktion w ist also im gewdhnlichen Sinne differenzierbar in
b = (40,2400,312) T, und ihr Gradient ist gleich ¢'. Insbesondere ergibt sich fiir die
Richtungsableitung in Richtung des zweiten kanonischen Einheitsvektors ¢2

w' (b)(e?) = (¢1) Te? = —1.875.

b) Fiir § = —800 besitzt (D) die beiden optimalen Ecken ¢! und g% = (0, —2.5,0).
Damit besitzt die Minimalwertfunktion in » = (40,1600,312)" die Richtungs-
ableitungen

w'(b)(e?) = max{(¢") Te?, (¢®) T e?} = max{—1.875,—2.5} = —1.875
und
w' (b)(—e?) = max{(¢g") " (=e?). (¢®) " (—e?)} = max{1.875,2.5} = 2.5.

¢) Fiir § = —2400 besitzt (D) die einzige optimale Ecke g2.
Damit besitzt die Minimalwertfunktion in 5 = (40,0,312)T die Richtungsablei-
tung in der Richtung e?

w' (b)(e?) = (¢%) Te? = —2.5.

Wir berechnen fiir diesen Fall noch die optimale Facette von (D). Wegen w(g?) = 0
ist ¢ genau dann optimal fiir (D), wenn ¢ das System 16st

40y; + 312y3 = 0,
y1 +40y2 + 6y3 < —100,
y1 + 120y2 + 12y3 < =250,
y1 =0, y2 =0, y3=0.

A



34 Kapitel 2 Lineare Optimierung

Notwendigerweise ist also g1 = g3 = 0 und g2 < —2.5. Die optimale Facette hat
also die Gestalt

g>—2e* (2= 0),

besitzt also eine Kantenhalbgerade. Damit erhalten wir formal, wenn wir auch +o0o
als Wert fiir die Richtungsableitung zulassen,

w'(b)(—e?) = sup(g? — re?) T (—e?) = +oo.
A>0

Dieses Resultat ist wegen der Gleichung w’(b) = 43, ®) richtig im Sinne der konve-
xen Analysis, entspricht aber auch der Intuition, da das Problem (D) fiir § = —2400
gerade noch zulissig ist, aber bei jeder noch so kleinen Stérung in Richtung —e?
unzuldssig wird. m|

2.5 Duales Simplexverfahren
Beispiel 2.5.1. Betrachte das lineare Optimierungsproblem in primaler Normalform:
Minimiere ¢'x u.d.N. Ax =b, x > Og7 !

Dabei sind x5, x¢, x7 Schlupfvariable, und es ist

5

3

3 14 -6 1 2 4100
c=|6|, b=| 25|, A= 3-2-1-5010

0 14 -2 1 0 2001

0

0

Eine dualzuldssige Basislosung ist durch die Basisindexmenge J = {5, 6, 7} gegeben.
Der duale Simplexalgorithmus liefert folgendes Resultat. Beachte, dass die Trans-
formationsregeln dieselben wie beim primalen Simplexverfahren sind. Lediglich die
Pivotelemente werden anders gewihlt.

Starttableau:

4
-6 1 2 4 | 14
3 2 -1 -25
-2 1 0 2 | 14
-5 =3 3 —6| 0

3 6
- 53 3 3
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Pivotzeile und -spalte: ,

Tableau 1:
1 2 3 6
-3.6 12 08 | —6
—0.6 04 02 —-02]| 5
—-08 0.2 —-04 04 4
—-86 —-06 —-18 -—-12] 30
8.6
36 1 - -
Pivotzeile und -spalte: ,
Tableau 2:

6 -5/3 —2 —4/3]10

-5 -1 =3 =2 |36

Dieses Tableau ist optimal, da p = (0, 10,0,1,0,0,2) T primalzulissig ist. Der opti-
male Zielfunktionswert betrdgt 36. Eine zugehorige duale Losung ist durch das lineare
Gleichungssystem (47) Ty = ¢; gegeben und lautet y = (—1,—2,0) . m]

2.6 Matrixspiele und lineare Optimierung
Beispiel 2.6.1. Die Auszahlungsmatrix sei gegeben durch

2239
A=]16546
7621

Es stellt sich nun die Frage, welche Zeilen- bzw. Spaltenwahl fiir Zeilen- und Spal-
tenspieler moglichst gut sind. Der Zeilenspieler mochte seinen Gewinn maximieren,
withrend der Spaltenspieler seinen Verlust minimieren mochte. Hier entsteht offen-
bar ein Konflikt. Den hochsten Gewinn von 9 kann der Zeilenspieler durch Wahl von
Zeile 1 erreichen, falls der Spaltenspieler die 4. Spalte wihlt. Allerdings kennt der
Spaltenspieler die Auszahlungsmatrix und wird daher vermeiden, die 4. Spalte zu
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withlen, auch wenn in der 3. Zeile dieser Spalte der geringste Verlust fiir den Spal-
tenspieler lockt. Wihlt der Spaltenspieler stattdessen z. B. die 1. Spalte, so erhlt der
Zeilenspieler lediglich den Betrag 2. Allerdings kennt auch der Zeilenspieler die Aus-
zahlungsmatrix und wiirde daher nicht die 1. Zeile wihlen.

Welche Wahl sollen der Zeilen- und Spaltenspieler treffen? Offenbar gilt es hier,
unter allen Moglichkeiten das Bestmogliche zu erreichen. Es gilt, einen optimalen
Kompromiss zu finden.

Aus der Sicht des Spaltenspielers ergeben sich folgende Auszahlungsbetrige, wenn
angenommen wird, dass der Spaltenspieler zuerst seine Wahl bekannt gibt und der
Zeilenspieler darauf fiir ihn optimal reagieren kann:

Spalte 1: 7 = max{2,6,7}
Spalte 2: 6 = max{2,5, 6}
Spalte 3: 4 = max{3, 4,2}
Spalte 4: 9 = max{9, 6, 1}.
Der fiir den Spaltenspieler optimale Kompromiss ist also die Wahl der 3. Spalte mit
einem minimalen maximalen Verlust von 4.
Aus der Sicht des Zeilenspielers ergeben sich folgende Auszahlungsbetrige, wenn

angenommen wird, dass der Zeilenspieler zuerst seine Wahl bekannt gibt und der
Spaltenspieler darauf fiir ihn optimal reagieren kann:

Zeile 1: 2 = min{2,2,3,9}
Zeile2: 4 = min{6, 5, 4,6}
Zeile 3: 1 =min{7,6,2,1}.

Der fiir den Zeilenspieler optimale Kompromiss ist also die Wahl der 2. Zeile mit
einem maximalen minimalen Gewinn von 4.

In diesem Beispiel ist ein so genannter Sattelpunkt (Gleichgewichtslage) durch den
Eintrag 4 in Zeile 2 und Spalte 3 gegeben. Dieser Eintrag ist gleichzeitig das Maxi-
mum iiber alle Eintrdge in der 3. Spalte und das Minimum tiiber alle Eintrdge in der 2.
Zeile. Sobald einer der beiden Spieler von dieser Wahl abweicht, wird ein geringerer
Gewinn bzw. hoherer Verlust riskiert. m|

Beispiel 2.6.2. Gegeben sei das Matrixspiel mit der Auszahlungsmatrix

Man iiberpriift leicht, dass A keinen Sattelpunkt enthélt.
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Das lineare Optimierungsproblem des Zeilenspielers aus Satz 2.8.7 lautet

Maximiere u
u.d. N. X1 — X3 >u,
X2 — X3 = U,
—X1 + X2 > u,

X1 — X2

v

u,
X1 + x2 + x3 =1,

X1, X2, x3>0!

Dieses lineare Optimierungsproblem besitzt die Losung

* * * *
X] =X, = x3=0, u =0.

1
2 9
Der Zeilenspieler wihlt also jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 die erste bzw. zweite

Zeile.
Das lineare Optimierungsproblem des Spaltenspielers aus Satz 2.8.8 lautet

Minimiere v

u.d.N. V1 — V3 + y4 =,
Y2 + y3 — ya =,
=y1 — )2 <v,

i+ y2+y3+ ya=1,
Y1, y2, ¥3, ¥4 = 0!

Dieses lineare Optimierungsproblem besitzt die Losung

1
Der Spaltenspieler wihlt also jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 die dritte bzw. vierte
Spalte.
Wegen u* = v* = 0 ist dieses Spiel fair. O

2.7 Aufgaben

Aufgabe 2.7.1. Zeigen Sie: Der zulidssige Bereich eines linearen Optimierungspro-
blems ist konvex.



38 Kapitel 2 Lineare Optimierung

Aufgabe 2.7.2. Losen Sie das folgende lineare Programm und berechnen Sie die
Menge aller optimalen Losungen:

Maximiere
X1+ X2
unter den Nebenbedingungen
X1+ x24+x3<3, x1—x2=<1, 5x1>-5x2,x3>0!

Aufgabe 2.7.3. Losen Sie das folgende lineare Programm graphisch in Abhingigkeit
von p € R und geben Sie die Losung(en) an:

Maximiere
x1 + 3x2
unter den Nebenbedingungen

X1+x2<2, x1+3x2=<p, x1,x2>0!

Skizzieren Sie die Maximalwertfunktion
w(p) ;= max{x; +3x3 : X1 + x2 <2, x1 +3x2 < p, x1,x2 >0}
fir p € R.

Aufgabe 2.7.4. Sei A e R™" M = {x € R" : Ax < b, x > Ogn} und

Mz{(;)e]R”"'m:Ax—{—y:b,szRn,yzoRm}.

Dann ist x € M genau dann Eckpunkt von M, wenn (;_%;, ) Eckpunkt von M ist.

Aufgabe 2.7.5. Sei M = {x € R" : Ax = b,x > Orn} nichtleer, Rang(4) = m
und x € M ein Punkt mit minimaler Anzahl positiver Komponenten. Dann ist x ein
Eckpunkt von M.

Aufgabe 2.7.6. Definieren Sie die lexikographische Ordnung durch

def Fiir die erste Komponente x;, von x = (xp,... . xn) | € R™,
x <y <= die ungleich der entsprechenden Komponente y;, von y =
(V1s--.,yn) | € R” ausfillt, gilt Xig < Vig-

Zeigen Sie, dass die lexikographische Ordnung auf dem R” eine Totalordnung ist.
Skizzieren Sie den zugehérigen nichtnegativen Kegel im R3.
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Aufgabe 2.7.7. Betrachten Sie die zwei Polynome vom Grad n iiber R
p(x) = Zaix’ und  g(x) = Zbix’.
i=0 i=0

Zeigen Sie: Genau dann gibt es ein € > 0 mit p(x) < g(x) fir 0 < x < €, wenn
der Koeffizientenvektor a = (ag,ay,....an)" lexikographisch kleiner ist als b =
(bo.b1,....by)T.

Die lexikographische Ordnung ist gemif3 Aufgabe 2.7.6 definiert.

Aufgabe 2.7.8. Seien A € R"™*" Rang(A) = m, ¢ € R"” und b € R™ gegeben.
Betrachten Sie das lineare Programm in primaler Normalform:

(P) Minimiere ¢'x wdN Ax=b, x> Ogn !

Schreiben Sie ein Programm, welches (P) mit dem Simplexverfahren 16st. In Pha-
se I soll das Programm eine zulédssige Basislosung berechnen. In Phase II soll dann
die optimale Losung des linearen Programms (P) berechnet werden. Testen Sie Ihr
Programm an folgenden Beispielen:

(a) Minimiere 2x; + 4x, + 5x3

u.d. N. 3x; + 6x2 + x3 > 40,
2x1 + x» + 3x3 > 30,
X1 + 4x3 > 20,

X1, x2, x3 > 0!
Zum Vergleich: Die optimale Losung ist x; = 140/11, x3 = 20/11, x5 =
10/11,X2 = X4 = Xg = 0.
(b) Eine Ol-Raffinerie mochte aus Rohdl verschiedene Produkte herstellen und da-
bei die Produktionskosten
z(x) = 16.5x1 + 5.25x3 + 5.25x4 + 3x13, x € R!®
minimieren. Dabei sind folgende Restriktionen zu beachten:
— Hochstgrenze fiir Rohol: x1 < 750 000

— Massenbilanz der Komponenten:

0.178X1 — X2 — X3 =0
0.048X1 — X4 — X5 — Xg = 0
0.069X1 — X7 — Xg§ — X9 = 0

0.184X1 — X10 — X11 — X12 =0
0.241)61 — X13 — X14 =0

0.266X1 — X15 — X16 =0
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— Produktionsanforderungen:

X2 + 0.865x3 4 0.85x4 4+ 0.373x;3 = 124400
X5 + x7 4+ x10 = 18800
xg + x11 + x16 = 90700
X6 + X9 + x12 + 0.331x13 + x14 + x15 = 291 600

— Qualitdtsanforderungen:

15x5 — 6.75x3 — 8.5x4 —5.97x13 <0
10xg + 10x11 — 90x16 <O
—25.7x6 — 25.7)69 — 16.1X12 — 4.4)C13 — 5.1x14 < 0

Aufgabe 2.7.9. Eine Fabrik stellt vier Produkte Py, P>, P3 und P4 her. Der Gewinn
der Produkte pro Einheit belduft sich auf 4, 5, 9 bzw. 11 Geldeinheiten. Zur Produktion
sind drei Betriebsmittel By, B, und B3 erforderlich, von denen je 15, 120 bzw. 100
Einheiten vorritig sind. Der Bedarf an den Betriebsmitteln fiir die Herstellung einer
Einheit der Produkte ergibt sich aus der folgenden Tabelle:

Py Py P3 Py
Bij1 1 1 1
By|7 5 3 2
B3| 3 5 10 15

(a) Wie grof} ist der maximale Gewinn, der mit den vorhandenen Betriebsmitteln
erzielt werden kann?

(b) Welcher Mindestpreis pro Einheit (Schattenpreis) muss beim Verkauf von Be-
triebsmitteln erzielt werden, damit der durch die geringere Produktion entstan-
dene Verlust noch ausgeglichen wird?

Aufgabe 2.7.10. Formulieren Sie die folgenden linearen Optimierungsprobleme in
der primalen Normalform

Minimiere ¢'x w.d N Ax = b, x > Ogn !

Geben Sie jeweils ¢, A, b, x an.

(a) Minimiere 3x1 + 2x»
u.d.N. X1+ 2x, <12,
2x1 + 3xp = 12,

2x1 + x2 > 8,

X1 >0, x,>0!
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(b) Minimiere x1 + x2
u.d. N. —1 <x; <4,
—2<2xp <12,

3x1 + 2xp < 18!

Aufgabe 2.7.11. Losen Sie die folgenden Aufgaben mit dem primalen Simplexver-
fahren. Bestimmen Sie gegebenenfalls zunichst eine zulidssige Basislosung.

(a) Minimiere 2x1 + 3x2
u.d N. 2X1 4+ x2 > 4,
Xy —x2 = —1,

x1 >0, xop>0!

(b) Minimiere —Xx1
u.d.N. —2x1+x2 <1,
X2 <5,

X1 >0, x,>0!

(c) Minimiere —x1 — 2xp — 4x3 — 8x4 — 16x5
u.d. N. X1+ 2x2 + 3x3 + 4x4 4+ 5x5 < 2,
Tx1 + 5xp —3x3 —2x4 <0,

X1,X2,X3,X4,x5 > 0!

Aufgabe 2.7.12. Losen Sie das folgende lineare Optimierungsproblem mit der Sim-
plexmethode:

Maximiere 2x1 + 5xp
u.d. N. X1 +4x, <24
3x1 + xp <21

X1+ x2<9, x1,x2>0!

Skizzieren Sie den zuldssigen Bereich und jede in den Simplextableaus berechnete
Basislosung (Ecke) in der (x1, x»)-Ebene.

Aufgabe 2.7.13. Es sei die Menge

M ={xeR’> : Ax = b, x > Ogs}
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gegeben, wobei

bezeichne.

A=

0210 O 12
3201 0. b= 18
3500 -1 50

Ist die Menge M leer? Verwenden Sie einen geeigneten Algorithmus, um ihre Ant-

wort zu begriinden.

Aufgabe 2.7.14. Schreiben Sie die dualen Probleme fiir folgende lineare Programme

auf:

(a)

(b)

()

(d)

Minimiere —2x1 — X2

u.d. N. —X1+xp <1,
X1+ x2 <3,
X1 —2xp <4,

x1>0,x2>0!

Minimiere x1 — X3

u.d.N. 2x1 + xo > 4,
X1 +x2=1,
X1+ 2x2 = 3,

X1 >0,x>0!

Minimiere —4x1 + xp — 2x3
u.d. N. X1+ x3 <5,
2x1 +x2 =7,
2x2 + x3 > 6,
X1 +x3 =4,

x1>0!

Minimiere 4x1 + 2xy — X3
u.d.N. X1+ 2x2 <6,
X1 — X2 +2x3 = 8§,

X1 >0,x,>0!
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Aufgabe 2.7.15. Gegeben sei das lineare Programm in primaler Normalform

Minimiere —x1 — 2xp — 4x3 — 8x4 — 16X5
u.d. N. X1+ 2x2 4+ 3x3 + 4x4 + 5x5 + x6 = 2,
7x1 + 5xp — 3x3 —2x4 + x7 = 0,

X1, X2, X3,X4,X5,X6,x7 > 0!

(a) Formulieren Sie das duale Problem hierzu.

(b) Eine Losung des primalen Problems ist gegeben durch

2 T 32
X = (X1,X2, X3, X4, X5, X6, X7) = (0,0,0,0, 5,0,0), c'x = s
Berechnen Sie mit Hilfe der Complementary Slackness Condition eine Losung
des dualen Problems. Ist sie eindeutig bestimmt?

(c) Eine Losung des dualen Problems lautet A; = —% und A, = —%. Berechnen

Sie mit Hilfe der Complementary Slackness Condition eine Losung des prima-
len Problems.

Aufgabe 2.7.16. Seien 61,5, € R Parameter im linearen Programm

Minimiere —x1 + 2xp — X3
u. d. N. X1 + 3x2 — x3 + x4 =4+ 64,
—x1 + x2 + 2x3 + x5 =2+ 82, X1,Xx2,X3,X4,x5 > 0!

Durch das folgende Simplextableau ist eine optimale Losung des ungestorten Pro-
blems (d. h. fiir §; = §, = 0) gegeben:

1] 2 7 1 10
3] 1 4 1 6
-3 —-13 -2 | -16

(a) Formulieren Sie das duale Problem fiir 54 = §, = 0 und bestimmen Sie eine
duale Losung, ohne das duale Problem explizit zu 16sen.

(b) Berechnen Sie eine optimale Losung des gestorten Problems, wobei die Storun-
gen § = (81, 62) nahe genug bei (0, 0) liegen sollen.

(c) Skizzieren Sie die Werte von §; und §, aus (b), fiir die die Losung, die Sie in
(b) erhalten haben, optimal bleibt.
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(d) Wie #ndert sich der optimale Wert der Zielfunktion fiir die Parameter §; = 1
und 8, = —2? Konnen Sie den optimalen Wert der Zielfunktion fiir die Parame-
ter § = O und §, = —7 vorhersagen?

Aufgabe 2.7.17. Sei J = {i1,...,ij—1. 7 ig41,...,im) mit I < £ < m Basisindex-
menge und w = (47)7'a® mit s € J¢ die aktuelle Pivotspalte mit Pivotelement
wy # 0. Darin ist ¢® die s-te Spalte von A. Es bezeichne e; den {-ten Einheitsvektor.
Zeigen Sie:

@ (E+ (x— eg)ez—)_l =FE—(x— eg)ez—/xg mit xy # 0.
b) AT =47 + (@ —a)e] mit Jt = {ir,. .. igm1.Ssigp1ee e im).
(© (A7) = (E — (w—epe] /we) (A7),

Aufgabe 2.7.18. Sei A € R™*" die Auszahlungsmatrix eines Matrixspiels. Zeigen
Sie: Ist das Spiel symmetrisch, d. h. es gilt A = —AT, so ist der Spielwert gleich null.

Aufgabe 2.7.19. Gegeben seien die Daten A € R™*" b = (by,.. .,bm)T e R™,
¢ € R” und das Problem

Maximiere ¢'x u.d N. Ax <b, x> Ogn!
Falls es ein b; < 0 gibt, kann eine zuldssige Basislosung nicht direkt abgelesen wer-
den (die Schlupfvariable s = b ist wegen s; = b; < 0 nicht zuléssig). Zur Be-
rechnung einer zulidssigen Basislosung kann das folgende Ersatzproblem mit e =
(1,....1)T € R™ verwendet werden:

Minimiere Xxg
u.d. N. Ax —xpe <b, x> Orn, X0 >0!

Dazu wird folgendermalen vorgegangen: Im (unzuldssigen) Starttableau

xl e xn xO
st | ain 0 amn —1| by
Sp | apt -+ apn —1| bp
Sm | Gmi -+ Amn  —1 | by
0 0 -1 0

wird zuerst die zu x¢ gehorende Spalte als Pivotspalte gewihlt. Anschliefend wird ein
Basiswechsel derart durchgefiihrt, dass die neue Basislosung b+ = (b],....b})T
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zuldssig ist (Eine Bedingung, die dieses garantiert, soll in Aufgabenteil (a) formu-
liert werden.). Nach diesem Basiswechsel ist xo Basisvariable, und das zugehorige
Tableau ist zulédssig, so dass das Hilfsproblem mit dem {iiblichen Simplexverfahren
gelost werden kann. Genau dann ist x¢g = 0 optimal fiir das Ersatzproblem, wenn das
Ausgangsproblem eine zulédssige Basislosung besitzt.

(a) Formulieren Sie eine Auswahlregel fiir das Pivotelement b, so dass nach einem
Schritt eine zuldssige Basislosung b > Orm berechnet ist.

(b) Bestimmen Sie mit dem Verfahren eine zulidssige Basislosung fiir das lineare
Optimierungsproblem

Maximiere 3x1 — X3
u.d. N. 3x1 —2xp <3
—5x1 — 4x, < —10,

2x1 + x2 <5, x1,x2>0!
Aufgabe 2.7.20. Gegeben sei das lineare Optimierungsproblem

Maximiere x1 + X3 + X3

u.d N. X1+ Xx2+x3<8
X1+ x2 —x3 <4,

X1 <3,

X2 <3,

x3<4, Xx1,x2,x3>0!

Berechnen Sie ausgehend von der zuldssigen und optimalen Basislosung (Ecke)
(x1,x2,x3) = (1,3,4) alle Lésungen des linearen Optimierungsproblems.

Aufgabe 2.7.21. Gegeben sei das lineare Optimierungsproblem
Maximiere ¢ x
u.d. N. Ax <Opm, x> Ogn!

Zeigen Sie: Entweder ist x = Orn optimal, oder die Aufgabe ist unbeschrinkt und
damit nicht losbar.

Aufgabe 2.7.22.
(a) Sei A € R™" b e R™. Zeigen Sie, dass die Optimierungsaufgabe

Minimiere ||Ax —bl|loc  beziiglich x € R" !
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dquivalent ist zu
(LP) Minimiere § u.d.N. —8e <Ax—b<Gde, §>0!

Darin seien e = (1,...,1)T und ||z]joc = Maxj<j<m |zi|.
(b) Formulieren Sie das zu (LP) duale Problem.

(c) Losen Sie das primale Problem (LP) aus (a) und das duale Problem aus (b) fiir
das zu den Messdaten

t; | 0.000 1.000 2.000 3.000 4.000 5.000
vi | 0.841471 1.909297 2.141120 2.243198 1.041076 4.720585

t; | 6.000 7.000 8.000 9.000 10.000
yi | 6.656987 7.989358 9.412118 8.455979 9.000010

gehorende Ausgleichsproblem
Minimiere ||Ax —b| oo beziiglich x € R™ !
Verwenden Sie die Ansatzfunktion
y(t) =a+ Bt.

Aufgabe 2.7.23 (vgl. [119, S. 41]). Bestimmen Sie Werte x1, xp und x3, fiir die der
minimale Wert von x1, x und x3 maximal wird unter den Nebenbedingungen

X1+ 2x2 + x3 <16,
4x1 + x2 + 3x3 < 30,
x1 + 4x2 + 5x3 < 40.

Aufgabe 2.7.24 (vgl. [168]). Zwei konkurrierende Fernsehsender planen das Fern-
sehprogramm fiir den Sendeplatz zwischen 20.00 Uhr und 22.00 Uhr fiir die ndchsten
zwel Wochen. ErfahrungsgemiB sitzen zu diesem Zeitpunkt 10 Millionen Zuschauer
vor dem Fernseher und haben einen der beiden Sender eingeschaltet. Jeder Sender
mochte moglichst viele der 10 Millionen Zuschauer fiir das eigene Programm begeis-
tern, da proportional mit der Anzahl der Zuschauer auch die Werbeeinnahmen steigen
bzw. fallen. Sender A hat Western, Action-Filme oder Seifenopern zur Auswahl. Sen-
der B stehen Quiz-Shows, Krimis und Reportagen zur Verfiigung. Aus Meinungsum-
fragen ergeben sich die in der folgenden Tabelle angegebenen Zuschauerzahlen fiir
die jeweiligen Kombinationen, wobei ein Eintrag die Zuschauerzahl in Millionen fiir
Sender 1 angibt.
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Quiz-Show Krimi Reportage

Western 3.5 1.5 6
Action-Film 4.5 5.8 5
Seifenoper 3.8 1.4 7

(a) Berechnen Sie den Wert des Spiels und interpretieren Sie dessen Bedeutung fiir
die Sender.

(b) Angenommen, Sender 1 gibt seine Strategie x = (0.3,0.2,0.5)" friihzeitig
bekannt. Wie lautet dafiir die optimale Strategie von Sender 2? Um wieviel ver-
bessert sich das Ergebnis fiir Sender 2?

Aufgabe 2.7.25. Beweisen Sie das Lemma von Farkas:
Es existiert x > Orn mit Ax = b genau dann, wenn aus AT y > Opn folgt, dass
b7 y > 0 gilt.

Aufgabe 2.7.26. Zu den Daten A € R™*" Rang(A4) = m, ¢ € R", b € R™ sei das
lineare Programm in primaler Normalform gegeben:

(P) Minimiere ¢"x wdN Ax=b, x> Ogn !

Schreiben Sie ein Programm, welches (P) mit dem revidierten Simplexverfahren
16st. In Phase I soll das Programm eine zulissige Basislosung berechnen. In Phase II
soll dann die optimale Losung des linearen Programms (P) berechnet werden. Testen
Sie Thr Programm an den folgenden linearen Transportproblemen:

(a) Die Kostenmatrix C € R3** und die Kapazititen a € R3 und b € R* sind

durch
2341 4 i
C=5423,a=7,b=6
4286 4
3
gegeben.

(b) Eine Firma, die eine Ware herstellt und vertreibt, hat vier Herstellungsbetriebe
A, B, C, D und drei Verkaufsstellen a, b, c. Die tiglich in den Betrieben herge-
stellten bzw. bei den Verkaufsstellen bendtigten Mengen (Gewicht in Tonnen)
sind:

ABC D| |abc
1 6 3 4 536
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Insgesamt werden also tdglich 14 Tonnen erzeugt und bei den Verkaufsstellen
benotigt. Durch den Transport der Ware zwischen den Betrieben und den Ver-
kaufsstellen entstehen Kosten (Kosten in Euro pro beférderte Tonne), die aus
der folgenden Tabelle zu entnehmen sind:

a b c
40 20 10
30 50 30
60 20 30
80 10 40

SIRICEY

Wie ist die Verteilung der Ware von den Betrieben auf die Verkaufsstellen vor-
zunehmen, damit die gesamten Beforderungskosten moglichst gering werden?

Aufgabe 2.7.27 (vgl. [168]). Eine Elektronikfirma produziert zwei Typen von MP3-
Spielern. Die einzige knappe Ressource, die fiir die Produktion benotigt wird, ist Ar-
beitszeit. Die Firma hat zwei Arbeiter. Arbeiter 1 kann bis zu 40 Stunden pro Woche
arbeiten und bekommt 5 Euro pro Stunde. Arbeiter 2 kann bis zu 50 Stunden pro
Woche arbeiten und bekommt 6 Euro pro Stunde. Der Preis fiir Modell 1 des MP3-
Spielers betridgt 25 Euro und 22 Euro fiir den MP3-Spieler des Typs 2. Die Produk-
tion eines MP3-Spielers vom Typ 1 benétigt 1 Stunde Arbeitszeit von Arbeiter 1, 2
Stunden Arbeitszeit von Arbeiter 2 und 5 Euro Arbeitsmaterial. Die Produktion ei-
nes MP3-Spielers vom Typ 2 benotigt 2 Stunden Arbeitszeit von Arbeiter 1, 1 Stunde
Arbeitszeit von Arbeiter 2 und 4 Euro Arbeitsmaterial.

Es bezeichne x;, i = 1,2, die pro Woche produzierte Anzahl der MP3-Spieler
vom Typ i. Die Firma sollte das folgende lineare Optimierungsproblem ldsen, um
den Gewinn zu maximieren:

Maximiere 3x1 + 2x»
u.d. N. X1 + 2x < 40,
2x1 + x2 < 50,

x1>0,x>0!

(a) Losen Sie das lineare Optimierungsproblem mit dem Simplexverfahren. Ist die
Losung entartet?

(b) Berechnen Sie den Schattenpreis g.

(c) Die Firma beabsichtigt, die wochentliche Arbeitszeit zu dndern. Beurteilen Sie
an Hand des Schattenpreises, wie sich der Gewinn dadurch dndern wird, wenn

(i) die wochentliche Arbeitszeit des Arbeiters 1 (Ieicht) erhoht bzw. verringert
wird, wihrend die Arbeitszeit des Arbeiters 2 unveriandert bleibt.
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(ii) die wochentliche Arbeitszeit des Arbeiters 2 (Ieicht) erhoht bzw. verringert
wird, wihrend die Arbeitszeit des Arbeiters 1 unverindert bleibt.

(iii) die wochentliche Arbeitszeit des Arbeiters 1 (leicht) verringert wird, wih-
rend die Arbeitszeit des Arbeiters 2 (leicht) um die gleiche Zeit erhoht
wird und umgekehrt.

(iv) die wochentlichen Arbeitszeiten beider Arbeiter (leicht) um denselben An-
teil erhoht bzw. verringert werden.

Welche Entscheidung soll die Firma auf Grund dieser Untersuchungen treffen?

(d) Angenommen Arbeiter 2 mochte bis zu 60 Stunden pro Woche arbeiten. Kann
der Sensitivititssatz angewendet werden, um die zugehdorige optimale Losung
vorauszusagen?

(e) Bestimmen Sie ein maximales Intervall fiir Anderungen der wochentlichen Ar-
beitszeit des Arbeiters 2, so dass der Sensitivititssatz anwendbar ist. Geben Sie
fiir dieses Intervall die optimalen Losungen an.

Aufgabe 2.7.28. Betrachten Sie das lineare Optimierungsproblem

Minimiere 2x3 + x4
u.d. N. X1+ 3x3+x4 =1,
X2 —Xx3+5x4 =2,
—2x3 —6x4 + x5 = —1,

X1,X2,X3,X4,X5 > 0!

Losen Sie das Problem mit dem dualen Simplexverfahren. Verwenden Sie J =
{1,2,5} als Startbasisindexmenge.

Aufgabe 2.7.29. Gegeben sei das folgende parametrische lineare Optimierungspro-
blem:

Minimiere 3x1 — xp + 5x3
u.d.N. —X1 + x2 + x4 =543,

—2x1 + x3 — 3x3 +x5 =12, Xx1,x2,x3,X4,x5 > 0!

Hierin beschreibt § € R einen Parameter.

(a) Berechnen Sie eine optimale Losung x (§) des gestorten Problems fiir Parame-
terwerte §, die hinreichend nahe bei 0 liegen. Fiir welchen Bereich von § bleibt
die Losung optimal?
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(b) Sei é§ = 0. Die Restriktion
—X1 —2x2 —5x3 +x¢ = —12, x>0,

soll zum linearen Optimierungsproblem hinzugefiigt werden.

Bestimmen Sie ein Tableau, welches durch die Basisindexmenge J = {2,5, 6}
definiert ist, und wenden Sie einen Schritt der dualen Simplexmethode an. Ent-
scheiden Sie, ob das resultierende Tableau optimal ist oder nicht.

Aufgabe 2.7.30. Zeigen Sie, dass die linearen Optimierungsprobleme in Satz 2.8.7
und Satz 2.8.8 dual zueinander sind.

Aufgabe 2.7.31. Zwei Spieler X und Y strecken gleichzeitig einen oder zwei Finger
aus und geben eine Schitzung bekannt, wie grof} die Summe der ausgestreckten Fin-
ger sein wird. Falls ein Spieler richtig und der andere falsch geschétzt hat, bekommt
derjenige mit der richtigen Schitzung die Summe der ausgestreckten Finger gutge-
schrieben. Andernfalls liegt ein Unentschieden vor, und keiner der Spieler bekommt
eine Gutschrift.

(a) Geben Sie die Auszahlungsmatrix an.

(b) Listen Sie sidmtliche reinen Strategien mit den entsprechenden Auszahlungen
auf.

(c) Berechnen Sie den Wert des Spiels.

(d) Der zweite Spieler entscheidet sich, mit der Strategie y = (0.3,0.3,0.4) T zu
spielen. Bestimmen Sie hierfiir die optimale Strategie des ersten Spielers.

Aufgabe 2.7.32. Betrachten Sie fiir gegebene Daten ¢,{,u € R", b € R™, A €
R™*" das folgende lineare Optimierungsproblem:

Minimiere
cTx
unter den Nebenbedingungen x € R",
Ax =b
und

<x<u!

Formulieren Sie ein konzeptionelles Simplexverfahren, welches die Struktur der
Kapazititsschranken £ < x < wu direkt ausnutzt, ohne das Problem zunichst auf
primale oder duale Normalform zu transformieren.
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Beriicksichtigen Sie den Fall, dass einige Komponenten von £ und u formal gleich
—00 bzw. +o00 sein konnen.
Hinweis: Problemstellungen dieser Art treten spiter im Kapitel iiber Netzwerkfluss-
probleme auf.

Aufgabe 2.7.33. Gegeben sei das Problem der diskreten, linearen Tschebyschew Ap-
proximation:

Zu Messdaten (¢, fj) € R?2 (j = 1,...,n) mit t; # t fiir j # k und Ansatz-
funktionen ¢; : R — R (i = 1,...,m) bestimme y € R™ so, dass die maximale
Abweichung

I(y) := max )f] — i)ﬁ%(fj))

1<j<n
=/= i=1

minimal wird.

Formulieren Sie dieses Problem als lineares Optimierungsproblem und stellen Sie
das zugehorige duale Problem auf. Warum ist es fiir n > m glinstiger, das duale
Problem zu 16sen?



Kapitel 3
Ganzzahlige Optimierung

3.1 Beispiele fiir ganzzahlige Optimierungsprobleme

Beispiel 3.1.1 (erfolgloses Runden). Betrachte das ganzzahlige lineare Optimierungs-
problem:

Minimiere —2x1 — 3x5 unter den Nebenbedingungen
X1+ 2x3 <8,
2x1 +x2 <9,
X1,x2 >0,
X1,X2 € 7!

Der zulédssige Bereich ist gegeben durch die schwarzen Punkte in der Abbildung 3.1.

Die optimale Losung des ganzzahligen Problems ist durch den Punkt ¥ = (2, 3T
mit Zielfunktionswert —13 gegeben. Der durch ein Quadrat dargestellte Punkt £ =
(10/3,7/3) T mit Zielfunktionswert —13% ist die Losung des reellen linearen Opti-
mierungsproblems, bei dem die Forderung x1, x € Z durch x1, x, € R ersetzt wird.

X1+ 2xp =8

—2x1 —3xp, = —13

Abbildung 3.1. Erfolgloses Runden.
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Das resultierende reelle Problem heilit auch Relaxation des ganzzahligen Problems
oder relaxiertes ganzzahliges Problem. Der schattierte Bereich beschreibt den zulds-
sigen Bereich des relaxierten Problems. Wird der fiir das ganzzahlige Problem unzu-
lissige Punkt ™! auf den nichstgelegenen zulissigen ganzzahligen Punkt gerundet,
so resultiert der Punkt x = (3,2)T mit Zielfunktionswert —12. Dieser Punkt ist je-
doch nicht optimal fiir das ganzzahlige Optimierungsproblem.

Naives komponentenweises Runden von nichtganzzahligen Losungen des relaxier-
ten Problems auf den nichstgelegenen zuldssigen ganzzahligen Punkt fiihrt also im
Allgemeinen nicht zum Erfolg! m|

3.2 Schnittebenenverfahren von Gomory

Beispiel 3.2.1. Wir 16sen das folgende ganzzahlige Optimierungsproblem mit dem
Schnittebenenverfahren:

(15) Maximiere
y1+2y2
unter den Nebenbedingungen y € 7.> und

y1—3y2 =0,
200y + 100y, < 725,
10y1 + 30y, < 105,
y1>0, y2>0!
Aus den Restriktionen folgt fiir jeden zuldssigen Punkt
y1 <4, y2<4.
Wir wihlen daher als duale Restriktionen:
y1 <4,
y2 < 4,
—y1 =0,
—y2 <0,
y1—3y2 =0,
200y + 100y, < 725,
10y + 30y, < 105.

Damit lautet das Primalproblem:
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(P) Minimiere
4x1 + 4x2 + Ox3 4+ Ox4 + Ox5 + 725x¢6 + 105x7

unter den Nebenbedingungen x > Og7 und

X1
10-1 0 120010 (1Y),
01 0 -1 -3100 30 1 \2)°
X7

Wir wihlen im Folgenden eine etwas andere Tableaudarstellung fiir eine Basislosung
p mit Basisindexmenge J nach dem Muster

0 1...n
J | py A7)14 | mit(4))Tq =¢y

cjps|qtA—cT

In dieser Darstellung lisst sich das lexikographische Abnehmen der letzten Tableau-
zeile besonders schon beobachten. .

Als Startbasisindexmenge wihlen wir J = {1, 2} und erhalten das erweiterte Start-
tableau

0|1 2 3 4 5 6 7
1171 0 -1 O 1 200, 10
212701 0 -1 =3 100 30

12/0 0 -4 —4 -8 475 55

Dieses Tableau ist nicht optimal, d. h. die zugehorige duale Losung ¢° = (4, 47T ist

nicht zuldssig. Wir wihlen die Pivotzeile und die Pivotspalte .

Basiswechsel liefert das Tableau

0 12 3 4 5 6 7
15 | =05 1 05 -1 =35 0
6| 0005 | 0005 0 —0.005 O 0005 1 005
9.625 | —2.375 0 —1.625 —4 —10.375 0 31.25

Dieses Tableau ist nicht optimal, d. h. die zugehorige duale Losung ¢! = (1.625,4) T

ist nicht zuléssig. Wir wihlen die Pivotzeile und die Pivotspalte [k = 7]
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Basiswechsel liefert das Tableau

0 1 2 3 4 5 6
6 | 0.002 | 0.006 —0.002 —-0.006 0.002 0012 1 O
71 006 | —0.02 0.04 002 -0.04 -0.14 O
775 | =175 —-125 =225 =275 -6 0 O

Dieses Tableau definiert die primale bzw. duale Basislosung
0.002 2.25 200 10
2 _ 2 _ Jo
”12_(0.06)’ 1 _(2.75)’ A _(100 30)
zur Basisindexmenge Jo» = {6,7}. ¢? ist dualzulissig, also optimal fiir (D), aber

nicht ganzzahlig. Wir definieren einen Schnitt iiber die Zielfunktion, d. h. also zum
fiihrenden Index jo = 0 der Kostenzeile, und erhalten die zusitzliche Ungleichung

y @ (P2 —Lp2)) +a’ (P2 — Lp2)) < les(p2 — Lp2]) + c7(p? — | p2))],
konkret
y1+2y2 <7,

vgl. Abbildung 3.2.

Dadurch erhalten wir eine weitere primale Variable xg und eine zusitzliche Spal-
te a® = (1,2)7 in der Koeffizientenmatrix des Primalproblems und die zusiitzliche
Komponente cg = 7 in der primalen Zielfunktion.

Das um xg erweiterte Tableau lautet wie folgt:

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0.002 | 0.006 —0.002 —-0.006 0.002 0.012 1 0.002

006 | —0.02 004 002 —0.04 —0.14 0 1

775 | =175 —-125 =225 =275 —6 0 O 0.5

Fiir die Nachoptimierung wihlen wir die Pivotzeile und die Pivotspalte .

Basiswechsel liefert das Tableau

]

0| 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1
610 56 —300 ~150 30 o0 1 —30 O
1] =1 2 1 _2 A) 30 1
3 3 3 3 3 3
71 15 —175 —25 —225 —425 0 —125 0
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Dieses Tableau definiert die primale bzw. duale Basislosung

5 (0 s (25 s (2001
pfs_(l = a5 ) AT = oo 2

zur Basisindexmenge J3 = {6, 8}.
p? istentartet, g3 ist zwar optimal, aber nicht ganzzahlig. Wir machen einen Schnitt

zum Index jo = 1 der Kostenzeile.
Also sind die Rundungsreste
Damit erhalten wir den Schnitt
200 1 1) 2 1 2
T — S)< (725 —+7-=
y ((100) 150+(2)3)—{ 50 3]

2y1 +2y2 <9,

—_
WIN W|—=
(=}

e Leh | = (

also

vgl. Abbildung 3.3.
Dies liefert eine neue Spalte a® = (2,2) T und den Kostenkoeffizienten co = 9.

y2 A

y

)1

Abbildung 3.2. Optimale Losung g2 von (D) und erster Schnitt (gestrichelt).
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V2

\J

J1
Abbildung 3.3. Optimale Losung ¢ und Schnitte (gestrichelt).
Das um xg erweiterte Tableau lautet wie folgt:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 1 1 1 1 1
610/ 56 ~300 150 30 eo ! “30 O |1
1 2 1 2 7 50 2
81| -3 3 3 -5 -3 0 5 1 3
71-15 —-1.75 =25 =225 —425 0 —-12.5 0 0.5

Fiir die Nachoptimierung wihlen wir die Pivotzeile und die Pivotspalte .

Basiswechsel liefert

0| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1] -1 1 1 -1 -4 —100 20 1 O
90| 1 =05 -1 05 25 150 -5 0 1
71-2 -15 -2 =25 =55 =75 =10 0 O

Dieses Tableau definiert die primale bzw. duale Basislosung

1 2 12
4 4 _ Ja _
(o) =(55) = (23)

zur Basisindexmenge J4 = {8, 9}.
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\J

1

Abbildung 3.4. Optimale Losung ¢* und Schnitte (gestrichelt).

g% ist also zulissig fiir (D), darum optimal, aber immer noch nicht ganzzahlig.
Wir miissen also einen weiteren Schnitt durchfiihren zum Index jo = 2. Dazu
benotigen wir die Rundungsdifferenzen

X7, —1x3,1 = (0,057

und erhalten den Schnitt
yT ((;) 0+ (;) -0.5) <|7-04+9-05]

y1+y2 =4

bzw.

vgl. Abbildung 3.4.
Dies liefert eine zusitzliche Spalte a'® = (1, 1) Tmit ¢19 = 4 und das erweiterte
Tableau

0] 1 2 3 4 5 6 7 8 10
811 -1 1 1 —1 -4 —-100 20 1 O O
90| 1 =05 -1 05 25 150 -5 0 1

771-2 -15 -2 =25 =55 =75 —-10 0 O 05

Fiir die Nachoptimierung wihlen wir die Pivotzeile und die Pivotspalte .
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Basiswechsel liefert

0 1 2 3 4 5 6 7 8 10
8 | 1] -1 1 1 -1 —4 —-100 20 1 0
wj{of 2 -1 -2 1 5 300 —10 O

77-3 -1 -1 -3 -8 =225 -5 0 -1 O

Dieses Tableau definiert die primale bzw. duale Basislosung

I I I
5 __ 5 __ Js _
pi=(o) =) =)

zur Basisindexmenge J5 = {8, 10}.
ADies zeigt, dass ¢° zulissig und ganzzahlig ist. Daher ist ¢° Optimallosung von
(D).
Dieses Beispiel zeigt sehr schon, dass man die Gomory-Schnitte iiber die Indizes
Jo € {0, 1,2} wirklich benétigt, und illustriert auch das monotone Fallen (im lexiko-
graphischen Sinne) der fiihrenden Komponenten der Kostenzeilen:

0 1 2
Jo 12 0
J1 | 9.625 | =2.375 0

Jo | 775 | =175 | —=1.25

J3 7 -1.5 | =175
J4 7 -2 -1.5
Js 7 -3 -1
In der Abbildung 3.5 sind noch einmal alle Iterierten ¢°, ..., ¢°> dargestellt und

auch die drei verwendeten Schnitthyperebenen.

3.3 Branch and Bound-Methoden

Beispiel 3.3.1 (Rucksackpackproblem). Wir wenden die Branch and Bound-Methode
auf das Rucksackpackproblem an:

Maximiere 3x1 + 5x2 + 2x3  unter den Nebenbedingungen
30x1 + 50xp +20x3 <70, x; €{0,1} (i =1,2,3)!

Fiir jeden Knoten wird eine obere Schranke des Optimalwerts durch Losen der re-
ellen Relaxierung berechnet. Untere Schranken sind durch zulédssige Punkte gegeben.
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Verzweigt wird an der Komponente xf’l ¢ {0, 1} mit dem kleinsten Index i, wobei

x™! die optimale Losung der rellen Relaxierung bezeichnet.

relaxierte Losung:
x1=2/3,x2=1,x3=0
obere Schranke = 7
untere Schranke = 0

relaxierte Losung:
x1=1,x2=0.8,x3=0
obere Schranke =7

relaxierte Losung:
x1=0,x2=1,x3=1 @
untere Schranke = 3

obere Schranke =7

untere Schranke =7
Optimallosung!

In der Abbildung wurden die Knoten in der Reihenfolge S, S1, So generiert. Da die
ILP-Relaxierung von Sy eine ganzzahlige Losung mit Zielfunktionswert 7 hat, ist es
nicht notwendig, den Teilbaum unter S; zu betrachten, da der Zielfunktionswert von
S1 zwischen 3 und 7 liegt. Dieser Teilbaum entilt also keine bessere Losung. m|

Beispiel 3.3.2 (vgl. Beispiel 3.1.1). Betrachte das folgende ganzzahlige Optimie-
rungsproblem:

\J

1

Abbildung 3.5. Schnittebenenverfahren von Gomory.
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Minimiere —2x1 — 3x, unter den Nebenbedingungen
X1+ 2xp <8,
2X14+x2 <9, x;>0,x;€Z({i=1,2)!

Ablauf des Branch and Bound-Verfahrens:

relaxierte Losung:
¥ =(10/3,7/3)T

Min —2X1 — 3X2
u.d.N. x1 +2x, <8,

'II)=—41/3 2x1 +x2 <9,
U =00 x; >0, x; €Z
x1 <3 x; >4
rel. Losung: | Min  —2x; —3x, Min  —2x; — 3x
X =(3,2.5) u.d.N. x1 +2x, <8, u.d.N. x1 +2xp <8,
w = —13.5 2xX1 +x2 <9, 2x1+x2 <9,
U = 00 xXi >0, x; €Z, x1 <3 Xi >0, x; €Z, x1 >4
rel. Losung:
Xy <2 X2 >3 -
- . F=@nT
] ) w=—11
Min —2x1 — 3x, Min —2x1 — 3x, zuliissig
u.d.N. x1 +2x, <8, u.d.N. x1 +2xp <8, — _11
2x1+x2 <9, 2x1 +x2 <09, ==
Xi 20, x; €Z, x1 <3, xa =2 Xi 20, x; €Z, x1 <3, x2>3
rel. Losung: rel. Losung:
F=62"w=-12, F=2.3)",w=-13,
zuldssig, u 1= —12 zuldssig, u := —13 O

3.4 Aufgaben

Aufgabe 3.4.1. Gegeben sei das folgende ganzzahlige lineare Optimierungsproblem

Minimiere x, — 4x1

u.d. N. Tx1 —2xp < 14,
X3 <3,

2x1 —2xp <3,

x>0, x1,x2€Z!
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Losen Sie dieses Problem mit dem Branch and Bound-Verfahren. Die dabei auftreten-
den linearen Teilprobleme konnen mit dem Simplexverfahren gelost werden. Geben
Sie ausfiihrlich alle Zwischenschritte an, insbesondere welches lineare Problem Sie
I6sen. Zeichnen Sie einen Baum mit allen Verzweigungen, den Optimalwerten und
dem optimalen Vektor. Zeichnen Sie den zuldssigen Bereich mit den jeweiligen opti-
malen Vektoren der Subprobleme.

Aufgabe 3.4.2. Losen Sie das folgende bindre Optimierungsproblem mit dem Branch
and Bound- Verfahren:

Maximiere 3x1 + X2 + 2Xx3 — X4 + X5
u.d.N. 2x1 + X2 — 3x4 <1,
X1+ 2xp —3x3 — X4 + 2x5 > 2,

X1,X2,X3,X4,Xx5 € {0, 1} !

Aufgabe 3.4.3. Fiihren Sie einen Schritt des Verfahrens von Gomory durch fiir das
ganzzahlige Optimierungsproblem

Maximiere 14x1 + 18x5
u.d. N. —X1 4+ 3xp <6,
Tx1 + x2 <35,

X1,X2 € Ng !
Stellen Sie den durch das Verfahren von Gomory konstruierten Schnitt graphisch dar.

Aufgabe 3.4.4. Ein Student beabsichtigt, Lieder aus einer Liedersammlung auf CD
zu brennen. Der Student hat nur eine CD mit einer maximalen Kapazitit von 15 Ein-
heiten zur Verfiigung. Da nicht alle Lieblingslieder des Studenten auf die CD passen,
erzeugt der Student eine Rangliste der Lieder, indem er jedem Lied eine Zahl zu-
ordnet, die seinen personlichen Geschmack abbildet. Des Weiteren listet der Student
die benotigte Léange (in Einheiten) der Lieder auf. Die folgende Tabelle enthilt diese
Daten:

Lied 1 3 5
Wertung | 4 7 6
Liange 2 5 9 3 5 6

Der Student mochte nun eine CD mit maximalem Geschmack zusammenstellen. For-
mulieren Sie dieses Problem als ein Optimierungsproblem.

2 4 6
3 5 4

Aufgabe 3.4.5. Anstatt beim Schnittebenenverfahren von Gomory Schnitte fiir das
duale Problem zu konstruieren und eine Nachoptimierung mit dem primalen Simplex-
verfahren durchzufiihren, konnen auch Schnitte fiir das primale Problem konstruiert
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werden und mit dem dualen Simplexverfahren nachoptimiert werden. Entwickeln Sie
fiir ganzzahlige Probleme in primaler Normalform einen entsprechenden konzeptio-
nellen Algorithmus und testen Sie diesen an der folgenden Aufgabe (ILP):

Minimiere —x1 — 2Xx»
3

u.d. N. 5)61 + 3xp + Xx3 =4,
—X1 + X2 + 2x4 =2,

X1,X2,Xx3,X4 >0,

X1,X2,X3,X4 € Z!

Gehen Sie wie folgt vor:

(a)

(b)

(©)

Eine optimale Losung der ILP-Relaxierung besitzt die Basisindexmenge J =
{1, 4} und die Nichtbasisindexmenge J €.

Finden Sie die dazugehorige Losung x der ILP-Relaxierung und driicken Sie
diese in der Form

JC
Py =Bs—xy pye,

pJjec = O]Rz

aus, wobei B; = (4”7)~'h und xfc = (A7)"147¢ sind und A und b die Ko-
effizientenmatrix bzw. den Vektor der rechten Seite in den Gleichungsrestrik-
tionen des (ILP) bezeichnen.

Konstruieren Sie einen primalen Gomory-Schnitt der Komponente x4 in der
optimalen Losung aus (a) und formulieren Sie die daraus resultierende Restrik-
tion, welche der ILP-Relaxierung hinzugefiigt werden soll. Zeigen Sie, dass die
optimale Losung aus (a) diese zusétzliche Bedingung nicht erfiillt.

Skizzieren Sie den zuldssigen Bereich von (ILP) und den zuldssigen Bereich
der ILP-Relaxierung in der (x1, x2)-Ebene (dabei seien x3 und x4 Schlupfva-
riable). Skizzieren Sie die optimale Losung der ILP-Relaxierung aus (a) und den
primalen Gomory-Schnitt aus (b).

Aufgabe 3.4.6. Sei G = (V, E, ¢) ein zusammenhingender ungerichteter Graph mit
Gewichtsfunktion ¢ : E — R. Die Aufgabe des ,,minimum spanning tree* Problems
(MST) besteht in diesem Fall darin, einen spannenden Baum zu finden mit minimalem
Gewicht, d. h. (MST) ist gegeben durch das Optimierungsproblem:

Minimiere Z Cij
@,j)eE’
u.d. N. G’ = (V,E") mit E' C E ist ein Baum !
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Fiir den obigen Graphen G = (V, E, ¢) sei weiter folgendes (ILP) definiert:

Minimiere Z Cij Xij
(i.J)€E
u.d. N. Z Xij =n—1,
(i.))€E

IA

Z xij < |X|—1fiirjedes® # X C 'V,

{(i,j)eE:i,jeX}
xij €{0,1} fiir (i, j) €e E'!

Der Losungsvektor x = (x;j)(;,j)eg von (ILP) bestimmt die Kanten eines Teilgra-
phen G’ = (V, E’), wobei (i, j) genau dann in E’ sei, wenn x;; = 1 ist.

Zeigen Sie, dass die Losung von (MST) einen Vektor x definiert, der optimal ist fiir
(ILP), und umgekehrt.

Aufgabe 3.4.7 (vgl. [18], Aufg. 8.9). Ein Personalleiter bewertet den Nutzen von
vier Mitarbeitern fiir ein Projekt mit 3, 5, 2 und 4. Die Kosten der Mitarbeiter sind mit
30, 50, 20 und 40 Geldeinheiten angegeben. Insgesamt stehen 90 Geldeinheiten zur
Verfiigung. Welche Mitarbeiter soll der Personalleiter fiir das Projekt auswihlen?

Aufgabe 3.4.8. Die Verwaltungsbehorde hat vor, in einem Gebiet, bestehend aus
sechs Stéddten, ein Netzwerk von neuen Unfallstationen mit allen notwendigen Ge-
riaten, Ambulanzen, Personal usw. auszustatten. Die zur Verfiigung stehenden Mittel
erlauben es nicht, in allen Stadten neue Unfallstationen einzurichten. Andererseits sol-
len die Stationen so liegen, dass jede Stadt ohne Station von einer Stadt mit Station in
nicht mehr als 15 Minuten erreichbar ist. Die Behorde will die Anzahl der Stationen
minimieren. Die Entfernung (in Minuten) zwischen den Stéddten ist in der folgenden
Tabelle angegeben:

Stidte | 1 2 3 4 5 6
1 0 10 20 30 30 20
10 0 25 35 20 10
20 25 0 15 30 20
30 35 15 0 17 25
30 20 30 17 0 14
20 10 20 25 14 O

Formulieren Sie diese Aufgabe als ein ganzzahliges lineares Optimierungsproblem
und losen Sie es mit einem geeigneten Verfahren.

[ NV, I C VS I )

Aufgabe 3.4.9. Ein Trainer versucht, die Startaufstellung einer Basketballmannschaft
zu bestimmen. Die Mannschaft besteht aus sieben Spielern, die entsprechend ihren Fi-
higkeiten hinsichtlich Balltechnik, Wurftechnik, Reboundspiel und Abwehrverhalten
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auf einer Skala von 1 (schlecht) bis 3 (hervorragend) bewertet sind. Die Positionen,
auf denen die Spieler spielen konnen, sind in der folgenden Tabelle aufgelistet.

Spieler Position Ball- Wurf- | Rebound- | Abwehr-
technik | technik spiel verhalten

1 Abwehr 3 3 1 3

2 Center 2 1 3 2

3 Abwehr, Angriff 2 3 2 2

4 Angriff, Center 1 3 3 1

5 Abwehr, Angriff 1 3 1 2

6 Angriff, Center 3 1 2 3

7 Abwehr, Angriff 3 2 2 2

Die aus fiinf Spielern bestehende Startaufstellung muss folgende Bedingungen er-
fiillen:

(i) Mindestens vier Spieler miissen in der Abwehr spielen konnen. Mindestens zwei
Spieler miissen im Angriff spielen konnen, und mindestens ein Spieler muss als
Center spielen konnen.

(i) Die Werte fiir Balltechnik, Wurftechnik und Reboundspiel der Startaufstellung
miissen mindestens 2 betragen.

(iii) Falls Spieler 3 startet, kann Spieler 6 nicht starten.
(iv) Falls Spieler 1 startet, miissen Spieler 4 und 5 beide starten.
(v) Entweder Spieler 2 oder Spieler 3 muss starten.

Der Trainer mochte eine Mannschaft mit maximalem Abwehrverhalten aufstellen.
Formulieren Sie ein ganzzahliges Optimierungsproblem zur Losung des Problems
und 16sen Sie es mit einem geeigneten Verfahren.

Aufgabe 3.4.10. Zur Bearbeitung von vier Aufgaben stehen fiinf Arbeitskrifte zur
Verfiigung. Die folgende Tabelle gibt die Zeit (in Stunden) an, die jede Arbeitskraft
zur Erledigung der jeweiligen Aufgabe benotigt. (Ein ,—* bedeutet, dass die Aufgabe
von der jeweiligen Arbeitskraft nicht gelost werden kann.)

Aufgabe 1 Aufgabe 2 Aufgabe3 Aufgabe 4

Person 1 22 18 30 18
Person 2 18 - 27 22
Person 3 26 20 28 28
Person 4 16 22 - 14

Person 5 21 - 25 28
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Gesucht ist die Zuweisung der Arbeitskrifte zu den Aufgaben, so dass die Gesamtzeit
zur Erledigung der vier Aufgaben minimal ist. Modellieren Sie dieses Problem und
losen Sie es.



Kapitel 4
Netzwerkflussprobleme

4.1 Kiirzeste Wege

Beispiel 4.1.1. Gegeben sei das lineare Optimierungsproblem

(P) Minimiere ¢'x wdN Ax=b, x> Ogn !

Dabei sei
-2
-3 8 1210
o) b_(9)’ A_(ZIOI)'
0
Das duale Problem lautet:
(D) Maximiere 8y1 + 9y»
u.d. N. y1+2y2 <=2,
2y1 +y1 <=3,
y1 =<0,
y2 <0!

Iteration 1: ¢ = (—1,—1)T ist zuliissig fiir (D). Nur die zweite duale Beschriinkung
ist aktiv, und die Indexmenge der aktiven dualen Beschriankungen lautet J = {2}.
Das reduzierte Primalproblem lautet:

(RP) Minimiere 01+ 02
u.d. N. 2xy + 01 =8,
X2 +02 =9, x2,01,020>0!
Dieses lineare Optimierungsproblem besitzt die Losung X, = 4,01 = 0,02 = 5 mit

w = 5 > 0, welche mit dem Simplexverfahren berechnet wurde.
Eine Losung von (DRP) berechnet sich zu y = (—1/2,1)". Es gilt

ATy =3/2,0,—-1/2, )7,
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und wir berechnen

Do = rmn{—2—(—3) 0— (—1)} _2

3/2 1 3
Dannist g := q + Amaxy = (—4/3,—1/3)T.
Iteration 2: Es gilt ATq = (=2, —3,—4/3,—1/3) T und daher J = {1,2}.
Das reduzierte Problem lautet:

(RP) Minimiere o1 + 02

u.d. N. X1+ 2x2 + 01 =8,
2x1+x2+02 =9, Xx1,x2,01,00>0!

Dieses Problem besitzt die Losung X3 = 10/3,Xx, = 7/3,01 = 02 = Omit w = 0.

Das Optimalititskriterium ist erfiillt, und ¥ = (10/3,7/3,0,0) " ist somit optimal fiir
(P)und ¢ = (—4/3,—1/3) T optimal fiir (D). o

Beispiel 4.1.2. Gegeben sei das folgende Netzwerk.

Die Knotenmenge ist V = {1,2, 3,4, 5, 6}, und die Kantenmenge lautet
E =1{(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,5),(4,6),(5,4),(5,6)}.

Die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix lautet

SO OO =
S OO = O
S OO = = O
OO'I—‘OHO
S = O = O O
_ 0 = O O O
S = = O O O
—_—_ 0 O O O
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Das Kiirzeste-Wege-Problem von Knoten 1 zu Knoten 6 fiihrt auf das folgende lineare
Optimierungsproblem:

Minimiere ¢'x u.d N Ax = b, x > Ogs !
Dabei ist

¢ = (C12.€13, €23, €24, C35. C46. C54. C56)
=(2,1,3,3,1,2,2,5)",
X = (xlz,x13,X23,x24’x35,x46,x54,)€56)T’
b =(1,0,0,0,0,—1)T.
Wir wenden den primaldualen Algorithmus mit Startpunkt ¢ = (0,0,0,0,0,0) " an.

Da alle c;; positiv sind, gilt Ogs = ATq < c. Die Indexmenge der aktiven dualen
Beschriinkungen ist J = @.

Iteration 1:
Optimale Losung von (DRP):

j=(11,1,1,1,00T, W ={6}.

Schrittweite:
Amax = min_  {cj; — (¢i —q;)} = min{cge, ¢56} = min{2,5} = 2.
ij¢J:y;i—y;>0
Update von g:

q:=q+ Ay = (2,2,2,2,2,0)".
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Iteration 2: Aktive duale Beschrinkungen in (D): J = {(4,6)}.
Optimale Losung von (DRP):

7=(1110.1L0)". W ={4.6}

Schrittweite:
Amax = min cii — (qi —qj
max ij¢-]!)7i—)7j>0{ 17) (ql QJ)}
= min{c24 — (2 —2),¢54 — (2 —2),¢56 — (2—0)}
= min{3, 2,3} = 2.
Update von g:

G =q+ Anay = (4,4,4,2,4,0)7.

Iteration 3: Aktive duale Beschrinkungen in (D): J = {(4, 6), (5,4)}.
Optimale Losung von (DRP):

7=(1,1,1,0,0,00T, W ={4,56).
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Schrittweite:
A = min cij —(qi —q;
mn = gt oty (@ 4
=min{c3s — (4 —4),c4 — (4 —2)}
=min{l, 1} = 1.
Update von g:

q:=q+ Anaxy = (5.5.5,2,4,0)7.

Iteration 4: Aktive duale Beschrinkungen in (D): J = {(4,6), (5,4),(2.4),(3,5)}.
Optimale Losung von (DRP):

j=(1,0,0,0,0,00", W ={2,3,4,56}

Schrittweite:
Amax = min cij —(qi —qj
max ij¢]:_)_7[_.)_/j>0{ ij (qi QJ)}
= min{c12 — (5 —5),c13 = (5—=5)}
= min{2, 1} = 1.
Update von g:

q:=q+ Amaxy = (6,5.5,2,4,0)7.
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Iteration 5: Aktive duale Beschriankungen in (D):
J =1{(4,6),(5,4),(2,4),(3,5).(1,3)}.
Optimale Losung von (DRP):
7 =(0,0,0,0,0,00T, W ={1,2,3,4,5,6}.

Es gibt einen Weg von Knoten 1 zu Knoten 6 in J. Folglich sind die Optimal-
werte von (RP) und (DRP) gleich 0. Somit wurde die optimale Losung sogar nach 4
Schritten gefunden.

Der Wert der Variablen ¢; mit i € W ist die Linge eines kiirzesten Wegs von
Knoten i zum Knoten n.

In jeder Iteration wurde mindestens eine Kante ij € E miti ¢ Wund j € W
zur Indexmenge J hinzugefiigt. Diese Kante verblieb in J fiir alle nachfolgenden
Iterationen. m|

Beispiel 4.1.3. Finde mit dem Algorithmus von Dijkstra einen kiirzesten Weg von
s = 1 nach t = 6 im folgenden Netzwerk:

Dijkstras Algorithmus erzeugt folgende Zwischenschritte:
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Initialisierung: W={1}

d(2)=inf A d(4)=inf

d(3)=inf d(5)=inf

Schritt (1): W={1}

d(2)=5
pg2§= 1 d(4)=inf

d(3)=3 d(5)=inf

Schritt (2), Iteration 1: W={1,3}, k=3

d(2)=5
pg2§= 1 A d(4)=inf
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Schritt (2), Iteration 2: W={1,3,5}, k=5
d(2)=5 d(4)=7
p2)=1 4 p(4)=5

d(1)=0 d(6)=11
p(6)=5
d(3)=3 d(5)=4
p(3)=1 p(3)=3
Schritt (2), Iteration 3: W={1,2,3,5}, k=2
d(2)=5 d4)=7
pQ2)=1 p(4)=5
d(6)=11
p(6)=5

d(3)=3 d(5)=4
p3)=1 p(5)=3

Schritt (2), Iteration 4: W={1,2,3,4,5}, k=4

d(2)=5 d(4)=7
p(2) 1 p(4) 5
@/ X
d(1)=0 d(6)=9
\ @ p(6)=4
1
d(3)=3 d(5)=4
p3)=1 p(5)=3

Ergebnis: Ein kiirzester Weg von s nach ¢ ist der Weg (s, 3,5,4,¢) mit Linge 9. O
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Beispiel 4.1.4. Betrachte das folgende Netzwerk, welches nur Kreise nicht negativer
Linge enthilt.

Der Algorithmus von Floyd-Warshall erzeugt die folgende Ausgabe:

(+)=
(98]

Initialisierung:
0|oo|oo]| 1 111111
2101 |00 2121212
D: P:
oo|oo| 0 |oo 313|133
oco[—2131]0 4141414
J=1
0|oo|oo]| 1 111111
210113 2121211
D: P:
oo|oo| 0 |oo 313|133
oo|—=21310 4141414
j=2:
0loco|loo| 1 1(1]1]1
21011113 2121211
D: P:
oojoo| 0 |oo 313(31]3
0[|-2|-1|0 214124
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j =3
0loco|loo| 1 1(1]1]1
2101113 2121211
D: P:
oojoo| 0 |oo 313(31]3
0[-2|—-1|0 214124
j =4
0[—1{0 |1 114121
2101113 2121211
D: P:
ooloo| 0 |00 313(31]3
0|-2|—-1|0 2141214

Mit Hilfe der Vorgidngermatrix P kann nun leicht ein optimaler Weg rekonstruiert
werden. Zum Beispiel hat der kiirzeste Weg von Knoten 1 nach Knoten 3 die Linge
d13 = 0. Der Eintrag p;3 = 2 in P liefert den Vorgéinger des Knotens 3 auf dem
kiirzesten Weg, ndmlich Knoten 2. Der Vorginger des Knotens 2 auf dem kiirzesten
Weg steht in pjo = 4. Schlieilich steht der Vorgéinger des Knotens 4 in p14 = 1.
Damit ist ein kiirzester Weg von 1 nach 3 gegeben durch (1, 4, 2, 3). m|

4.2 Aufgaben

Aufgabe 4.2.1. Ein Routenplaner steht vor dem Problem, den kiirzesten Weg zwi-
schen zwei Stidten A und B zu berechnen. Dabei sei A der Startort und B der Zielort.
Die moglichen Verbindungsstrecken von A nach B iiber Zwischenstationen 1, 2, 3, 4
sind durch folgendes Netzwerk charakterisiert:

4
©
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Die Linge des Wegs zwischen zwei Stationen ist tiber der jeweiligen Verbindungs-
kante eingetragen. Losen Sie die Aufgabe, indem Sie das Problem des kiirzesten Wegs
im Netzwerk mit dem Netzwerksimplexverfahren 16sen.

Aufgabe 4.2.2. Ein Partylieferant muss fiir die néchsten vier Tage 100, 60, 60 bzw. 90
Stoffservietten bereitstellen. Er kann entweder neue Servietten fiir 2 Euro pro Stiick
kaufen, oder er kann gebrauchte und gereinigte Servietten verwenden. Ein Reini-
gungsservice berechnet fiir die Reinigung 25 Cent pro Serviette bei einer Lieferzeit
von 2 Tagen. Alternativ kann der Partylieferant die Servietten innerhalb eines Tages
selbst reinigen. Beriicksichtigt er die hierfiir notige Arbeitszeit, so belaufen sich seine
Kosten auf 75 Cent pro Serviette.
Wie soll der Partylieferant verfahren, um seine Kosten minimal zu halten?

Aufgabe 4.2.3 (vgl. [168]). Der Preis fiir ein neues Auto betrage 10 000 Euro. Die
jahrlichen Reparaturkosten und der Wiederverkaufswert sind abhéingig vom Alter des
Fahrzeugs und durch die folgende Tabelle gegeben:

Alter | Kosten in Euro | Wiederverkaufswert in Euro
1 300 7000
2 500 6000
3 800 4000
4 1200 3000
5 1600 2000
6 2200 1000

Bestimmen Sie fiir die nichsten sechs Jahre eine Reparatur-Verkauf-Strategie zur
Minimierung der Nettokosten fiir den Besitz eines Autos unter der Voraussetzung,
dass nur neue Autos gekauft werden. Es wird angenommen, dass der Kauf bzw. Ver-
kauf eines Autos zu Beginn eines Jahres erfolgen kann und dass zu Beginn des ersten
Jahres ein neues Auto gekauft wird.

Hinweis: Problem des kiirzesten Wegs in einem Netzwerk.

Aufgabe 4.2.4. Um nach Knoten 6 zu gelangen, treten durchschnittlich 900 Autos
pro Stunde in Knoten 1 des vorliegenden Stralennetzes ein.
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600 @

400

600

600

%)

Die Zeiten, die ein Auto bendtigt, um eine Strecke entlang einer Kante des Netz-
werks zuriickzulegen, sind in der folgenden Tabelle angegeben:

Kanten | (1,2) (1,3) (24) (2,5 (.4 (.5 (45 (4,6 (56)
Minuen | 10 50 30 70 10 60 30 60 30

Auf Grund der unterschiedlichen Strafenbeschaffenheit ist die Anzahl der Autos,
die pro Stunde eine Stra3e durchfahren koénnen, begrenzt durch die im Netzwerk ne-
ben den Kanten eingetragenen Werte. Die Aufgabe eines Verkehrsleitsystems besteht
darin, die 900 Autos derart durch das Straflennetz zu leiten, dass die Durchfahrtzeit
minimal wird. Wie sieht eine solche Verteilung aus?

Aufgabe 4.2.5. Sei (V, E) ein Baum mit Knotenmenge V, |V| = n und Kanten-
menge E. Es sei v; € V ein fest gewidhlter Knoten. Zeigen Sie, dass die iibrigen
Knoten so als v, v3, ..., v, nummeriert werden konnen, dass gilt: Fiir jedes i > 2
existiert genau eine Kante, die v; als Endpunkt besitzt und deren anderer Endpunkt
aus {vq, ..., vj—1} stammt.

Aufgabe 4.2.6. Ein Projekt sei durch die Aktivititen der folgenden Tabelle gegeben.
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Vorgang | Vorginger | Dauer
A - 3
B - 3
C - 1
D A, B 3
E A, B 3
F B,C 2
G D,E 4
H E 3

(a) Formulieren Sie lineare Optimierungsprobleme zur Bestimmung der kiirzest-
moglichen Gesamtdauer des Projekts und 16sen Sie diese.

Interpretieren Sie das duale Problem.

(b) Erlédutern Sie, wie man mit Hilfe der linearen Optimierungsprobleme analysie-
ren kann, ob bzw. wie sich die Verschiebung der (erwarteten) Vorgangsdauer
eines Vorgangs auf die Gesamtdauer auswirkt.

Aufgabe 4.2.7. Router sind Computer, die die Aufgabe haben, Datenpakete im In-
ternet von einem Sender iiber mehrere Zwischenstationen zu einem Empfinger zu
leiten. Sie bilden die Verbindungen zwischen den einzelnen Datenleitungen im Inter-
net. Mit Routing wird der Vorgang der Weiterleitung von Datenpaketen im Internet
vom Herkunfts- zum Zielrechner bezeichnet. Dabei stehen im Allgemeinen mehre-
re Wege iiber verschiedene Router zur Verfiigung. Da es auf einzelnen Teilstrecken
zu Engpiissen durch Uberlastung oder Ausfille kommen kann, besteht die Aufgabe
des (dynamischen) Routings darin, einen moglichst schnellen und sicheren Weg zum
Empfinger zu finden. Die einer Verbindung zugeordnete aktuelle Transferrate kann
z. B. durch regelmiBige Messung und Speicherung der Ubertragungszeit in einer Ta-
belle durch die Router ermittelt werden.

Werden die aktuellen Transferraten als Kantenbewertungen in einem Netzwerk in-
terpretiert, welches die Vernetzung der Router beschreibt, besteht die Aufgabe darin,
einen kiirzesten Weg durch das Netzwerk zu bestimmen, um eine moglichst kurze
Ubertragungszeit der Daten zu erreichen.

Bestimmen Sie mit Hilfe des Algorithmus von Dijkstra einen kiirzesten Weg von A
nach D fiir das abgebildete Netzwerk.
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Aufgabe 4.2.8. Im Interesse seines Kunden mochte ein Taxifahrer den kiirzesten Weg
zwischen Startort s und Zielort 7 im abgebildeten Stralennetz bestimmen. Die Stra-
Ben und ihre Lingen sind durch gerichtete Kanten abgebildet und kénnen nur in den
angegebenen Richtungen durchfahren werden. Den Knoten entsprechen Kreuzungen.

Helfen Sie dem Taxifahrer, indem Sie einen kiirzesten Weg mit Hilfe des Verfahrens
von Dijkstra bestimmen.

Aufgabe 4.2.9. Es sei V = {1,...,n} die Knotenmenge und E die Kantenmenge
eines gerichteten Graphen mit |V| = n und |E| = m. A bezeichne die Knoten-
Kanten-Inzidenzmatrix des Graphen. ¢;; seien die den Kanten (i, j) € E zugeordne-
ten Léangen. Es treten keine Zyklen negativer Linge im Graph auf.
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Die Aufgabe, kiirzeste Wege von 1 zu sidmtlichen Knoten j # 1 zu bestimmen,
kann als lineares Optimierungsproblem formuliert werden:
Minimiere Z CijXij
(i,j)eE
u. d. N. A(Xij)G,j)eE = (—(n—l),l,...,l,l)T,
Xij = 0 ((l,]) e E)!
(a) Formulieren Sie das zugehorige duale Problem.
(b) Betrachten Sie den Graphen

10

8 1

wobei s dem Startknoten 1 und ¢ dem Zielknoten n entspricht. Formulieren und
I6sen Sie hierfiir das duale Problem aus (a) mit der Zusatzforderung, dass die
duale Variable v1 = 0 sei. Verifizieren Sie, dass die duale Variable v; die Linge
des kiirzesten Wegs vom Startknoten s = 1 zum Knoten j angibt.

Aufgabe 4.2.10. Losen Sie das Transportproblem mit den Daten

23 1

C=124), a=\|2], bz(é)
14 3

durch das Netzwerksimplexverfahren. Zur Bestimmung einer zulédssigen Basislosung
p (spannender Baum des Graphen) wird folgendermaflen vorgegangen:

(i) Essei V = {vyq,...,v,} die Knotenmenge und £ C V x V die Kantenmenge
des Graphen. Belege jede Kante (i, j) € E des Graphen mit maximalem oder
minimalem (endlichem!) Kantenfluss.

(i1) Fiihre einen zusétzlichen kiinstlichen Knoten vg ein. Fiir jeden Knoten v; (i =
1,...,n) fiihre eine Kante zwischen v; und v ein und transportiere lings dieser
Kante den Uberschuss von Knoten v; zu vy weg oder das Defizit von vg zu v;
hin. Dies legt die Richtung der kiinstlichen Kanten fest. Fiir die kiinstlichen
Kanten wird als untere Schranke 0 und als obere Schranke oo definiert.
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(iii) Lose das Hilfsproblem mit dem Netzwerksimplexverfahren, wobei die Trans-
portkosten entlang der Kanten (i, j) € E den Wert 0 und die Transportkosten
entlang der kiinstlichen Kanten den Wert 1 haben.

Aufgabe 4.2.11. Eine Firma hat zwei Fabriken (F1 und F2), die eine Chemikalie
herstellen. Die Produktion wird an zwei Kunden (K1 und K?2) geliefert, die monat-
lich genau 660 bzw. 800 Tonnen von dieser Chemikalie abnehmen. Die monatliche
Kapazitit von F1 liegt zwischen 400 und 900 Tonnen, die von F'2 zwischen 450 und
900 Tonnen. Die Produktionskosten pro Tonne in F1 und F2 sind 25 bzw. 28 Eu-
ro. Die Firma kauft die Rohmaterialien von zwei Unternehmen (U1 und U 2) fiir 200
bzw. 210 Euro pro Tonne. Die Firma hat sich verpflichtet, monatlich mindestens 500
bzw. 750 Tonnen von U1 und U2 zu kaufen. Die Transportkosten (in Euro) der Firma
sind der folgenden Tabelle zu entnehmen:

Ul | U2 || K1 | K2
F1 10| 9
F2 | 12 | 13 5 2

Es wird angenommen, dass eine Tonne des Rohstoffs fiir genau eine Tonne der
Chemikalie ausreicht. Die Firma will die Gesamtkosten (fiir Rohstoffe, fiir Produktion
und Transport) minimieren.

Stellen Sie diese Aufgabe als Netzwerkflussproblem dar., vgl. Aufgabe 1.3.10.

Aufgabe 4.2.12. Betrachten Sie das folgende Netzwerk:

Dabei seien die Kapazititen cp,...,c4 € R vorgegeben. Das zugehorige Netz-
werkflussproblem hat die folgende Form:
Maximiere X1+ x2
u.d. N. —Xx1 +x3 =0,
—Xx2 + x4 =0,
<c¢ (=1,...,4),
x>0 (@=1,...,4!

Xi
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Dualisieren Sie dieses Netzwerkflussproblem und zeigen Sie, dass fiir jede zuldssige
Basislosung y des dualen Problems y; € {—1,0, 1} gilt. Interpretieren Sie das duale
Problem.

Aufgabe 4.2.13. Losen Sie die folgenden linearen Programme mit Hilfe des primal-
dualen Algorithmus.

(a) Minimiere x1 + X + 2x3 + 8x4
u.d. N. 2)C1 —)C2+3X3—2)C4 = 3,
—Xx1 4+ 3x2 —4x3 +4x4 =1,

X1,X2,x3,X4 > 0!

Startpunkt: ¢ = (1/2,0)T.
(b) Minimiere 7x1 + 3x3 — X3
u.d.N. Tx1 4+ x2 —3x3 =1,
—4x1 —3x2 + x3 =2,

X1,%2,x3 > 0!
Startpunkt: ¢ = (1,0) .

Aufgabe 4.2.14. Bestimmen Sie ausgehend vom aktuellen Fluss einen maximalen
Fluss und das Volumen des Flusses mit dem Algorithmus von Ford und Fulkerson im
folgenden Netzwerk. Die frei stehenden Zahlen neben den Kanten bezeichnen maxi-
male Kapazititen der Kanten und die Zahlen in Klammern den Wert des Flusses. Die
unteren Kapazititen seien allesamt Null.
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Verwenden Sie den Markierungsalgorithmus von Ford und Fulkerson, um flussver-
groBBernde Wege und einen Schnitt minimaler Kapazitit zu bestimmen.

Aufgabe 4.2.15. Vier Midchen und vier Jungen sind interessiert am Eiskunstpaar-
lauf. Der Trainer hat jede Midchen-Jungen Kombination im Hinblick auf ihre Eig-
nung fiir ein Eiskunstlaufpaar untersucht. Das Resultat ist durch die folgende Tabelle
gegeben, wobei leere Zellen keine Eignung bedeuten. Das Ziel ist es, eine Zuweisung
zwischen Midchen und Jungen zu finden, die die maximale Anzahl geeigneter Paare
realisiert. Bestimmen Sie ein Netzwerk, das dieses Problem als Maximalflussproblem

abbildet.

By | By | B3 | Bs
Gy | ja
Gy | ja ja
Gs3 ja
Gyg | ja | ja | ja

Aufgabe 4.2.16. Bestimmen Sie das duale Problem des Transportproblems

m n
Minimiere E E Cij Xij

i=1j=1

n
u.d.N. injzai i=1,...,m),
=1

m
inj =b; (j=1,....n),

i=1

Xij >0 (i =1,....m, j

Bestimmen Sie einen zulédssigen Punkt fiir das duale Problem, der als Startpunkt fiir

den primaldualen Algorithmus verwendet werden kann.

Aufgabe 4.2.17. Bestimmen Sie mit dem Algorithmus von Dijkstra einen kiirzesten

Weg von Knoten 1 zu Knoten 8 in folgendem Netzwerk.
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Aufgabe 4.2.18. Bestimmen Sie alle kiirzesten Wege zwischen je zwei Knoten i, j €
V mit dem Algorithmus von Floyd-Warshall.

(@)

Bestimmen Sie mit Hilfe der Vorgdngermatrix einen kiirzesten Weg von 1
nach 6.

(b)

Man beachte, dass dieses Netzwerk einen Kreis negativer Lange enthilt.

Aufgabe 4.2.19. Gegeben sei das folgende Netzwerk mit Fluss x. Die Zahlen ohne
Klammern neben den Kanten bezeichnen maximale Kapazititen, Zahlen in Klammern
den Wert des Flusses.
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3(2) 8(4)

6(1) 3(3)
6(4) 2(2)

(a) Formulieren Sie das Maximalflussproblem explizit als lineares Optimierungs-
problem.

(b) Bestimmen Sie alle Schnitte und deren Kapazititen im Netzwerk.
(c) Fiir jeden Schnitt C berechne man ) ;cc j¢c Xij und Y _;¢c jec Xij-

(d) Berechnen Sie mit Hilfe von (b) einen maximalen Fluss.

Aufgabe 4.2.20. Flieg-iiber-Nacht Airlines (FNA) mochte die tdgliche Anzahl an
Fliigen zwischen Frankfurt (F) und Palma de Mallorca (PDM) maximieren. Verbin-
dungsfliige stoppen in den Stiddten Amsterdam (A), Paris (P), Ziirich (Z), Barcelona
(BAR), Marseille (M). Hier betrachten wir nur die Beschrinkung der Kapazititen der
Flugkorridore in untenstehender Tabelle. Die frei stehenden Zahlen geben die maxi-
male Anzahl von moglichen Fliigen pro Tag an. Die Zahlen in Klammern geben an,
wieviele Fliige derzeit im jeweiligen Korridor fliegen. Eine leere Zelle gibt an, dass
der Korridor nicht verfiigbar ist. FNA kann keine anderen Flugkorridore oder Direkt-
fliige von F nach PDM nutzen. Formulieren Sie dieses Problem als Maximalflusspro-
blem und l6sen Sie es. Bestimmen Sie einen minimalen Schnitt und interpretieren Sie
dessen Bedeutung.

A P Z | BAR| M | PDM

F |54 |505) | 602)

A 3(1) 7(1) | 3(2)

P 3(2) 4(4)

Z 52) | 22)
BAR 5(1)

M 8(8)
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5.1 Problemstellung

Beispiel 5.1.1 (Ausgleichsproblem mit Fehlerschranken). Gegeben seien eine reelle
m X n-Matrix A, ein reeller m-Vektor b und ein reeller Parameter y. Damit erhalten
wir das Problem:

Minimiere
(Ax —b) T (Ax — b)
unter den Nebenbedingungen x € R" und
[Ax —blleo < y!
Dieses Problem ldsst sich dquivalent schreiben als:
Minimiere
(Ax —b) T (Ax — b)

unter den Nebenbedingungen x € R"™ und

1
Ax—=b=<y| : |,
1
1
—Ax+b<yl :|!
1

Der Parameter y ist dabei als Toleranzgrenze anzusehen, die Ungleichungen sind
komponentenweise zu verstehen. m|

Beispiel 5.1.2 (Kontrollproblem im Hilbertraum).

Minimiere
1
/ u(t)? dt
0
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unter den Nebenbedingungen u € L;[0, 1] und

V() + y(t) = u(t) fiir fast alle ¢ € [0, 1],
y(0) = y(0) =0,
y() =1, }(1) =0!

Die Losung der Differentialgleichung erster Ordnung fiir w(¢) := y(¢)
w(t) +w(t) =u(r)
ist
t
w(t) = ae™’ +/ e~ yu(mydr 0<t<1).
0

Wegen w(0) = 0 ist @ = 0. Die Bedingung w(1) = 0 ist daher dquivalent zu

1
/ e Dy(r)dr = 0.
0

Aus der Differentialgleichung folgt durch einmalige Integration

t
y0 =0+ [ @ - (@) ds
0
t
— 3O +5O =50+ [ udr ©=r=1.
0
Die Bedingung y (1) = 1 ist daher dquivalent zu

/1 u(r)dtr = 1.
0

Also ist das Kontrollproblem &dquivalent zu:

1
/ u(r)?de
0

unter den Nebenbedingungen u € L;[0, 1] und

Minimiere

1
/ e Dy(r)dr =0,
0

1
/ u(r)dr =1 m]
0
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5.2 Optimalititsbedingungen
Beispiel 5.2.1. Wir betrachten das konvexe Optimierungsproblem:

Minimiere (x1 —2)? + (x — 3)?
1 1
u.d.N. (x1.x2)T € K := {(xl,xz)T eR2:x, + F¥1—5 = 0},
g1(x1,x2) 1= x2 +2x12 -2 <0,

Die folgende Abbildung 5.1 zeigt Hohenlinien der auftretenden Funktionen:

34

X2 01

—14

Abbildung 5.1.

Die Slater-Bedingung ist fiir x; = 0, x, = 1/2 erfiillt, und wir wollen einen KKT-
Punkt bestimmen. Mit der so genannten Lagrange-Funktion

L(x1,x2,A1,A2) 1= (x1 —2)® + (x2 — 3)?
+A1(x2 +2x12 —2) + A2 (x12 —x2 — 1)

lauten die KKT-Bedingungen fiir ein Minimum % = (£, %») " wie folgt:
Es gibt Multiplikatoren A = (11, A5) " mit

A1, A2 >0,
)tigi()?l,.)ez) = O (i = 1,2),
LR, A1, 42) < L(x, A1, A2)  ((x1,x2) " € K).
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Jeder Punkt (x1, x2) T € K erfiillt
x1=1-—2x,.
Einsetzen in die Lagrange-Funktion liefert
£(x2, A1, A2) = 5x2 — 2x5 + 10 + A1 x2(8x2 — 7) + Azxa(4xz — 5).

Die Minimallosung minimiert die Lagrange-Funktion auf K, was dquivalent ist mit
der Minimierung von £(x2,A1,A) fiir x € R. Notwendig gilt fiir ein Minimum
von £ dann

0= £, (F2.21.42) = 1082 — 2+ A1 (1682 — 7) + A2(8%2 — ). (5.1)

Annahme: g1(X1,X2) < Ound g2(X1,X2) <O.
Aus den Complementary Slackness Conditions folgt dann A; = A, = 0 und damit

1
0=10)A62—2 bzw. )’52=§ und )%1=1—2)22=§.

Wir haben also unter den Annahmen g (X1, X2) < 0 und g>(X1,X2) < 0 den Kandi-

daten (%1, %2) " = (3/5,1/5) " erhalten. Tatséchlich gilt g; (X1, X2) = —%—Z < Ound
g2(X1,%2) = —% < 0, und unsere Annahme war (ganz zufillig) richtig.
Damit ist

T

. 31 A T . 49

x=|=,=) ., X 0,0)", X)) = —

(33) 007, f) =%

KKT-Punkt und nach dem hinreichenden Kriterium 5.3.3 auch Optimalldsung.
Natiirlich haben wir uns die Sache etwas einfach gemacht. Im Allgemeinen ist es

notwendig, siamtliche Kombinationen von aktiven und nichtaktiven Beschrinkungen

g1 und g zu betrachten und auch weitere Informationen heranzuziehen.

In diesem Beispiel kann es hochstens eine Minimallosung geben, da die Zielfunk-
tion strikt konvex ist. Diese Minimallosung haben wir oben berechnet. m|

5.3 Sattelpunkte und Komplementaritit

Beispiel 5.3.1. Die Unternehmen j = 1,..., N stellen x; Einheiten desselben Pro-
dukts her, p(Z]N=1 x;) sei der Preis pro Einheit, zu dem Z}Ll x; Einheiten nach-
gefragt werden, c; (x;) seien die Gesamtkosten der Produktion des Unternehmens .
Das Unternehmen j mochte seine Kosten minimieren:
Minimiere
N
cj(xj) — x; p(xf' + > fu)

n=1
nF#J

unter den Nebenbedingungen xj > 0!
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Allerdings sind ihm die Produktionsmengen
o (w#J)

seiner Konkurrenten unbekannt.

Ein Produktionsvektor £ € R¥ ist dann ein Nash-Gleichgewicht, falls X; obiges
Problem 16st fiir j = 1,..., N.

Wir setzen voraus, dass ¢; (-) konvex und

N
xjp(xj + Z fcu)
n=1

n#EJj

konkav beziiglich x; sind und dass ¢;(-), p(-) differenzierbar sind fiir j =1,..., N.
Dann ist X genau dann ein Nash-Gleichgewicht, wenn X die Variationsungleichun-
gen 10st:

=0 (j=1.....N),

[} &) —p(i %) —fcj-p/(i )]s =80 20 (5207 =1 N).
n=1

n=1
Dies ist dquivalent dazu, dass X das nichtlineare Komplementaritciitsproblem 16st:

£ =0 (j=1.....N),

N N
GEN-p(Xw)—%p (X ) =0 G =1....N),
n=1 n=1

N N N
Z[C}(ffj) - P(Z )%M) _)ACjP/(Z f%)] Xj =0.
Jj=1 n=1 =1

Wihrend man die Kostenminimierung nicht direkt durchfiihren kann, da man die Pro-
duktionsmengen der Konkurrenten nicht kennt, kann man das Komplementaritétspro-
blem zu I6sen versuchen und erhélt auf diese Weise ein Nash-Gleichgewicht. m|

5.4 Schnittebenenverfahren

Beispiel 5.4.1. Minimiere 2x +y
u.d.N. 0<x<5 0<y<4,
(x=32+(-2%-4=0,
(x—32-y=<0!
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Y2+

0 R R i 5

Abbildung 5.2.

Der zuldssige Bereich und die Hohenlinie der Zielfunktion zum Niveau 4 sind in
Abbildung 5.2 abgebildet:
Die Abbildungen 5.3-5.5 zeigen die ersten drei Schnitte:

Schnitt 1: —6x — y < —9.
Losung: x = 1.5,y = 0.

Y2+

0 1Y 3 4 5

Abbildung 5.3.
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Schnitt 2: —3x — y < —6.75.
Losung: x = 2.25,y = 0.

4
3,
y2+
14
0 1 2V 3
Abbildung 5.4.
Schnitt 3: —1.5x — y < —3.9375.
Losung: x = 1.875, y = 1.125.
4
3,
y2+
1
0 1 2 3

X

Abbildung 5.5.
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Numerische Losung:

vy Eiv Wy
0 2 0.9000000000000000E+01  0.0000000000000000E+-00
1 2 0.2250000000000000E+01  0.3000000000000000E+-01
2 2 0.5625000000000000E+00  0.4500000000000000E+-01
3 2 0.1406250000000000E+00  0.4875000000000000E+-01
4 2 0.3515625000000000E—01  0.4968750000000000E+01
5 2 0.8789062500000000E—02  0.4992187500000000E+01
6 2 0.2197265625000000E—02  0.4998046875000000E+01
7 2 0.5493164062500000E—03  0.4999511718750000E+01
8 2 0.1373291015625000E—03  0.4999877929687500E+01
9 2 0.3433227539062500E—04  0.4999969482421875E+01
10 2 0.8583068847656250E—05  0.4999992370605469E+01
1 2 0.2145767211914062E—05  0.4999998092651367E+01
12 2 0.5364418029785156E—06  0.4999999523162842E+01
13 2 0.1341104507446289E—06  0.4999999880790710E+01
14 2 0.3352761268615723E—07  0.4999999970197678E+01
15 2 0.8381903171539307E—08  0.4999999992549419E+01
16 2 0.2095475792884827E—08  0.4999999998137355E+01
17 2 0.5238689482212067E—09  0.4999999999534339E+01
18 2 0.1309672370553017E—09  0.4999999999883585E+01
19 2 0.3274180926382542E—10  0.4999999999970896E+01
20 2 0.8185452315956354E—11  0.4999999999992724E+01
21 2 0.2046363078989089E—11  0.4999999999998181E+01
22 2 0.5115907697472721E—12  0.4999999999999545E+01
23 2 0.1278976924368180E—12  0.4999999999999836E+01
24 2 0.3197442310920451E—13  0.4999999999999972E+01
25 2 0.7993605777301127E—14  0.4999999999999993E+01
26 2 0.1998401444325282E—14 0.4999999999999998E+-01
27 2 0.5427516075462435E—15  0.5000000000000000E+01
28 2 —0.5305543331057816E—15  0.5000000000000000E+01

Niherung der optimalen Losung:

x = 0.2000000004954636E+01,
y = 0.9999999900907280E+00.
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5.5 Aufgaben

Aufgabe 5.5.1. Sei C eine beliebige Menge im R”. Zeigen Sie:
Die Menge C ist genau dann konvex, wenn sie alle Konvexkombinationen von
Punkten in C enthilt.

Aufgabe 5.5.2. Zeigen Sie: Die konvexe Hiille co(D) einer Menge D € R” besteht
aus der konvexen Hiille aller Punkte, die sich als Konvexkombination von jeweils zwei
Punkten X, Y € D schreiben lassen, d. h.

co(D)y=co(M), M:={xeR":x=AX+({1-N1Y, X, YeD 0<A<1}

Aufgabe 5.5.3. Es seien A, B C R” konvexe Mengen.
Zeigen Sie: Die konvexe Hiille co(C) der Menge C = A U B besteht aus allen
Punkten x € R”, die sich als Linearkombination

x=Aa+(1—-A1)b, 0<A<1,
mita € Aund b € B schreiben lassen.

Aufgabe 5.5.4. Gegeben sei ein konvexes Optimierungsproblem. Zeigen Sie:
* Die Menge der optimalen Losungen ist konvex.

¢ Jedes lokale Minimum ist auch globales Minimum.

Aufgabe 5.5.5. Beweisen Sie die Trennungssitze:

(a) SeiC C R" eille nichtleere konvexe Menge und sei y € R” ein Punkt, der nicht
im Abschluss C von C liegt. Dann gibt es eine Hyperebene H = {x € R" :
a'x =y}, die y enthiltund a "y < infrec a ' x erfiillt.

(b) Sei C C R” eine konvexe Menge und sei y € R” ein Randpunkt von C. Dann
gibt es eine Hyperebene, die y enthélt und die C in einem ihrer abgeschlossenen
Halbrdume enthilt.

Hinweis: Verwenden Sie den Projektionssatz: Sei @ # M C R”" eine abgeschlossene
und konvexe Menge. Dann gibt es zu jedem Vektor y € R" einen eindeutigen Vektor
x9 € M mit ||y — xoll2 < ||y — x||2 fiir alle x € M. Notwendig und hinreichend fiir
die Optimalitiit von xq ist, dass (y — xo) | (x — xo) < 0 fiir alle x € M gilt.

Aufgabe 5.5.6. Sei f : [a,b] — R konvex. Seia < ¢ < d < b. Zeigen Sie, dass
eine Konstante L existiert mit

|f(x1) = f(x2)| < Llxy —x2]  (x1,x2 € [c.d]).
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Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass fira < x < y < b gilt

Frenm = FOI0,

sowie ein analoges Resultat fiir f/(y)(—1).

Aufgabe 5.5.7. Betrachten Sie das Optimierungsproblem

(P) Minimiere f(x)
u.d. N. xeS=xeC:gix)<0(@=1,...,m}!

Darin sei C € R” konvex und abgeschlossen, und f und g; (i = 1,...,m) sei-
en konvexe Funktionen, die auf einer offenen Obermenge von C definiert sind. Die
Funktionen g; (i = 1,...,m) seien stetig differenzierbar.

Zur numerischen Losung des Problems soll das Schnittebenenverfahren von Kelley
verwendet werden:

(0) Sei Cy # @ konvex und kompakt, und es gelte S € Cy C C. Setze i = 0.
(1) Berechne x; € C; mit f(x;) = min{ f(x) : x € C;}.
(2) Falls x; € S gilt, ist x; optimal fiir (P): STOP.

Falls maximale Iterationszahl i, erreicht ist: STOP.

(3) Bestimme k; € {1,...,m} mit

gk; (xi) = _nax gj(xi)

geesy

und setze
Ciy1=CiN{x € R": g (x;) + Vg, (x) T (x — x;) < 0}.

(4) Falls C;+1 = @, STOP mit Fehlermeldung.
Andernfalls setze i = i 4 1 und gehe zu (1).
Implementieren Sie das Schnittebenenverfahren von Kelley fiir den folgenden Spe-
zialfall des Problems (P):

Minimiere ¢ 'x

u.d. N. xeC:={xeR":; <x;<u; (i =1,...,n)},
gix)<0 @(=1,....,m)!

Die Funktionen g; : R” — R (i = 1,...,m) seien stetig differenzierbar und konvex.
Fiir die Schranken gelte /; < u; (i = 1,...,n).
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Testen Sie das Programm fiir Beispiel 5.4.1:

Minimiere 2x1 + x3
u.d. N. 0<x1 <5 0<xp <4,
(x1 =32+ (x2—2)*> -4 <0,

(x1 —3)2—)62 <0!
Aufgabe 5.5.8. Gegeben sei das quadratische Optimierungsproblem

1
Minimiere ExTQx +cTx
u.d. N. Ax = b, x e R"!

Hierin sei A € R™*" Die Matrix Q € R"*" sei symmetrisch und positiv semidefinit.

(a) Formulieren Sie notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedingungen fiir
das quadratische Optimierungsproblem.

(b) Leiten Sie unter den zusitzlichen Annahmen, dass Q positiv definit und
Rang(A) = m seien, eine explizite Losungsformel fiir x und den Lagrange-
schen Multiplikator A her und formulieren Sie einen effizienten Algorithmus
zur numerischen Berechnung.

(c) Was ergibt sich fiir die folgenden Optimierungsprobleme?
(i) Minimiere x3 4+ 2x3 —2x1x2 —3x1 —4x2 u.d.N. —=x1 + 2xp = 4!

(i) Minimiere %(xl2 + x% —4x1x3) —xju.d N. —x1 +x, =0
Aufgabe 5.5.9. Gegeben sei das Optimierungsproblem

Minimiere  f(x)
u.d. N. x € K,

_()50 (i € I2),
SN=0 (el

Hierin sei
K={xeR":hj(x)<0(j=1,....my), hj(x) =0(j =my + 1,....m)}.

Die Funktionen g; (i € I U I3)und h; (j = 1,...,m) seien affin linear, und f sei
konvex und stetig differenzierbar.
Zeigen Sie: Ist X optimal, so gibt es Multiplikatoren A; (i € I U [3) mit

Ai >0, i€l
Aigi(X) =0, i€l
Vi@ NDT(x=%)>0 (x€K).
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Hinweis: Beachten Sie, dass die Giiltigkeit der abgeschwichten Slaterbedingung hier
nicht vorausgesetzt wird!

Aufgabe 5.5.10. Gegeben sei das Optimierungsproblem
min f(x).

xeX

Darin seien f : R" — R konvex und X € R” konvex und kompakt. Das Schnittebe-
nenverfahren zur Losung des Optimierungsproblems lautet:

(0) Wihle x° € X und setze k = 0.
(1) Falls x¥ einem Abbruchkriterium geniigt: STOP.
(2) Berechne ein AK € 3f(x¥) und definiere

fix) == max {f(x))+ @A) (x —x7)).
j=0 k

=0,1,...,

1

(3) Berechne eine Losung x%*1 yon

min fi(x).
(4) Setze k := k + 1 und gehe zu Schritt (1).
Implementieren Sie das Schnittebenenverfahren fiir den Spezialfall
X=xeR":Ax <b, ; <xi<u; (i =1,...,n)}

mitA e R™" beR™ lj,u; e R, l; <u; (i =1,...,n).
Losen Sie das Problem ausgehend von x0 = (1, 1) T fiir

f(x1,x2) = max{5x1 + xp,—5x1 + xz,x12 + x% + 4x5},

I =(=10,—10)T,

u = (10,10)T,
A=(11),
b = (10).

Hinweis: Das Teilproblem minyey fz(x) kann fiir den angegebenen Spezialfall von
X als lineares Optimierungsproblem geschrieben werden:

Minimiere v
u.d. N. Ax < b,
Ii <xi<u; (i=1,...,n),

faD+UNT(x—x/)<v (G =01,....k)!
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Aufgabe 5.5.11. Sei M C R” nichtleer und abgeschlossen. Zu festem y € R” defi-
niere f(x) := ||x — yll2, x € R".

Zeigen Sie: f besitzt auf M ein globales Minimum. Ist M konvex, so ist das glo-
bale Minimum eindeutig bestimmt.

Aufgabe 5.5.12. Sei[a,b] CR,a < b,und f : [a,b] — R konvex. Zeigen Sie, dass
f auf dem offenen Intervall |a, b| stetig ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Fille x < xo und x > x¢ getrennt und wenden Sie (im
ersten Fall) die Konvexititsbedingung jeweils auf die Punkte a, x, xo und x, xgo, b an.
Ist f auch notwendig in den Randpunkten a, b stetig?
Gilt die Stetigkeit auch fiir konvexe Funktionen auf offenen, konvexen Teilmengen
des R™?

Aufgabe 5.5.13. Gegeben sei das lineare Optimierungsproblem

3
Minimi T,
inimiere Cj Xi
i=1
3
u.d.N. ZA]ij = by,
j=1
3
ZAijj < by,
Jj=1
3
ZAijj > bs,
j=1
x1>0, xo <0, X3frei!
Darin seien x;,¢; € R™ firi = 1,2,3, A;; € R™> firi,j = 1,2,3 und

b; € R™i firi =1,2,3.
Zeigen Sie, dass das duale Problem mit y; € R™i (i = 1,2, 3) gegeben ist durch:

3
Maximiere Zbl-—ryi
i=1

3
u.d. N. C1 ZZA;IIyi,
i=1

3
T
2 = Z A i,

i=1

3
6= Al

i=1

y2 <0, y3 >0, yq frei!
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Aufgabe 5.5.14. Gegeben sei das gestorte quadratische Optimierungsproblem:
1
(QP(8)) Minimiere ExTQx
u.d. N. Ax =b + 6§, x e R" !

0 € R™" gei symmetrisch und positiv definit, A € R"™ " mit m < n habe den
Rang m, und § € R™ sei eine Storung.
Zeigen Sie, dass fiir die Minimalwertfunktion

w(s) := inf{%xTQx cAx =b+6, x € R”}
gilt
w(8) = w(Ogm) — A(Ogm) T8 + %ST(AQ*AT)—IS,
wobei A(Ogm) die Losung des zu (QP(Og~)) dualen Problems bezeichnet.
Aufgabe 5.5.15. Gegeben sei das primale Problem
Minimiere f(x) u.d N. —x <0!

Darin sei

2 _2x, fallsx >0,
falls x < O.

s

fx) = {x
X

(a) Berechnen Sie die Minimalwertfunktion explizit und skizzieren Sie diese.

(b) Ermitteln Sie die Losung des Dualproblems graphisch und rechnerisch.



Kapitel 6
Differenzierbare Optimierung

6.1 Notwendige Optimalititsbedingungen
Beispiel 6.1.1. Betrachte das Optimierungsproblem

Minimiere  f(x1,x2) = —x1
beziiglich  (x1,x2)" € K := R?
u.d. N. g1(x1,x2) = —x1 <0,
g2(x1,x2) = —x2 <0,
g3(x1,x2) = —(1 = x1)* +x2 < 0!
Das Optimum wird in X; = 1, X, = 0 angenommen, siche Abbildung 6.1.

Mit K = R? lauten die notwendigen Bedingungen aus Satz 6.3.4 mit £ = (%1, £2)"
und A = (A1, 42,43)7 > 0 unter Ausnutzung der Komplementarititsbedingungen

wie folgt:
-1 0 0
0-)&0( 0 )—i—/\z(_l)—i-)m(l).
Offensichtlich ist diese Bedingung nur fiir Ao = 0 und A, = A3 erfiillt. O
14
12 |
al ]
08 | vg3(17 0
0.6 - 1
0.4
“l M
0
0.2 ‘ ‘ : : : :
0 02 04 06 08 1.2 1.4
Vga(1,0)

Abbildung 6.1.
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6.2 Aufgaben

Aufgabe 6.2.1. Betrachten Sie das nichtlineare Optimierungsproblem

Minimiere X1
u.d.N. (x1 —4)% +x3 < 16,
(x1 =3)% 4+ (x2—2)* = 13!
Skizzieren Sie den zulidssigen Bereich und bestimmen Sie alle KKT-Punkte. Welcher
Punkt ist Optimalpunkt fiir das Optimierungsproblem?
Aufgabe 6.2.2. Untersuchen Sie das folgende Optimierungsproblem auf lokale Mi-
nima:
Minimiere ~ f(x1,x2) := —0.1(x1 — 4)% + x2
u.d N. g(x1,x2) :=1—x%—x%§0!

Uberpriifen Sie insbesondere die KKT-Bedingungen sowie die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen zweiter Ordnung.

Aufgabe 6.2.3. Fiir y < /2 sei die folgende Familie von Optimierungsproblemen
gegeben:
Minimiere  f(x1,x2) := —(x1 + 1) — (x2 + 1)?
u.d. N. g1(x1,x2) :=x%+x%—2§0,
g2(x1,x2) i =x1—y <0!

Bestimmen Sie (gegebenenfalls mit Hilfe einer Skizze) die Losungen X (y) und iiber-
priifen Sie die notwendigen Bedingungen erster und zweiter Ordnung und die hinrei-
chende Bedingung zweiter Ordnung.

Aufgabe 6.2.4. Losen Sie das nichtlineare Optimierungsproblem
Minimiere x3 +x3 wdN. 1—x1 <0, 1 —x3—x3<0!
(a) graphisch,

(b) mit Hilfe der KKT-Bedingungen.
Welche der besprochenen Regularititsbedingungen sind im Optimum erfiillt?

Aufgabe 6.2.5 (vgl. [53]). Gegeben seien die Funktionen

(x — 12, fallsx > 1,
c(x) =10, falls —1 <x <1,
(x + 1)2, fallsx < —1,
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und g1 (x1, x2) = c(x1) — x2, g2(x1, x2) = c(x1) + x2 sowie die Menge
S = {(x1,x2)T € R?: g1(x1,x2) <0, g2(x1,x2) <O}

(a) Skizzieren Sie die Menge S und zeigen Sie, dass S konvex ist.

(b) Betrachten Sie den Punkt x* = (x], x3 )T = (0,0). Zeigen Sie, dass in x* die
Slater-Bedingung nicht erfiillt ist, wihrend die Bedingung von Abadie erfiillt
ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Bedingung von Abadie im Punkt X = (1,0) T nicht erfiillt
ist.

Aufgabe 6.2.6. Bestimmen Sie den Tangentialkegel fiir die Mengen
@ {(x.y)T eR?2:y > x3},
) {(x,y)T e RZ:x > 0oder y >0},
() {(x,y)T € R?:x =0odery =0},
(d) {(rcosg,rsing)T eR2:0<r <1, n/4<¢ <Tn/4}.
Aufgabe 6.2.7. Bestimmen Sie fiir den zuldssigen Bereich
S={xeR?:g(x) <0}
jeweils den Tangentialkegel T'(S,X) und den linearisierenden Kegel L(S,X) im
Punkt X:
@) g(x) = (2 —x7.—x2) . &£ =(0,0)T.
b gx)=(1—-x1,1-x2-x2)T, 2= (1,07
Sind die Gradientenbedingung (Linear Independence Constraint Qualification) und

die Regularititsbedingung von Mangasarian-Fromovitz in X erfiillt?

Aufgabe 6.2.8. Fir f : R” > R, g : R” > R™ h : R" — R? und X C R” sei
das primale Problem gegeben:
Minimiere  f(x)
u.d.N. g(x) + s = Ogm,
h(x) = Ogre,
(x,s) € X :={(x,5)T eR"™™ : x € X, 5 > Ogm} !

Zeigen Sie, dass das duale Problem dquivalent ist zu

max  ¢.p). (. pu) = inf {f(x) +ATg(x) + uTh(x)).

A>0Rpm ,UE

Hinweis: Das duale Problem ist formal wie in Kapitel 5 definiert.
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Aufgabe 6.2.9. Gegeben sei das primale Problem

Minimiere Xx1 — X»
u.d. N. 2x1 + x2 <6,
(1, x2) T € X i={(x1,x2) T € N2:2(x; —2)2 + (x2 —2)2 < 1} !

Berechnen Sie die duale Zielfunktion ¢ (1) explizit und l16sen Sie das duale Problem.
Hinweis: Das duale Problem ist formal wie in Kapitel 5 definiert.

Aufgabe 6.2.10. Seien ¢,z € R” gegebene Vektoren. Losen Sie das folgende Opti-
mierungsproblem mit Hilfe des dualen Problems:

1
Minimiere  f(x) = §||x —z|3 + ¢'x wdN x=>Ogn!
Hinweis: Das duale Problem ist formal wie in Kapitel 5 definiert.

Aufgabe 6.2.11. Zu den Parametern y = (y1,...,ym) ' und z = (z1,... ,zp)T sei
das folgende parametrische Optimierungsproblem gegeben:

Minimiere  f(x)
u.d.N. gix)—y; <0 (i=1,...,m),
hij(x)—z; =0 (j=1,....p)!

Es sei (X, A, /1) ein KKT-Punkt des Nominalproblems zu den Nominalparametern
$=01,..s9m) =O0gmund 2 = (¢1,...,2,)" = Or».

Zeigen Sie mit Hilfe des Sensitivititssatzes (die Voraussetzungen des Satzes seien
erfiillt), dass die folgenden Beziehungen gelten:

El

8f(x(y,z))) _ 5T

ay ».2)=0.2)

af (x(y.,2)) _ AT
0z ,2)=(.%) '

Die Lagrange-Multiplikatoren geben also die Sensitivitit der Zielfunktion beziiglich
Anderungen in den Nebenbedingungen an!

Aufgabe 6.2.12. Vorgelegt sei das parametrische Optimierungsproblem

—(% + w4)«/ﬂ— (% —w4)x2

(Py) Minimiere
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unter den Nebenbedingungen x € R? und

—X1 + 01 5 w1,
—X2 = w2,
X1+x2—1<w3!
Hierin sei @ € R* ein Storungsvektor mit kleiner Norm [|w|).

Losen Sie das Referenzproblem (Po_, ) mittels der KKT-Bedingungen, und berech-
nen Sie die Ableitungen der Minimalwertfunktion

Af (x(w), w) (Ogs) Af (x(w), w) f (x(w), w)
dwq R4S dwo ’ w3

(ORa4) (Oga4)

0 (x(@).
(O, L0

im Referenzpunkt @ = Opa. x(®) sei dabei die Minimallsung von (P,) mit zuge-

horigem Multiplikatorvektor A(w) fiir kleine ||w||. Versuchen Sie, mittels der KKT-
Bedingungen oder durch explizite Losung der Probleme (P,) simtliche Ableitungen

0x oA
e (Oga4), e (Or4)

zu berechnen.



Kapitel 7
Verfahren der nichtlinearen Optimierung

7.1 Methode der zulissigen Richtungen
Beispiel 7.1.1. Gegeben seien

1
f(x1,x2) = E(x% + x3 — 4x1x2) — X1,

g1(x1,x2) = 100 — (x1 — 12)* — x3,
01 10
—(2) (%)

Das Optimum wird in £ = (12,10)T angenommen. Abbildung 7.1 zeigt die vom
Algorithmus berechneten Iterierten.

14 l\
12 \ B
10
J—
o ~—

8F 77 7
6_ -
at

ok

O
0 Il 1 1 /
0 5 10 15 20 25

Abbildung 7.1. Iterierte der Methode der zuldssigen Richtungen.
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Ausgabe des Algorithmus:

ITER T F(X) G(X) X1 X2 H1 H2
1 0.100E+01 -0.500E+00 -0.210E+02  0.100E+01 0.000E+00 0.100E+01 0.000E+00
2 0.100E+01 -0.200E+01 -0.220E+02 0.100E+01 0.100E+01 0.000E+00 0.100E+01
3 0.100E+01 -0.600E+01 -0.400E+01 0.200E+01 0.200E+01 0.100E+01 0.100E+01
4  0.250E+00 -0.731E+01 -0.125E+00  0.225E+01 0.225E+01 0.100E+01 0.100E+01
5 0.781E-02 -0.736E+01 -0.793E-02 0.226E+01 0.226E+01 0.100E+01 0.100E+01
6 0.488E-03 -0.736E+01 -0.626E-03  0.226E+01 0.226E+01 0.100E+01 0.100E+01
7 0.100E+01 -0.963E+01 -0.359E+01 0.236E+01 0.326E+01 0.993E-01 0.100E+01
8 0.250E+00 -0.114E+02 -0.525E+00  0.261E+01 0.351E+01 0.100E+01 0.100E+01
9 0.312E-01 -0.116E+02 -0.159E+00  0.264E+01 0.354E+01 0.100E+01 0.100E+01
10 0.781E-02 -0.116E+02 -0.681E-01 0.265E+01 0.355E+01 0.100E+01 0.100E+01
11 0.391E-02 -0.117E+02 -0.228E-01 0.265E+01 0.355E+01 0.100E+01 0.100E+01
12 0.195E-02 -0.117E+02 -0.168E-03  0.265E+01 0.355E+01 0.100E+01 0.100E+01
13 0.100E+01 -0.146E+02 -0.401E+01 0.287E+01 0.455E+01 0.222E+00 0.100E+01
14 0.250E+00 -0.167E+02 -0.185E+01 0.312E+01 0.480E+01 0.100E+01 0.100E+01
15  0.12BE+00 -0.179E+02 -0.862E+00  0.325E+01 0.493E+01 0.100E+01 0.100E+01
16  0.625E-01 -0.184E+02 -0.392E+00 0.331E+01 0.499E+01 0.100E+01 0.100E+01
17  0.312E-01 -0.187E+02 -0.163E+00  0.334E+01 0.502E+01 0.100E+01 0.100E+01
18 0.156E-01 -0.189E+02 -0.500E-01 0.336E+01 0.504E+01 0.100E+01 0.100E+01
19  0.391E-02 -0.189E+02 -0.219E-01 0.336E+01 0.504E+01 0.100E+01 0.100E+01
20 0.195E-02 -0.189E+02 -0.787E-02  0.336E+01 0.504E+01 0.100E+01 0.100E+01
21 0.977E-03 -0.189E+02 -0.858E-03  0.337E+01 0.504E+01 0.100E+01 0.100E+01
22  0.100E+01 -0.233E+02 -0.540E+01 0.370E+01 0.604E+01 0.336E+00 0.100E+01
23 0.100E+01 -0.351E+02 -0.289E+01 0.470E+01 0.704E+01 0.100E+01 0.100E+01
24  0.100E+01 -0.488E+02 -0.438E+01 0.570E+01 0.804E+01 0.100E+01 0.100E+01
25 0.100E+01 -0.646E+02 -0.987E+01 0.670E+01 0.904E+01 0.100E+01 0.100E+01
26 0.100E+01 -0.821E+02 -0.185E+02 0.770E+01 0.100E+02 0.100E+01 0.956E+00
27  0.100E+01 -0.949E+02 -0.109E+02  0.870E+01 0.100E+02 0.100E+01 0.000E+00
28 0.100E+01 -0.107E+03 -0.528E+01 0.970E+01 0.100E+02 0.100E+01 0.000E+00
29 0.100E+01 -0.117E+03 -0.169E+01 0.107E+02 0.100E+02 0.100E+01 0.000E+00
30 0.100E+01 -0.127E+03 -0.890E-01 0.117E+02 0.100E+02 0.100E+01 0.000E+00
31 0.100E+01 -0.130E+03  0.000E+00  0.120E+02 0.100E+02 0.298E+00 0.000E+00
ABBRUCHKRITERIUM ERREICHT!
X = 0.120000000000000E+02 0.1000000000000000E+02
H = 0.298268630399873E+00 0.0000000000000000E+00
T = 1.00000000000000
F = -130.000000000000
G = 0.000000000000000E+000
O

Wir modifizieren obiges Beispiel, indem die zweite Nebenbedingung in A vernach-

lassigt wird.

Beispiel 7.1.2. Gegeben seien

1
f(x1,x2) = E(xlz + x5 — 4x1x2) — X1,

g1(x1,x2) = 100 — (x1 — 12)* = x3,

A=(01),

b = (10).

Das Optimimum wird in £ = (21, 10) T angenommen. Abbildung 7.2 zeigt die vom
Algorithmus berechneten Iterierten. Am Ende der Ausgabe oszilliert die Suchrichtung
zwischen den Richtungen (1,0) " und (—1,0) T, wobei die Schrittweite ¢ sehr klein

ist. Allerdings befindet sich der Algorithmus schon nahezu in der Losung.
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Ausgabe des Algorithmus:

14

12

10

Abbildung 7.2. Iterierte der Methode der zuldssigen Richtungen.

ITER T F(X) G(X) X1 X2 H1 H2
1 0.100E+01 -0.500E+00 -0.210E+02  0.100E+01 0.000E+00 0.100E+01 0.000E+00
2 0.100E+01 -0.200E+01 -0.220E+02  0.100E+01 0.100E+01 0.000E+00 0.100E+01
3 0.100E+01 -0.600E+01 -0.400E+01 0.200E+01 0.200E+01 0.100E+01 0.100E+01
4 0.250E+00 -0.731E+01 -0.125E+00  0.225E+01 0.225E+01 0.100E+01 0.100E+01
5 0.781E-02 -0.736E+01 -0.793E-02 0.226E+01 0.226E+01 0.100E+01 0.100E+01
50 0.763E-05 -0.170E+03 -0.810E+02  0.210E+02 0.100E+02 0.100E+01 0.000E+00
51 0.381E-05 -0.170E+03 -0.810E+02  0.210E+02 0.100E+02 -0.100E+01 0.000E+00
52 0.191E-05 -0.170E+03 -0.810E+02  0.210E+02 0.100E+02 0.100E+01 0.000E+00
53 0.954E-06 -0.170E+03 -0.810E+02 0.210E+02 0.100E+02 -0.100E+01 0.000E+00
54  0.477E-06 -0.170E+03 -0.810E+02  0.210E+02 0.100E+02 0.100E+01 0.000E+00
0.238E-06 -0.170E+03 -0.810E+02  0.210E+02 0.100E+02 -0.100E+01 0.000E+00

55

7.2 Lagrange-Newton-Verfahren

Beispiel 7.2.1. Gegeben sei das folgende Optimierungsproblem.

Minimiere 2)c‘11 + xg + 4x% —X1x2 + 6x§
u.d. N.

g(x1,x2) =2x1 —x2 +4=0, x;,x2 € R!

O
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Die Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion lautet

24x7+8 -1
‘z”("’”_( -1 12x§+12)‘

&£ xx ist symmetrisch und strikt diagonaldominant und damit positiv definit. Der Rang
von g’(x1,x2) = (2 —1) ist eins. Damit ist das Lagrange-Newton-Verfahren wohl-
definiert. Es liefert folgende Ausgabe:

K X1 X2 LAMBDA F I1GI KKT

0 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.4000000E+01 0.0000000E+00
1 -0.1769231E+01 0.4615385E+00 0.7307692E+01 0.3425678E+02 0.0000000E+00 0.4430580E+02
2 -0.1452392E+01 0.1095216E+01 0.1660806E+02 0.2756373E+02 0.0000000E+00 0.5155006E+01
3 -0.1467844E+01 0.1064313E+01 0.1904961E+02 0.2754452E+02 0.0000000E+00 0.1497799E-01
4 -0.1467948E+01 0.1064104E+01 0.1905680E+02 0.2754452E+02 0.0000000E+00 0.6772438E-06
5 -0.1467948E+01 0.1064104E+01 0.1905680E+02 0.2754452E+02 0.0000000E+00 0.7944109E-14

7.3 Sequentielle Quadratische Programmierung

Beispiel 7.3.1. Abbildung 7.3 zeigt die £1-Bewertungsfunktion fiir verschiedene Wer-
te von 7 fiir das Optimierungsproblem 7.5.1 mit den Daten m’ = 2, m = 3 und

fx.y)=(x=27+(y-3)>
g1(x,y) =y +2x> -2,

g y)=x*—y—1,

1

() =y + o
X,y) = - ——.
83 Yy y B B

Die optimale Losung ist gegeben durch

W= W

mit Lagrange-Multiplikator A= (0,0,28/5) . Die Ungleichungsrestriktionen g;
und g5 sind nicht aktiv in X. O

Beispiel 7.3.2. Betrachte das ,,Hexagon-Problem®, vgl. [58]:
Minimiere
f(x) = —x2x6 + X1X7 — X3X7 — X5X8 + X4X9 + X3Xg

unter den Nebenbedingungen x € R®,
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und
Xo—x120, x3—x2>0, x3—x4>0, x4—x5=>0

sowie
x?4+x2 <1,
(x2 — x1)* + (x7 — x6)* < 1.
(x3—x)*+x2 <1,
(x1 = x4)* + (x6 —x8)* < 1,
(x1 = x5)* + (x6 — X9)* < 1,
x% +x% <1,
(x3—x2)? +x3 <1,
(xa —x2)* + (xg — x7)* < 1,
(x2 —x5)% + (x7 — x0)* < 1,
(xa —x3)? +x3 <1,
(xs —x3)* + x5 <1,
X3+ x3 <1,
(x4 —x5)% + (xo — x8)* < 1,
x% +x§ <I1!

Startschitzung:

x% = (0.1,0.125,2/3,0.142857,1/9,0.2,0.25,—0.2, —0.25) T.

Die Startschétzung der Multiplikatoren ist Null.
An der Ausgabe des SQP-Verfahrens sieht man sehr schon die superlineare Kon-
vergenz in den letzten Iterationen des Verfahrens:

SQP VERSION 1.4 (C) Matthias Gerdts, UniBW Muenchen, 2010

NUMBER OF VARIABLES : 9

NUMBER OF CONSTRAINTS : 18

METHOD :  SEQUENTIAL QUADRATIC PROGRAMMING (SQP)
MERIT FUNCTION ¢ L1-PENALTY FUNCTION

MULTIPLIER UPDATE RULE ¢ POWELL

OPTIMALITY TOLERANCE : 0.149E-07

FEASIBILITY TOLERANCE : 0.100E-11

LINE SEARCH PARAMETER : SIGMA= 0.100E+00 BETA= 0.900E+00
MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS : 10000

INFINITY : 0.100E+21

ROUNDOFF TOLERANCE : 0.300E-12
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REAL WORK SPACE PROVIDED H 5338 NEEDED : 5338
INTEGER WORK SPACE PROVIDED H 82 NEEDED : 82
ITER QPIT T 0BJ NB KKT PEN IDI DELTA
0 0 0.0000E+00 -0.3134920277777778E+00  0.0000E+00  0.5667E+00  0.4243E+01  0.0000E+00  0.0000E+00
1 7 0.1000E+01 -0.1593788677043482E+01  0.7834E+00  0.1217E+01  0.2138E+01  0.8139E+00  0.0000E+00
2 10 0.1000E+01 -0.1520709520745054E+01  0.3302E+00  0.2969E+00  0.1236E+01  0.4374E+00  0.3790E+00
3 3 0.1000E+01 -0.1388511910024717E+01  0.7326E-01  0.7589E-01  0.7931E+00  0.1180E+00  0.1801E+00
4 3 0.1000E+01 -0.1352359503836702E+01  0.4336E-02  0.9657E-02  0.6253E+00  0.4386E-01  0.3948E-01
5 3 0.1000E+01 -0.1349928698009139E+01  0.2504E-04  0.4006E-02  0.5547E+00  0.7860E-02  0.2493E-02
6 3 0.1000E+01 -0.1350018091962160E+01  0.7467E-04  0.3736E-02  0.5284E+00 0.1358E-01  0.1478E-04
7 3 0.1000E+01 -0.1349983850538642E+01  0.2758E-04  0.1499E-02  0.5174E+00 0.6417E-02 0.6179E-04
8 3 0.1000E+01 -0.1349963012462895E+01  0.2394E-06  0.2028E-03  0.5128E+00  0.4120E-03  0.2106E-04
9 3 0.1000E+01 -0.1349962886083232E+01  0.8269E-09  0.1035E-04 0.5106E+00  0.4345E-04  0.1275E-06
10 3 0.1000E+01 -0.1349962885862414E+01  0.3006E-11  0.3058E-06  0.5096E+00  0.2714E-05  0.2240E-09
11 3 0.1000E+01 -0.1349962885860211E+01  0.2665E-14  0.4422E-08  0.5091E+00  0.5736E-07  0.2205E-11
KKT CONDITIONS SATISFIED (IER= 0)!
SOLUTION:
0BJ = -0.134996288586E+01
KKT = 0.442188709872E-08
CON = 0.266453525910E-14
X =
0.609466533605E-01
0.597649303530E+00
0.100000000000E+01
0.597649303430E+00
0.609466532473E-01
0.343771453389E+00
0.500000000086E+00
-0.499999999913E+00
-0.343771453079E+00
CONSTRAINT LB VALUE UB STATUS LAMBDA
1 0.000000000000E+00 0.609466533605E-01 0.100000000000E+21 IA 0.000000000000E+00
2 -0.100000000000E+21 0.597649303530E+00 0.100000000000E+21 IA 0.000000000000E+00
3 -0.100000000000E+01 0.100000000000E+01 0.100000000000E+01 UB 0.687542905220E+00
4 -0.100000000000E+21 0.597649303430E+00 0.100000000000E+21 IA 0.000000000000E+00
5 0.000000000000E+00 0.609466532473E-01 0.100000000000E+21 IA 0.000000000000E+00
6 0.000000000000E+00 0.343771453389E+00 0.100000000000E+21 IA 0.000000000000E+00
7 0.000000000000E+00 0.500000000086E+00 0.100000000000E+21 IA 0.000000000000E+00
8 -0.100000000000E+21 -0.499999999913E+00 0.000000000000E+00 IA 0.000000000000E+00
9 -0.100000000000E+21 -0.343771453079E+00 0.000000000000E+00 IA 0.000000000000E+00
CONSTRAINT LB VALUE UB STATUS LAMBDA
10 0.000000000000E+00 0.536702650169E+00 0.100000000000E+21 IA 0.000000000000E+00
11 0.000000000000E+00 0.402350696469E+00 0.100000000000E+21 IA 0.000000000000E+00
12 0.000000000000E+00 0.402350696569E+00 0.100000000000E+21 IA 0.000000000000E+00
13 0.000000000000E+00 0.536702650183E+00 0.100000000000E+21 IA 0.000000000000E+00
14 -0.100000000000E+21 0.121893306721E+00 0.100000000000E+01 IA 0.000000000000E+00
15 -0.100000000000E+21 0.312457093502E+00 0.100000000000E+01 IA 0.000000000000E+00
16 -0.100000000000E+21 0.100000000000E+01 0.100000000000E+01 UB 0.831840615517E-01
17 -0.100000000000E+21 0.100000000000E+01 0.100000000000E+01 UB 0.320262488778E+00
18 -0.100000000000E+21 0.472715248235E+00 0.100000000000E+01 IA 0.000000000000E+00
19 -0.100000000000E+21 0.607184690097E+00 0.100000000000E+01 IA 0.000000000000E+00
20 -0.100000000000E+21 0.411886083036E+00 0.100000000000E+01 IA 0.000000000000E+00
21 -0.100000000000E+21 0.100000000000E+01 0.100000000000E+01 UB 0.199298328651E+00
22 -0.100000000000E+21 0.100000000000E+01 0.100000000000E+01 UB 0.320262487286E+00
23 -0.100000000000E+21 0.411886082942E+00 0.100000000000E+01 IA 0.000000000000E+00
24 -0.100000000000E+21 0.100000000000E+01 0.100000000000E+01 UB 0.831840660982E-01
25 -0.100000000000E+21 0.607184689804E+00 0.100000000000E+01 IA 0.000000000000E+00
26 -0.100000000000E+21 0.312457093559E+00 0.100000000000E+01 IA 0.000000000000E+00
27 -0.100000000000E+21 0.121893306494E+00 0.100000000000E+01 IA 0.000000000000E+00
O

Beispiel 7.3.3. Das folgende Beispiel bezieht sich auf die etwas allgemeinere Aufga-
benstellung:

X
Ax

IA
=

1
Minimiere ExTWx—I—ch u.d.N. <
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Dabei ist
—00 5
) 11 —1 2
W=( ), c=(1), A= -11}|, [I= 0 , u=15
10 —00 2
—00 5

Der Algorithmus liefert fiir die Startschitzung x° = (5,0) T die folgende Ausgabe:

STARTE QP LOESER

INITIALES X IST ZULAESSIG!
STARTE OPTIMIERUNGSPHASE ...

ITER 0BJ GRAD CON DX
0 0.2250E+02 0.7000E+01 0.0000E+00 0.0000E+00
DEAKTIVIERE BESCHRAENKUNG 1 MIT MULTIPLIKATOR LAMBDA = -6.0000000000000000
1 0.2250E+02 0.6000E+01 0.0000E+00 0.0000E+00
AKTIVIERE BESCHRAENKUNG 2 VOM TYP UB
2 0.1450E+02 0.1000E+01 0.0000E+00 0.4243E+01
DEAKTIVIERE BESCHRAENKUNG 3 MIT MULTIPLIKATOR LAMBDA = -5.0000000000000000
3 0.1450E+02 0.5000E+01 0.0000E+00 0.0000E+00
AKTIVIERE BESCHRAENKUNG 4 VOM TYP UB
4 0.4000E+01 0.2000E+01 0.0000E+00 0.5000E+01
DEAKTIVIERE BESCHRAENKUNG 2 MIT MULTIPLIKATOR LAMBDA = -5.0000000000000000
5 0.4000E+01 0.5000E+01 0.0000E+00 0.0000E+00
AKTIVIERE BESCHRAENKUNG 3 VOM TYP LB
6 0.6661E-15 0.1500E+01 0.0000E+00 0.3536E+01
DEAKTIVIERE BESCHRAENKUNG 4 MIT MULTIPLIKATOR LAMBDA = -0.5000000000000000
7 0.6661E-15 0.5000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
8 -0.2500E+00 0.4441E-15 0.1110E-15 0.7071E+00

ENDE DES QP LOESERS

7.4 Multiplier-Penalty-Methoden

Beispiel 7.4.1. Gegeben sei das nichtlineare Optimierungsproblem

Minimiere xz-i-y2 udN. x—y—-1=0!

Die erweiterte Lagrange-Funktion lautet

La(r,y.doe) =37 432 + S =y = D2+ Al =y - ).

Anwendung der Multiplier-Penalty-Methode mit Startwerten

(x%,y% = (0,0), A°=0, «°

liefert das folgende Resultat:
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K X Y LAMBDA ALPHA F(X,Y) 1G(X,Y) |
0 0.00000E+00  0.00000E+00 0.00000E+00  0.10000E+01 0.00000E+00  0.10000E+01
1 0.25000E+00 -0.25000E+00 -0.50000E+00  0.10000E+02 0.12500E+00  0.50000E+00
2 0.47727E+00 -0.47727E+00 -0.95455E+00  0.10000E+02 0.45558E+00  0.45455E-01
3  0.49793E+00 -0.49793E+00 -0.99587E+00  0.10000E+02 0.49588E+00  0.41322E-02
4  0.49981E+00 -0.49981E+00 -0.99962E+00 0.10000E+02 0.49962E+00  0.37566E-03
5  0.49998E+00 -0.49998E+00 -0.99997E+00  0.10000E+02 0.49997E+00  0.34151E-04
6  0.50000E+00 -0.50000E+00 -0.10000E+01 0.10000E+02 0.50000E+00  0.31046E-05
7  0.50000E+00 -0.50000E+00 -0.10000E+01 0.10000E+02 0.50000E+00  0.28224E-06
8 0.50000E+00 -0.50000E+00 -0.10000E+01 0.10000E+02 0.50000E+00  0.25658E-07
9  0.50000E+00 -0.50000E+00 -0.10000E+01 0.10000E+02 0.50000E+00  0.23325E-08
O

7.5 Aufgaben

Aufgabe 7.5.1 (vgl. [52, Aufg. 6.2]). Die stetig differenzierbare Funktion f : R — R
soll mittels der iterativen Vorschrift

¥ =yl b dh, dii=—f'(xXY), i=0,1,2,...

mit gegebener Startschitzung x® minimiert werden. Zur Bestimmung geeigneter
Schrittweiten «; > 0 kann die Armijo-Regel verwendet werden:
(i) Gegeben seien Zahlens > 0, 8 € (0,1) und o € (0, 1/2). Setze o := 5.

(i1) Falls die Bedingung
fo' e d) — [ <0 e fi(x) - d! .1

erfiillt ist, setze «; := o und beende das Verfahren. Andernfalls gehe zu (iii).

(iii) Setze o := B - @ und gehe zu (ii).

Eine Variante des Verfahrens ist die Armijo-Regel mit Aufweitung:
(i) Gegeben seien Zahlen s > 0, 8 € (0,1) und o € (0,1/2). Setze o :=s.
(i1) Falls (7.1) nicht erfiillt ist, verfahre wie bei der Armijo-Regel. Andernfalls gehe
zu (iii).
(iii) Setze «j := «. Setze dann o := % (Aufweitung) und gehe zu (iv).
@iv) Ist(7.1) erfiillt, gehe zu (iii). Andernfalls beende das Verfahren mit Schrittweite
o;.
Programmieren Sie die Armijo-Regel und die Armijo-Regel mit Aufweitung und

testen Sie das Programm an den folgenden Beispielen mit Startwert x° = 0 und
Konstanten s = 1, 8 = 0.9,0 = 107

(a) .f(X) = __XZ%FZ
() f(x) = (x +0.004)5 — 2(x + 0.004)*
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(©) f(x) = wlcr1)y/(1 =x)2+c3 + wlc)y/x2+ e mitw(c) = V1+c%2—c¢
und ¢; = 0.01, ¢, = 0.001 bzw. ¢1 = 0.001, ¢, = 0.01.

Aufgabe 7.5.2. Sei f : R"” — R stetig differenzierbar und konvex und A € R"™*",
Gegeben sei die nichtlineare Optimierungsaufgabe
Minimiere  f(x)
u.d. N. Ax =b, x e R* !
(a) Formulieren Sie notwendige und hinreichende Optimalititsbedingungen fiir das
Optimierungsproblem.

(b) Sei f zusitzlich zweimal stetig differenzierbar, die Hesse-Matrix V2 f sei po-
sitiv definit, und der Rang von A sei gleich m.

Schreiben Sie ein Programm, welches die notwendigen Bedingungen aus (a)
mit Hilfe des Newton-Verfahrens 16st.

(c) Testen Sie Ihr Programm an folgendem Beispiel

Minimiere 2x‘11 + xg + 4x% —X1x3 + 6x§
u.d. N. 2x1 — xp = —4, X1,X2€R!
Aufgabe 7.5.3. Gegeben sei das nichtlineare Optimierungsproblem
Minimiere  f(x)
u.d. N. gix)<0 (@G=1,...,m),
xeX ={xeR"” : Ax <b, x > Ogn}!
Dabei seien f und g; (i = 1,...,m) stetig partiell differenzierbar sowie A € R?*"
und b € RY.
Esbezeichne S :={x € X : gi(x) <0G =1,...,m)} die zuldssige Menge des
Problems. Weiter sei I (x) :={i € {1,...,m} : —a < g;i(x)}.
Implementieren Sie das Verfahren der zuldissigen Richtungen:
(i) Gegeben seien Parameter A > O und & > O und ein x° € S. Setze k := 0.

(i) Lose das folgende Hilfsproblem:
Minimiere y beziiglich h € R" und y € R unter den Nebenbedingungen
VIS Th <y,
i) + Vg () Th<y (i ela(x")).
xk 1 he X,
[loo < A

Die Optimallosung sei 2% und yg.
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(iii) Falls die Optimallosung des Hilfsproblems y; > 0 erfiillt, STOP.
(iv) Lose das folgende eindimensionale Hilfsproblem:

Minimiere
F(x* 4 th¥)
beziiglich 0 <t < 1 unter der Nebenbedingung
xkrinkes

Verwenden Sie hierfiir das modifizierte Armijo-Verfahren 7.2.8.
(v) Setze kL= xk 4 tkhk, wobei 3 Losung des Hilfsproblems in (iv) sei. Setze
k :=k + 1 und gehe zu (ii).
Wihlen Sie A = 1, = 1073, 6 = 1073, § = 0.5 und x° = (0,0) " und testen
Sie das Programm an folgenden Beispielen:

@n=2m=1,qg=1,
| 2
f(x1,x2) = E(xl + x5 —4x1x2) — X1,
g1(x1,x2) = 100 — (x1 — 12)* — x3,
A=(01), b=1(10).
b)yn=2,m=1,q =2,

1
f(x1.x2) = E(X% + x3 — 4x1x2) — X1,

g1(x1.x2) = 100 — (x1 — 12)* — x3,

01 10
(00 (1)
Aufgabe 7.54. Seien f,gi : R" — R (i = 1,...,m) stetig partiell differenzierbar
und konvex und ; : R” — R (j = 1,..., p) affin linear. Sei (X, A, ft) KKT-Punkt
des Standardoptimierungsproblems
Minimiere  f(x)
u.d. N. gix) <0 (G=1,...,m),
hi()=0 (j=1l...p!

Zeigen Sie: Es gibt @ > 0, so dass X fiir alle @ > @ ein Minimum der /,-Bewer-
tungsfunktion

loo(x;0) = f(x) + amax{0, g1(x),.... gm(x), [ (X)]..... |hp(X)[}

ist.



116 Kapitel 7 Verfahren der nichtlinearen Optimierung

Aufgabe 7.5.5. Betrachte das Optimierungsproblem
Minimiere  f(x) = x? 4+ 4x3 + x5 w.d N. g(x)=—x,<0!

Das Problem soll mit der Penalty-Methode und der Bewertungsfunktion
o
P(xia) = f(x) + 3 max{0. g(x))”

gelost werden.

(a) Bestimmen Sie die globale Losung X des Optimierungsproblems und den zuge-
horigen Multiplikator A.

(b) Berechnen Sie fiir @ > 0 das globale Minimum x (&) von P (x; ).

(c) Zeigen Sie limg—soo X (@) = X und limg—, o0 @ max{0, g(x(a))} = A

(d) Wie verhilt sich die Konditionszahl der Hesse-Matrix V2, P(x(a);a) fiir
o — oo?

Aufgabe 7.5.6. Gegeben sei das restringierte Optimierungsproblem
Minimiere  f(x1,x3) = X1 + X2
u.d. N. gl(xl,xz)=xf—xz=0!

Berechnen Sie mit dem Lagrange-Newton-Verfahren (Handrechnung) fiir x® = 0 und
A% £ 0 die Losung des Problems. Welchen Einfluss hat der Startwert 1°?

Aufgabe 7.5.7 (vgl. [53, Aufg. 5.21]). Anstatt die /;-Penalty-Funktion zur Schritt-
weitenbestimmung im globalen SQP-Verfahren zu verwenden, kann sie auch im
Trust-Region-SQP-Verfahren eingesetzt werden. Dies fiihrt auf das S/{QP-Verfahren
von Fletcher, bei dem Hilfsprobleme der folgenden Form geldst werden miissen:

1 m
Minimiere EdTde +1 Zmax{O, gi (xk) + Vg; (xk)Td}

i=1

p
+a Y |hi(xF) + Vhi(*)Td|
j=1
u.d.N. [dlloo < Ar!

Zeigen Sie, dass man das Hilfsproblem als quadratisches Optimierungsproblem schrei-
ben kann.

Aufgabe 7.5.8. Gegeben sei die Funktion F : R” — R” und ein Startwert x° € R”.
Implementieren Sie das (Quasi-)Newton-Verfahren

AGXHAX = —F(xY),

Xl =xI + AX, i=0,1,2,...
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zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems F'(x) = Ogrr. Programmieren Sie
die folgenden drei Varianten des Verfahrens:

(a) klassisches Newton-Verfahren mit A(x) := F’/(x);

(b) finite Differenzen-Approximation der Jacobimatrix F’(x), bei der die Matrix
A(x) = (Ajk(x))k=1""’" gegeben ist durch

j=1,...,n
Fi(x + hjer) — F;(x) .
Aje(x) 1= HETRIOZIED (=1,
1
wobei ¢ den k-ten Einheitsvektor bezeichnet, die Schrittweite &; sei durch
hi = i()—%l gegeben, wobei i den Iterationsindex des Newton-Verfahrens be-
zeichnet;

(c) vereinfachtes Newton-Verfahren mit A(x’) := F’(x°) firi = 0,1,2,....

Berechnen Sie mit Hilfe der obigen Verfahren fiir x® = (4,2.5) T einen stationiren
Punkt fiir die Funktion von Himmelblau

fy)=>+y 1>+ (x + y*> =72

Dokumentieren Sie die Konvergenzgeschwindigkeiten der jeweiligen Varianten, in-
dem Sie die Quotienten

It — &
[[xf — %[
fir p = 1,2und i = 0,1,2,...,15 betrachten, wobei X die exakte Losung be-

zeichnet. Ein stationiirer Punkt der Funktion von Himmelblau ist durch £ = (3,2) "
gegeben.

Aufgabe 7.5.9. Losen Sie das folgende nichtlineare Optimierungsproblem mit dem
Innere-Punkte-Verfahren.

Minimiere x; u.d.N. (x;—4)%+x2-16<0!

Aufgabe 7.5.10. Losen Sie das folgende nichtlineare Optimierungsproblem mit dem
Penalty-Verfahren.

Minimiere x1 4+ xp u.d.N. x% —x =0

Aufgabe 7.5.11. Fiihren Sie fiir die Funktion f(xq,x2) = x% + IOOx% und Start-
vektor x° = (1,0.01)T das Verfahren des steilsten Abstiegs mit Suchrichtung d¥ =
—V f(x¥) und exakter Schrittweitenstrategie durch eindimensionale Minimierung
von f(x* 4+ ad¥) beziiglich « durch.
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k

Geben Sie eine explizite Darstellung der Iterierten x* an, und zeigen Sie, dass

Amax — Amin \ >
k+1y *Y max min ky *
PR = ) = () (k) - fa)
gilt, wobei Ay bzw. Anin den groBten bzw. kleinsten Eigenwert der Hesse-Matrix
A = V2 f(x*) mit x* = (0,0) T bezeichnen (die Konvergenz der Zielfunktionswerte
ist also nur linear).

Aufgabe 7.5.12. Betrachten Sie das vereinfachte Newton-Verfahren
Xk =k (V20T VAR, k=012,

zur Minimierung der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : R” — R. Es sei
% ein stationdrer Punkt von £, und V? f(%) sei invertierbar. Zeigen Sie:

Es existiert eine Umgebung U von X, so dass das vereinfachte Newton-Verfahren
fiir alle x° € U wohldefiniert ist und eine gegen £ linear konvergente Folge (xk) keN
liefert.

Aufgabe 7.5.13. Gegeben sei eine symmetrische und positiv definite Matrix H €
R"™*", Zeigen Sie: Die BFGS-Updatematrix

w1 (Hd)(HA)T
yTd dTHd

Hy=H+ d=x*—x y=V ") -V

ist genau dann positiv definit, wenn d Ty > 0 ist.



Kapitel 8
Diskrete dynamische Optimierung

8.1 Methode der dynamischen Programmierung

Beispiel 8.1.1. Wir 16sen das folgende Problem mit der Methode der dynamischen
Programmierung:

N-1
Minimiere — Z c(1—=uj)y(j)
j=0
u.d.N. yG+1)=y{)0940.6u(j) (j=0,....N—1),
y(0) =k,
u(j) €1[0,1] (j=0,....N—1)!

Dabeiseik >0, ¢ >0und N = 5.

Wegen k > 0 und u(j) > O sind alle zuldssigen Trajektorien y(j) > O fiir
alle j = 0,..., N, das nutzen wir gezielt aus bei der Auswertung der Rekursio-
nen V(ty, x) = infyey(y,x) (N, x,u) und V(t;, x) = infyeyq; ole(, x, u) +
Vit ¥t 50} (= 0o N = 1),

Da u(5) in der Zielfunktion nicht vorkommit, ist V(5,x) := 0 (x € R) und die
GroBe von u* (5, x) unerheblich. Damit konnen wir die Rekursion

V(j,x)= Or<r}4ir<11{—cx(1 —u)+ V(j +1,x(0.9+ 0.6u))}

mit j = 4 starten, der Zustand x variiert dabei in jeder Stufe in R4 4:

V(4,x) = OEBEI{—CX(I —u)+0} =—cx, u*@4,x)=0.

V(@3,x) = Or<ni21{—cx(1 —u)+ V(4,x(0.9 4+ 0.6u))}

min {—cx(1 —u) —cx(0.9+ 0.6u)}
O<u<l

=cx min {—~1.94+ 04u} =—1.9cx, u*(3.,x)=0.
O<u<l

V(2,x) = Oinigl{—cx(l —u) + V(3,x(0.9 4+ 0.6u))}

min {—cx(1 —u) —1.9¢x(0.9 + 0.6u)}
0<u<l

=cx min {-2.71 —0.14u} = —2.85cx, u*(2.x)=1.
0<u<l
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V(l,x) = min {—cx(1 —u)+ V(2,x(0.9 4+ 0.6u))}
0<uc<l
= min {—cx(1 —u)—2.85¢x(0.9 4+ 0.6u)}
O<uc<l
= cx min {—3.565—0.71u} = —4.275cx, u*(1,x)=1.
O<u<l
V(0,x) = min {—cx(1 —u) + V(1,x(0.9 + 0.6u))}
0<u<l
= min {—cx(1 —u) —4.275¢x(0.9 + 0.6u)}
0o<u<l
= cx min {—4.8475—1.565u} = —6.4125¢cx, u*(0,x) = 1.
0<u<l

Die optimale Steuerung lautet damit

10)=a() =a2) =1, a(3)=u(4) =0.

Vorwirtsrechnung liefert

Y(0) =k,
$(1) = 1.5k,
$(2) =225k,

$(3) = 3.375 -k,
$(4) = 3.0375 -k,
$(5) = 2.73375 - k.

Der Optimalwert ist

—cy(3) —cy(4) = —6.4125-¢ - k. O

8.2 Aufgaben

Aufgabe 8.2.1 (vgl. [18, Aufg. 8.9]). Ein Personalleiter bewertet den Nutzen von
vier Mitarbeitern fiir ein Projekt mit 3,5,2 und 4. Die Kosten der Mitarbeiter sind
mit 30, 50,20 und 40 Geldeinheiten angegeben. Insgesamt stehen 90 Geldeinheiten
zur Verfiigung. Entscheiden Sie mit Hilfe der dynamischen Programmierung, welche
Mitarbeiter der Personalleiter fiir das Projekt auswihlen soll.
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Aufgabe 8.2.2. Finden Sie fiir k > 0,¢ > 0, b = 0.6 und N = 5 eine optimale
Losung fiir das Problem

Minimiere ~ —x2(N)
u.d. N. x1(j + 1) =x1(j)(0.9 + bu(j)) (j=0,1,...,N — 1),
x2(j + 1D =x20)+cd-u(j)Hx1(j) (G =0.1,....N—1),
x1(0) =k,
x2(0) =0,

0<u(j)<1 (j=0,1,....N—1)!

Aufgabe 8.2.3. Bei der Sequenzierung von Genen tritt hdufig das Problem auf, zwei
Sequenzierungen des gleichen Gens, z. B. aus verschiedenen Laboren, zu vergleichen.
Es seien ein Alphabet ¥ und zwei Sequenzen s = s7 - - -5, der Linge |s| = m und
t =ty---1, der Ldnge |f| = n mits;,¢; € X gegeben. Des Weiteren sei — ¢ X ein
Liickensymbol. Unter einem Alignment von s und t versteht man das Paar (s’,¢") von
Sequenzen der Linge ! > max{m,n} iiber dem Alphabet ¥ U {—} mit den Eigen-
schaften

(a) |s’'| = || (|s’| bezeichnet die Linge von s’),
(b) s ist eine Teilsequenz von s” und ¢ ist eine Teilsequenz von ¢/,
(c) es gibt keine Position, an der sowohl in s’ als auch in ¢’ das Liickensymbol —
steht, d. h. fiiralle i € {1,...,|s'|} gilt 5] # — oder 1] # —.
Zum Beispiel ist
s": GA-CGGATTAG
1" GATCGGAATAG

ein Alignment der Sequenzen s = GACGGATTAG und ¢ = GATCGGAATAG.
Ziel ist es, fiir s und ¢ Alignments (s’, ") mit maximaler Ubereinstimmung von s’
und ¢" zu ermitteln. Ein Alignment wird dabei durch die Bewertungsfunktion

|s”|

A 1) = 8(s).1))

i=1
bewertet, wobei § auf (X U {—}) x (X U {—}) durch

pla,b), fallsa,be X,

8(a,b) =
-2, fallsa = —,b € Y odera € X,b = —
und p auf ¥ x ¥ durch

(@.b) = I, a=beX (Ubereinstimmung in a und b)
pla.b) = —1, a#b,a,beX (aundb sind verschieden)

definiert sind.
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Leiten Sie ein Verfahren zur Bestimmung eines maximalen Alignments her, z. B.
mit Hilfe der dynamischen Programmierung.
Hinweis: Betrachten Sie eine Matrix mit m + 1 Zeilen und n + 1 Spalten, wobei
Zeile i der bereits abgearbeiteten Teilsequenz s; ---s; und die Spalte j der bereits
abgearbeiteten Teilsequenz 71 - - - ¢; entspricht. Uberlegen Sie, was der Ubergang von
Zeile i nach Zeile i + 1 bzw. von Spalte j nach Spalte j + 1 bedeutet.

Aufgabe 8.2.4 (vgl. [18, Aufg. 8.10]). Ein Unternehmen hat vier Vertreter, die auf
vier Verkaufsgebiete A,B,C,D verteilt werden sollen. Abhéngig von der Anzahl der
Verkaufsberater ergibt sich fiir jedes Verkaufsgebiet ein Umsatz gemif3 folgender Ta-
belle.

Gebiet/Anzahl | 0 | 1 2131 4
A 01]25(48 | 81|90
B 0]35|48 |53 |65
C 0|41 60| 75192
D 0]52|70| 85|95

Wie sind die Vertreter auf die Gebiete aufzuteilen, damit der Gesamtumsatz maxi-
mal wird?

Aufgabe 8.2.5. Das Matrixprodukt
My-Msy---M,

soll moglichst effizient berechnet werden. Die Matrizen M1y, ..., M, konnen dabei
unterschiedliche Dimensionen besitzen, so dass sich abhidngig von der Reihenfolge
der einzelnen Multiplikationen ein unterschiedlicher Gesamtaufwand zur Auswertung
des Produkts ergibt. Leiten Sie eine Rekursionsgleichung fiir den minimalen Gesamt-
aufwand zur Berechnung des Matrixprodukts her.

Aufgabe 8.2.6. Gegeben sei das Optimierungsproblem

n
S T T T
Minimiere E u; Ajuj +2x; Bju; + x; Cjx;
j=1

u.d.N. Xjt1=Djx; + Eju; (j=1,....,n—-1),
Xj+1 € Rm,
,
Uj € R s
X1 = Xxg !
Die Matrizen C; und A; seien symmetrisch. Dariiber hinaus sei A; positiv definit und

C, B; .. . .
( BT A4 ) positiv semidefinit.
J J
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(a) Formulieren Sie die Bellmansche Funktionalgleichung fiir die Wertefunktion
V(xj. J).
(b) Zeigen Sie: Ist V(xj41,j + 1) von der Gestalt

V(Xj+1,J +1) = ij+1Qj+1xj+1

mit symmetrischer, positiv semidefiniter Matrix Q; 1, so ldsst sich V(x;, j)
ebenfalls in der Form

V(xj.j) =x] Qjx;

mit symmetrischer, positiv semidefiniter Matrix Q; schreiben.

Formulieren Sie mit Hilfe der Matrizen Q; 1 und der Bellmanschen Funktio-
nalgleichung optimale Steuerungen u; als Funktionen von x; (Riickkopplungs-
steuerungen).

Aufgabe 8.2.7 (vgl. [168]). Damit ein Computer funktioniert, miissen drei Teilkom-
ponenten A, B und C einwandfrei funktionieren. Um die Zuverlassigkeit des Compu-
ters zu erhohen, konnen Notfallsysteme zu jeder Teilkomponente hinzugefiigt werden.
Es kostet 100 Euro, um die erste Teilkomponente um ein Notfallsystem zu ergénzen.
Die Kosten fiir die zweite und dritte Teilkomponente betragen 300 bzw. 200 Euro.
Es konnen maximal zwei Notfallsysteme pro Teilkomponente eingesetzt werden. Die
Wahrscheinlichkeit, dass jede Teilkomponente funktioniert, ist durch folgende Tabelle
in Abhingigkeit von der Anzahl der eingesetzten Notfallsysteme gegeben.

Anzahl/System | A B C

0 0.85 0.60 0.70
1 090 0.85 0.90
2 095 095 098

Maximieren Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Computer funktioniert, mit Hilfe der
dynamischen Programmierung unter der zusétzlichen Nebenbedingung, dass maximal
600 Euro fiir Notfallsysteme investiert werden diirfen.

Aufgabe 8.2.8. Es seien k Maschinen verfiigbar. Jede der Maschinen kann zwei Auf-
gaben erledigen. Wenn d Maschinen mit der ersten Aufgabe beschiftigt sind, entsteht
ein Ertrag von 3d Einheiten. Sind d Maschinen mit der zweiten Aufgabe beschiftigt,
entsteht ein Ertrag von 2.5d Einheiten. Die Maschinen unterliegen einer Abnutzung,
so dass nach dem Einsatz fiir die erste bzw. zweite Aufgabe nur ein Drittel bzw. zwei
Drittel der eingesetzten Maschinen fiir weitere Aufgaben verfiigbar bleiben. Der Pro-
zess wird mit den verbleibenden Maschinen wiederholt und insgesamt N mal durch-
gefiihrt. Gesucht ist die Anzahl der Maschinen, die in jeder der N Stufen fiir die
beiden Aufgaben eingesetzt werden sollen, damit der Gewinn maximal wird.
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Bestimmen Sie eine Losung des Problems fiir
(@) k =8und N =3,
(b) k =6und N = 3.

Aufgabe 8.2.9. Gegeben sei eine Sequenz S = (s1,...,5,) mits; € N und eine
Zahl k > 1.

Gesucht ist eine Partition der Sequenz S in k paarweise disjunkte Teilsequen-
zen Sy, ... Sk, so dass das Maximum der Summen iiber die Komponenten der Teil-
sequenzen minimal wird.

Leiten Sie mit Hilfe der dynamischen Programmierung einen Algorithmus zur Be-
stimmung einer optimalen Partition her.

Bemerkung: Derartige Loadbalancing-Probleme treten beispielsweise bei der Ver-
teilung von Jobs auf einem Parallelrechner auf. Dabei sind die Jobs 1, ..., n der Gro-
Ben s1, ..., s, moglichst optimal auf k Prozessoren zu verteilen.

Aufgabe 8.2.10 (vgl. [18, Aufg. 8.8]). In einem Produktionsprozess stehen in jeder
Zeitperiode drei Verfahren mit unterschiedlichen variablen Kosten zur Auswahl:

Verfahren I 1II III
Losgrofie 0 15 30
Variable Kosten | 0 500 800

Die Fixkosten bei positiver Produktionsmenge betragen 300 Einheiten je Zeitperi-
ode, die Lagerkosten 15 Einheiten je Stiick und Zeitperiode. Der Bedarf je Zeitperiode
ist durch 25 Einheiten gegeben. Bestimmen Sie einen kostenoptimalen Produktions-
plan fiir drei Zeitperioden, wenn der Lagerbestand zu Beginn 35 Einheiten betrigt
und nach der dritten Periode 20 Einheiten betragen soll. Bei der Berechnung soll an-
genommen werden, dass die Lagerkosten zu Beginn einer Zeitperiode anfallen.

Aufgabe 8.2.11. Gegeben sei das Optimierungsproblem

n
Maximiere E gj(xj,uj)
j=1

u. d. N. Xj+1 = fi(xj,uj) (J=1...,n),
xl Zxa,
Xj4+1 € [x7, Xu] (j=1....,n),

uj € up(xj),uy(x;)] (j=1,...,n)!
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Zur Losung des Problems mit der Bellmanschen Funktionalgleichungsmethode wird
das Intervall [x;, x,] in N dquidistante Teilintervalle der Linge 7 = (x,, — x;)/N
unterteilt:

X={xy+i-h:i=0,...,N}.

X ist die Menge der zuldssigen Zustdnde. Entsprechend wird das Steuerintervall
[u7(xj), uu(x;)] in M; dquidistante Teilintervalle der Linge h; = %_ju’(x’)
unterteilt:

Uxj) ={uj(xj) +i-hy :i=0,....,Mj} (j=1,...,n).

U(x;) ist die Menge der zulédssigen Steuerungen in Schritt ;.
Implementieren Sie den folgenden Algorithmus:

(i) Riickwértsrechnung

1. Setze V(xp41,n 4+ 1) = 0 fiir alle x,4+1 € X.

2. Fiir j =n,n—1,...,1: Firalle x; € X bestimme

V(xj.j) = u_rengé_){gj(xjwuj) + V(i) + 1) fi(xgup) € Do xl}
| @.1)

(i) Vorwirtsrechnung

1. Setze x| = xq4.

2. Fir j =1,2,...,n: Bestimme

uy = argmax {g; (x7,u;) + V(fi(x],u;), j + 1)1 fj(x7,up) € [x7, xu]}

u; €U(x})
(8.2)
* Lk ok
und setze x7 = fj(x7, uy).
Das Programm soll x4, x;, x;, sowie n, N und My, ..., M, als Eingabeparameter

erhalten. Die Funktionen g;, f; sowie u;(x;) und uy, (x;) sollen als benutzerdefinierte
Prozeduren oder Funktionen bereitgestellt werden.

Testen Sie das Programm mit N = 1000und M; = 1(j = 1,...,n) anfolgendem
Rucksackpackproblem:
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‘ Nr. ‘ Gegenstand ‘ Gewicht ‘ subjektiver Wert
1. | Rucksack 1400 g 1.00
2. | Zelt 2600 g 0.88
3. | Isomatte 1200 g 0.92
4. | Schlafsack 1500 g 0.94
5. | Kocher mit Zubehor 1600 g 0.79
6. | 4 Tiitensuppen je30g 0.79
7. | Trinkflasche mit Wasser 1150 g 0.98
8. | Wische 800 g 0.71
9. | Kulturbeutel 300 g 0.74

10. | Handtuch 350 g 0.81
11. | Handy 550 g 0.5

12. | volles Portemonnaie 500 g 0.99
13. | Schreibzeug 300 g 0.52
14. | Wanderkarte 80 g 0.98
15. | Reisefiihrer 200 g 0.58
16. | Tafel Schokolade 100 g 0.98

Das maximale Gewicht sei A = 10 [kg].

Hinweis: Bei der Auswertung von (8.1) bzw. (8.2) werden die Werte V(x; 1,/ + 1)
mit x; 1 = fj(xj,u;) € [x7,xy] bendtigt. Dabei ist x; 1 unter Umstidnden kein
Gitterpunkt aus X, sondernes gilt X :=x; +i-h <xjp1 <x;+(@+1)-h=x+h
fiir einen Index i. Der Wert der Wertefunktion an der Stelle x; 1 wird dann durch
lineare Interpolation der Werte V(x, j + 1) und V(x + h, j + 1) ermittelt:

o Xj41—X : -
Ve j + DR VE+ D)+ 2= (VE+h j+ D)= V(Ej+1).

Aufgabe 8.2.12. Ein Unternehmen, das Autopiloten fiir Flugzeuge herstellt, kann 0,
1 oder 2 Anlagen pro Monat produzieren. Die Firma plant ihre Produktion fiir die
drei folgenden Monate: Juni, Juli, August. Anfang Juni hat sie einen Autopiloten auf
Lager; im Juni, Juli und August will sie einen bzw. zwei bzw. keine Autopiloten ver-
kaufen. Ende August soll wieder ein Gerét auf Lager liegen. Produktions- und Lager-
kosten sind in den folgenden Aufstellungen angegeben, wobei sich die Lagerkosten
auf den Lagerbestand zu Beginn des Monats beziehen.
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Produktion (Autopiloten pro Monat) O 1] 2
Gesamtproduktionskosten (in 1000 Euro) | 15 | 20 | 35

Lagerbestand 0121 3
Gesamtlagerungskosten (in 1000 Euro pro Monat) | 2 | 5 | 9 | 15

Welcher Produktionsplan wiirde fiir die néchsten drei Monate die Gesamtkosten

(Produktions- und Lagerkosten) minimieren?

Aufgabe 8.2.13. Gegeben sei das Problem

N-1

Minimiere Zuz(j)
j=0

u.d. N. X1+ 1) =x1(j)+2x2(j) (j=0,1,....N—1),
x2(j +1) =2u(j) —x2(j) (G =0,1,....N—1),

x1(0) =0,
x1(N) = 4,
x2(0) =0,
X(N)=0!

Losen Sie es fiir N = 5 mit Hilfe

(a) der dynamischen Programmierung,

(b) des diskreten Maximumprinzips.

Aufgabe 8.2.14. Gegeben sei das Problem

Minimiere —x(N)

wdN.  x1( +1) = x1()0.9 + bu(})) (j=01,.. N-—
x2(j +1) =x20j) +c(—u(j)x1(j) (G =0,1,....N—

x1(0) =k,

x2(0) =0,

0<u(j)<1l (j=01,....N—-1)!

D,
b,

Losen Sie es firk = 1,¢ = 1,b = 0.6 und N = 5 mit Hilfe des diskreten Maxi-

mumprinzips.
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Aufgabe 8.2.15. Der Zustand eines technischen oder dkonomischen Prozesses zum
Zeitpunkt ¢ € [to,tr] mit g < f7 sei x(¢) € R”, n € N. Die Dynamik des Prozesses
werde durch die Differentialgleichung

X(1) = f(1) + A@)x (@) + B)u) (€ [to.17])
mit Anfangswert
x(to) = xo

und Funktionen f : [to.tf] — R”, A : [to.tf] — R™" und B : [to,ts] — R«
beschrieben. Die Dynamik kann durch die Steuerung u : [to,tr] — R"*, ny € N,
beeinflusst werden. Ziel ist es, die Zielfunktion

F(u) :=cx(tr)

mit ¢ € R” durch Wahl von u zu minimieren. Zusitzlich unterliegt die Steuerung u
noch Boxbeschrinkungen der Form

up <u(t) < uy

mit Vektoren u;, u,, € R™,u; < u,,. Der Zustand x ist durch die Zustandsbeschriink-
ung

D(@)x (1) —d(t) =0 (t € [t0.17])

mit D : [to, tf] — R"*" ngz € N,und d : [to,ty] — R"< eingeschrinkt.

(a) Diskretisieren Sie das kontinuierliche Optimalsteuerungsproblem, indem Sie
das Intervall [z, 1] dquidistant in

ti=to+ih (=0,....,N), h:= (l‘f—l‘o)/N

unterteilen, die Differentialgleichung auf diesem Gitter mit dem expliziten Euler-
Verfahren diskretisieren und die Beschriankungen auf dem Gitter betrachten.

(b) Formulieren Sie das diskretisierte Problem als lineare Optimierungsaufgabe.

Aufgabe 8.2.16. Sei x(¢) der Vorrat eines erneuerbaren Wertstoffs zum Zeitpunkt
t € [0,T], T > 0, mit Anfangsbestand x(0) = xo > 0. Es gelte die Beschriankung
x(t) = O fiirallet € [0,T]. Es sei 0 < u(t) < 1 die Verbrauchsrate und 0 <
v(t) < 1 die Nachschubrate des Wertstoffs. Beriicksichtigt man noch eine konstante
Verfallsrate § > 0 des Wertstoffs, so kann die Anderung des Vorrats dann durch die
Differentialgleichung

x(t) =v(t) —u()—o6x(), x(0)=xp,
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beschrieben werden. Die Differentialgleichung
Y(t) = cyvu(t) + cxx(t) —cuu(t), y(0) =0

beschreibt die bis zum Zeitpunkt ¢ angefallenen Kosten y(¢). Die Konstanten ¢, > 0,
¢x > Ound ¢;, > 0bezeichnen die Nachschubkosten, die Unterhaltskosten pro Einheit
des Wertstoffs bzw. den VerkaufserlGs. Ziel ist es, die Gesamtkosten

J(u, v) := y(T)

Zu minimieren.
Losen Sie das Problem fiir 7 = 1, xg = 1,8 = 0.5und ¢y, = ¢y = ¢, = 1, indem
Sie es auf dem dquidistanten Gitter

ti=ih (i=0,...,10), h:=1/10

mit dem expliziten Euler-Verfahren diskretisieren und anschlieSend das resultierende
lineare Optimierungsproblem 16sen.

Aufgabe 8.2.17. Gegeben sei der Steuerprozess

Minimiere ||uloo

u.d. N. X@t)=u) (e€]0,T)),
x(0) =x(T) =x(T) =0,
x(0) =1,
u@ =1 @e[0,T])!

Darin ist [|u[|oo := max;e[o, 7] [u(?)].
Diskretisierten Sie das Problem fiir N = 10 und 7" = 3 auf dem Gitter

ti=ih(i=0,....N), h:=T/N.

Formulieren Sie ein lineares Optimierungsproblem zur Losung des diskretisierten
Problems und l6sen Sie es.

Aufgabe 8.2.18. Betrachten Sie ein System aus zwei Wasserbehiltern, wobei x; (¢)
das Wasservolumen in Behilter i und u;(¢) die Abflussrate aus Behilter i € {1, 2}
zur Zeit t bezeichnen.
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x1(1)

u(r)

us(t)

Die Abflussraten und die Wasservolumina sind durch 0 < u; () < 1 bzw. x;(z) > 0
beschrinkt. Die Differentialgleichungen fiir die Wasservolumina lauten

X1(1) = —ui1 (1), x1(0) = 4,
X2(1) = u1(t) —uz(1), x2(0) = 4.

Ziel ist es,
F(ui,uz) := y(10)
zu maximieren, wobei y durch
y(t) = (10 = u1(t) + tuz(t), y(0) =0

gegeben ist. Diskretisieren Sie das Problem mit N = 10 und 16sen Sie das diskreti-
sierte Problem.



Kapitel 9
Evolutioniare Algorithmen

9.1 Numerische Simulation evolutionirer Algorithmen

Beispiel 9.1.1. Wir wenden einen evolutiondren Algorithmus an zur Maximierung
der Funktion

flx,y)=—x*—)?

im Quader —5 < x, y < 5. Der Optimalwert ist fo, = 0, welcher in (x, y) = (0, 0)
angenommen wird.
Der genetische Algorithmus liefert die Losung

(x,y) = (0.00480659, —0.00251774)
mit Funktionswert —2.94423 - 10°:

Generation O: Generation 1:

LI I S S S I .
LK I S S S S .

LI I S S N S .
<
<

LK I S S SN S .
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Generation 50: Generation 100:

- -
= -
= -
- -
S % 5 2 4% H IR S % 5 2 L% 1 IR
Entwicklung des besten Zielfunktionswerts Entwicklung des schlechtesten Zielfunktionswerts
0 0 T T ;
.l — 1 ; & o ‘e om ."h'f.toﬁ
02 (e | Se * o oo° o, o op * o
‘ 40 %9 ¢ ° *
03t E 5l . .
-0.4 .o
05 ¢ 1 20 9 . . 1
-0.6 1 25 ‘....'-0 e ® %Bego0 @ o0 oo0
-0.7 b
-30
-0.8
-09 [ 35
-
1 . . . . 40 . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Generation Generation O

Das folgende Beispiel ist ein ebenfalls akademisches Beispiel zur Maximierung
einer nichtdifferenzierbaren Funktion.

Beispiel 9.1.2. Wir wenden einen evolutiondren Algorithmus an zur Maximierung

der Funktion N

100 =37

im Intervall —10 < x < 10, wobei round(x) die Zahl x auf die ndchstgelegene ganze
Zahl rundet. Der Optimalwert ist fo, = 1/3, welcher an den Punkten x = 1 und
x = 2 angenommen wird. Beachte, dass die Funktion f sehr viele lokale Minima
und Maxima besitzt und nicht differenzierbar ist, so dass lokale, gradientenbasierte
Verfahren nicht anwendbar sind.

Der erste Lauf liefert die Losung x = 1.99939 mit Funktionswert 0.332757:

— |x — round(x)|

Population der Generation 0 Population der Generation 1

-1 -1
-109-8-7-6-5-4-3-2-1012345678910 -109-8-76-54-3-2-10123456738910
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Population der Generation 10

10-9-8 -7 -6 fiatio dertadnératiohi 5 & 7 8 910

Entwicklung des besten Zielfunktionswerts

Population der Generation 25

Entwicklung des schlechtesten Zielfunktionswerts

0.34 T T T T T T T T T 0.4 T T T T T T T T T

0.33 g e 8™ ° oe? « ®

0.32 - ] 0.2 . ® ° o® o .
- YY) % .

0;; [ 1 0r e o °°° el o0 N
i 1 ee © e o ®o
0.29 1 02 0 e’ . 1
0.28 | - J % % @ demn%e ©°
0.07 | "= | 0.4 | 1

L ] .
0.26 o6l |
0.25 g0 1 .
0.24 P S S _ U

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Generation

Generation

Ein zweiter Lauf liefert die Losung x = 0.999924 mit Funktionswert 0.333249:

Population der Generation 0

m;
o b
b
Bl
gl
5

0-9-8-7-6-5- 432101234
Generation

Population der Generation 1

Generation
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Population der Generation 10 Population der Generation 25

i -109-8-7-6-54-3-2-1 0123456738910 i -109-8-76-5-4-3-2-1 0123456738910
PopulaticHeRerai9ration 50 PopulatiofP@8EGéRSration 100

-1 -1
-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 0123456738910 -10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 0123456738910
Generation Generation
Entwicklung des besten Zielfunktionswerts Entwicklung des schlechtesten Zielfunktionswerts
0.34 ———— 0.4
“ad L eoe ° 9
0.32 - L 1 02} ° . .. * oo 1
L
0.3 | w—— 1 ol 00 e et & ®
[ o e . (14 o .l
0.28 | .‘....'o\. .". L4
026 & i 02y * 0 . e Maee’ ™
024 V4re
L]
L i -0.6
022 o o
0.2 S SR 08 . M . . . M .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Generation Generation
Weitere Durchldufe liefern mitunter auch nichtoptimale Losungen! m|

Das folgende Beispiel aus [41] behandelt das Problem, Auftridge in optimaler Rei-
henfolge auf einer Maschine abzuarbeiten.

Beispiel 9.1.3. n Auftrige sollen nacheinander genau einmal durch eine Maschine
bearbeitet werden. Gesucht ist eine optimale Reihenfolge der Auftrige, so dass die
Abarbeitungszeit aller Auftrige auf der Maschine moglichst gering ausfillt. Hierbei
sind Riistzeiten zu beriicksichtigen, die entstehen, wenn Maschinen fiir die Bearbei-
tung einer neuen Aufgabe umgeriistet werden miissen. Die Riistzeiten, die bei einem
Wechsel von Auftrag i auf Auftrag j entstehen, werden mit a;; bezeichnet und in
der Riistmatrix A € R t1Dxn zusammengefasst, welche noch um eine O-te Zeile fiir
einen kiinstlichen Auftrag 0 erweitert wurde, um auch die Riistzeiten fiir den ersten
auszufiihrenden Auftrag beriicksichtigen zu kénnen.
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Das Problem kann als Travelling Salesman-Problem interpretiert werden, bei dem
die Maschine (Handlungsreisender) die n Auftrige (Stidte) abarbeitet (besucht), wo-
bei man auf die Forderung verzichtet, dass die zuerst besuchte Stadt gleich der zuletzt
besuchten Stadt sein muss. Die Matrix A beschreibt dabei die Entfernungen (Dauer
der Riistzeiten).

Gesucht ist hier also eine Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n}, so dass

n—1
ao,m(1) T Z A (i),m(i+1)
i=1
minimal wird.

Bei der Losung dieses Problems mit evolutionédren Algorithmen entspricht jedes In-
dividuum einer Permutation der Menge {1, ..., n}. Details iiber die Konstruktion von
Mutations-, Selektions- und Rekombinationsoperatoren konnen in [41] nachgelesen
werden.

Wir zeigen hier nur exemplarisch einen typischen Verlauf des evolutionédren Algo-
rithmus fiir ein Beispiel mit » = 10 Auftrdgen und der zufillig erzeugten Riistzeit-
matrix

0.000 13.994 3.271 14.127 16.684 1.815 10.202 12.352 10.907 12.830
oo 18.933 5.884 18.860 6.074 11.324 0.000 4.250 1.248 13.484
10.514 oo 16.931 1.268 17.632 13.386 18.992 5.526 0.000 0.729
13.153 11.925 oo 16.424 6.051 11.406 18.239 16.254 3.758 0.000
9.084 2.147 8.079 oo 1.007 0.000 6.292 4.475 18.404 7.540
A=1 17959 8.918 0.000 14.890 oo 1354 8.276 9.178 6.880 0.083
9.907 0.032 12.008 4.630 16.457 oo 16.036 0.000 14.313 19.794
3.841 0.000 1.941 11.921 18.365 2.948 oo 4.657 7.423 4478
12.197 5.382 13.397 15.920 0.273 3.583 17.274 oo 12.762 4.153
8.632 2.669 4.186 0.640 0.000 0.642 18.700 3.335 oo 13.013
3.129 19.179 16.411 0.000 11.099 14.776 8.019 17.174 19.433 00

Betrachtet man die Riistzeitmatrix etwas genauer, so erkennt man sofort, dass die
minimale Gesamtriistzeit in diesem Beispiel gerade O betrdgt. Insofern eignet sich die-
ses Beispiel sehr gut zur Validierung des evolutioniren Algorithmus. Da alle Riistzei-
ten nichtnegativ sind, ergibt sich zusitzlich ein Abbruchkriterium, sobald der Wert 0
erreicht wird. In diesem Beispiel benotigte der Algorithmus 1236 408 Iterationen und
14 Sekunden, um zu einer optimalen Losung zu gelangen, vgl. Tabelle 9.1.

Die errechnete Losung ist:

1-7-2-9-5-3-10-4-6-8

Natiirlich kennt man im Allgemeinen den optimalen Zielfunktionswert nicht, so dass
tiblicherweise leider auch kein iiberpriifbares Abbruchkriterium zur Verfiigung steht.



136 Kapitel 9 Evolutionire Algorithmen

Iteration Zeit Riistzeit
0 00:00:00 | 101.117
1 00:00:00 | 79.747
2 00:00:00 | 67.804
6 00:00:00 | 52.008
40 00:00:00 | 48.447
88 00:00:00 | 45.224
101 00:00:00 | 34.201
356 00:00:00 | 23.008
3488 00:00:00 | 17.409
8077 00:00:00 9.684
16 006 00:00:00 5.443
119858 00:00:01 5.003
2384388 00:00:02 0.913
1236408 | 00:00:14 0.000

Tabelle 9.1. Verlauf des evolutionédren Algorithmus fiir das Maschinenbelegungsproblem
mit Riistzeitmatrix A4.

In diesem Fall ldsst man den Algorithmus eine feste Anzahl von Iterationen durch-
fiihren, die groB3 genug gewihlt sein sollte, damit sich der Fitnesswert nicht mehr

wesentlich d@ndert. Wir verdeutlichen die Vorgehensweise fiir ein Beispiel mit n = 10
Auftrdagen und der zufillig erzeugten Riistzeitmatrix

2.081 10.209 9.430 17.164 5.179 11.983 6.259 6.797 11.491 13.330

oo 8.415 14.034 18.750 3.346 9.334 3.347 11.468 9.083 12.986
12.250 oo 9.607 3.152 11.708 11.942 2.456 7.207 4.814 4.538
12.551 6.895 oo 1.981 4.059 19.927 13.964 10.318 6.723 5.455
3.648 9.821 13.870 oo 8571 17.216 7.016 11.918 8.684 16.099
A= 4.904 0.934 1.182 14.511 oo 12.890 6.453 6.541 0.097 11.266
11.080 12.648 18.161 5.827 14.630 oo 5.753 8.594 12.537 12.477
14.049 16.185 2.297 7.919 13.867 10.868 oo 0.883 2.786 13.820
16.982 7.690 14.754 18.164 2.201 18.840 11.054 oo 5.381 11.152
19.919 16.461 3.800 18.081 2.288 18.430 0.300 8.041 oo 12.837
0.518 1.073 9.022 2.815 8.991 2.889 13.683 14.127 3.772 00
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Der Riistzeitmatrix A kann man eine optimale Losung nicht direkt ablesen. Der

Algorithmus liefert nach 1 000 000 Iterationen das Ergebnis in Tabelle 9.2.

Die Ausfiihrungsdauer betrug 13 Sekunden, und die (nicht gerundete) erreichte
Riistzeit betrdgt 31.587881 fiir die Reihenfolge

1-5-2-10-6-7-8-9-3-4.

Ob diese Reihenfolge tatsdchlich optimal ist, ist nicht klar.

Iteration Zeit Riistzeit
0 00:00:00 | 68.401
29 00:00:00 | 59.611
59 00:00:00 | 55.544
176 00:00:00 | 55.379
238 00:00:00 | 54.355
342 00:00:00 | 54.303
1358 00:00:00 | 38.506
58 649 00:00:01 | 36.418
62077 00:00:01 | 33.828
141440 00:00:02 | 32.231
525875 00:00:07 | 31.588
1000000 | 00:00:13 | 31.588

Tabelle 9.2. Verlauf des evolutionéren Algorithmus fiir das Maschinenbelegungsproblem

mit Riistzeitmatrix A.

O
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