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VORWORT

Vor 10 Jahren, im Oktober 1973, nahmen die ersten Studenten das Studium an
der Hochschule der Bundeswehr Minchen auf. Vorausgegangen war eine auBerst
knapp bemessene Grindungsphase, und es folgte eine Aufbauphase, die durch
Provisorien, durch Experimente mit Studien- und Prifungsordnungen, durch
das Ringen um 6ffentliche Anerkennung und durch Auseinandersetzungen um
eine sich langsam festigende Struktur der Hochschule gekennzeichnet war.

Diese Aufbauphase ist heute weitgehend abgeschlossen.

Der bayerische Kultusminister hat der Hochschule mittlerweile das Promo-
tions- und das Habilitationsrecht verliehen und alle Examina als gleichwer-

tig mit denen der 6ffentlichen Universitdten anerkannt.

Die Forschung ist in Gang gekommen und hdngt wie Uberall in starkem MaBe
von der Drittmittelfdrderung ab. Die personelle und instrumentelle Ausstat-
tung fir Forschung und Lehre, die zundchst zligig nach Plan aufgebaut wurde,
unterliegt freilich inzwischen den an allen Universitdten zu beklagenden
Kiirzungen und Einschrdnkungen. Die neuen Gebdude in Neubiberg erweisen sich
schon als zu sparsam geplant. Und die Zahl der Studenten Ubersteigt das
vorgesehene MaB. Die Hochschule der Bundeswehr hat sich damit zu einer ganz

normalen deutschen Universitdt entwickelt.

Zentren der Lehre und Forschung sind die Institute, in denen fachlich ver-
wandte Lehrstiihle zusammengefaBt sind. Das Institut fir Geoddsie, das wie
die Hochschule nunmehr auf eine zehnjdhrige, arbeitsreiche Aufbauphase zu-

rickblicken kann, vereint in sich die Lehrstihle fir
- Allgemeine Geoddsie
- Ingenieurgeoddsie
- Vermessungskunde

und verfigt lber ein modern ausgestattetes Geoddtisches Labor.



Die Professoren und Wissenschaftlichen Mitarbeiter des Instituts filr Geo-
ddsie haben das Jubildum zum AnlaB genommen, ein Heft der Schriftenreihe
des Wissenschaftlichen Studiengangs Vermessungswesen zu gestalten. Das

Heft enthdlt Einzelbeitrdge aus allen drei Lehrstiihlen des Instituts. Die

Beitrdge Tassen sich in die Themenkreise
- Mathematische Grundlagen
- Netzanalyse und -optimierung
- Landesvermessung
- Instrumentenkunde

gliedern und mégen dem geschdtzten Leser in der Art einer Momentaufnahme

einen Einblick in zur Zeit Taufende Arbeiten des Instituts vermitteln.

Neubiberg, im Oktober 1983

WiThelm Caspary
Albert Schdédlbauer
Walter Welsch
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DER RANG EINER SUMME POSITIV SEMIDEFINITER MATRIZEN
UND EIN BEISPIEL ZUR ANWENDUNG IN DER GEODASIE

von K.A.W. BODE, E.H. KNICKMEYER

SUMMARY

In order to determine the same unknowns according to the GauB-Markoff-model
there exist various groups of observables. If these groups are uncorrelated
with one another, then the matrix of normal equations for a total adjust-
ment is the sum of the normal equation matrices of the individual groups.
The theorem is proved, that such a sum of positive semi-definite matrices
essentially has the rank of the union of the columns or of the rows of the
individual terms of the sum. Different versions of factorization of the
terms of the sum are included. The theorem finds an application in an ana-
lTytically represented example of a three point-levelling-network, observed
at two epochs.

ZUSAMMENFASSUNG

Liegen zur Bestimmung von gleichen Unbekannten entsprechend dem GauB-Mar-
koff-Modell verschiedene Beobachtungsgruppen vor, die untereinander unkor-
reliert sind, dann ist die Normalgleichungsmatrix einer Gesamtausgleichung
die Summe der Normalgleichungsmatrizen der einzelnen Gruppen. Es wird be-
wiesen, daB der Rang einer solchen Summe positiv semidefiniter Matrizen im
wesentlichen gleich dem Rang der Vereinigung der Spalten oder der Zeilen
der einzelnen Summanden ist. Verschiedene Moglichkeiten der Faktorisierung
der Summanden sind mit bearbeitet. Eine Anwendung mit analytischer Darstell-
Tung findet die mathematische Aussage im Beispiel eines zu zwei Epochen
beobachteten Dreipunkt-Hthennetzes.



1. EINFUHRUNG

Bei der Deformationsanalyse geoddtischer Netze und im Prinzip auch bei an-
deren geoddtischen sowie nichtgeoddtischen Aufgaben hat man folgende Si-
tuation. Zu zeitlich getrennten Epochen liegen Beobachtungsgruppen mit
nicht notwendig gleichartigen Beobachtungen bei gleichen oder formal glei-
chen Unbekannten vor. Die Unbekannten sind einmal fir die einzelnen Beob-
achtungsgruppen zu bestimmen, andererseits fir ein Gesamtmodell, bestehend
aus der Zusammenfassung aller Beobachtungsgruppen.

Grundlage der Auswertung ist jeweils ein GauB-Markoff-Modell, bestehend
aus einem funktionalen und einem stochastischen Modell. Die Unbekannten
sind somit durch die Methode der kleinsten Quadrate bestimmt und ergeben
sich aus den Normalgleichungen. Bei der Deformationsanalyse schlieBen sich

statistische Hypothesentests an.

Sowohl in den funktionalen als auch in den stochastischen Modellen sind im
allgemeinen Rangdefekte zu erwarten. Diese Ubertragen sich auf die Normal-
gleichungsmatrizen. Bei der Deformationsanalyse gehen sie zudem in die

PrifgrdBen der Hypothesentests ein.

Um aus den Normalgleichungen der einzelnen Epochen und des Gesamtmodells
eindeutige LOsungen zu erhalten, sind die Rangdefekte durch Bedingungen zu
beheben. Dazu ist der Rang der Normalgleichungsmatrizen festzustellen und
die Rangdefekte sind auf Translations-, Konfigurations- und andere Defekte
hin zu analysieren. Erst dann ist es méglich, einer eindeutigen Ldsung be-
stimmte, frei festlegbare Eigenschaften zuzuordnen.

Zur Aufstellung geeigneter Bedingungen ist die Normalgleichungsmatrix des
Gesamtmodells oft von besonderem Interesse. Denn in ihr verbleiben die
gleichartigen Rangdefekte der verschiedenen Epochen. Sie sind fir jede Epo-
che und fir das Gesamtmodell durch gleiche Bedingungen zu beheben, um die
Vergleichbarkeit der LOosungen der verschiedenen Epochen untereinander und
mit der des Gesamtmodells zu gewdhrleisten. Diese gemeinsamen Bedingungen
lassen sich oft erst aufstellen, nachdem der Rang der Normalgleichungsma-
trix des Gesamtmodells bestimmt wurde und die verbleibenden Rangdefekte
analysiert wurden.

Die Normalgleichungsmatrix des Gesamtmodells ist, bei Voraussetzung der Un-
korreliertheit von Beobachtungen verschiedener Epochen, die Summe der Nor-

malgleichungsmatrizen der einzelnen Epochen.



Gegenstand der vorliegenden Arbeit

ist die Rangbestimmung fir eine Summe von Normalgleichungsmatrizen bzw. von
positiv semidefiniten Matrizen. Aussagen und Beweise werden flr positiv se-
midefinite Matrizen formuliert, was nur formal allgemeiner als fir Normal-
gleichungsmatrizen ist, da sich positiv semidefinite Matrizen als Normal-
gleichungsmatzrizen darstellen lassen.

Bewiesen wird eine mathematische (algebraische) Grundlage der Rangbestim-
mung, die im wesentlichen besagt, daB der Spalten- bzw. Zeilenrang einer
Summe positiv semidefiniter Matrizen gleich dem Rang der Vereinigung der
Spalten bzw. Zeilen der einzelnen Summanden ist. Diese Aussage wird in ver-
schiedenen Versionen bearbeitet, insbesondere fir den Fall, daB die Summan-
den in der Faktorisierung von Normalgleichungsmatrizen vorliegen.

Im weiteren folgt ein Beispiel zur Anwendung, filr das ein in zwei Epochen
beobachtetes Hohennetz, bestehend aus drei Punkten, mit verschiedenartigen
Beobachtungen zu jeder Epoche, ausgewdhlt wurde. Das Beispiel ist einer rein
analytischen Darstellung noch zugdnglich und wird in dieser Weise ausge-
fihrt.

2. GRUNDLAGEN AUS DER LINEAREN ALGEBRA UND NOTATIONEN

Grundmenge ist jeweils ein reeller Euklidischer Vektorraum E" der endli-
chen Dimension n . Als Skalarprodukt wird (%.y) : = 'y , x.y € E"(x,y

aus E") verwendet. Mit ...T wird die Transposition von Vektoren und Matri-
zen bezeichnet. Lineare Abbildungen von einem E" in einen E" sind durch

Matrizen reprdsentiert.

Fiir eine Teilmenge M c E" von Vektoren sei 1in M die lineare Hille (Men-
ge aller Linearkombinationen der Vektoren aus M ). Tin M st Unterraum
und somit Vektorraum. Die Dimension eines Vektorraums U, dim U , ist die
Maximalanzahl der Vektoren in Tinear unabhdngigen Teilmengen oder die Anzahl

der Vektoren einer Basis in U

Orthogonales Komplement einer Teilmenge M c E" ist M':={y e E":
y'x =0 fiur alle xeM} = (] {yef": y'x=0}. M ist das orthogonale
e
Komplement (MY)" von M' oder die biorthogonale Hulle von M . MY st
ein Unterraum, der Orthogonalraum zu 1in M , wund im E" gilt M =1inM

[KOCH 1980 Kap. 1.2.4, KOWALSKY 1979 § 20].



Flir eine Matrix A bezeichne s(A) bzw. 2z(A) die Menge der Spaltenvek-
toren bzw. Zeilenvektoren von A . Der Kern einer Matrix A st das ortho-
gonale Komplement der Zeilen A , Kern A :={x:Ax=0}= (z(cfl))l .

Der Spaltenrang dim lin s(A) und der Zeilenrang dim 1in z(A) einer Ma-

trix A sind gleich, so daB der Rang einer Matrix A durch rg A

= dim 1in s(A) = dim 1in z(A) definiert wird. Fir jede (mxn)-Matrix A

gilt rg A<min{m,n} . A hat vollen Rang, wenn rg A<min{m,n} gilt.

Eine quadratische Matrix mit vollem Rang heiBe nichtsingular.

Der Rang einer Matrix dndert sich nicht unter elementaren Umformungen, das
sind:

(1) Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten.

(2) Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit einer reellen Zahl =20
(3) Addition eines reellen Vielfachen einer Zeile oder Spalte auf eine

andere Zeile bzw. Spalte.

Eine Zusammenfassung elementarer Umformungen, die den Rang einer Matrix
ebenfalls nicht dndert, ist die Multiplikation mit einer nichtsinguldren
(quadratischen) Matrix. Allgemein gilt fir den Rang des Produkts zweier Ma-
trizen Aj;,Ap; : rg(Ai) 2 rg(AiA;) .

[Koch 1980 Kap. 1.3.2, KOWALSKY 1979 § 7.3, ZURMUHL 1950 § 7.2, 7.3]

Eine symmetrische (nxn)-Matrix A ,A'=A , heiBt positiv semidefinit bzw.
positiv definit, wenn fir alle x€E" gilt x'Ax >0 bzw. x'Ax > 0

Die Summe zweier positiv semidefiniter Matrizen A;, A, 1st wieder positiv
semidefinit, X'(A+A) X =xAx+x Ax > 0+0 fiir alle x€E" . Eine
positiv semidefinite Matrix ist genau dann positiv definit, wenn sie nicht-
singuldr ist. Normalgleichungsmatrizen A'A oder A'PA , wobei die Jacobi-
matrix A reel und die Gewichtsmatrix P positiv semidefinit ist, sind

positiv semidefinit.

Die Pseudoinverse oder Moore-Penrose-Inverse A" einer Matrix A ist durch
die 4 Moore-Penrose-Axiome eindeutig bestimmt:

(1) AA A=A (Rechtsinverse), (2) A"AA" =A" (Linksinverse),

(3) (AA =A"A (4) (AANT = AA" (Symmetrien).

Liegt flir eine (mxn)-Matrix A eine 'Rangfaktorisierung' A =F¢G' mit



giner (mxr)-Matrix F und einer (nxr)-Matrix G, r=rgA , vor, so gilt
A =6(G'¢) '(F'F) 'F
[BJERHAMMAR 1973 chap. 9, KOCH 1980 Kap. 1.5.3, RAO-MITRA 1971 chap. 3.31].

3. EINE ALGEBRAISCHE AUSSAGE ZUR BESTIMMUNG DES RANGES EINER SUMME
VON POSITIV SEMIDEFINITEN MATRIZEN

Die Aussage, daB der Rang einer Summe positiv semidefiniter Matrizen gleich
dem Rang der Vereinigung der Spalten bzw. der Zeilen der Summanden ist,
wird in verschiedenen Versionen dargestellt. Die Hauptversion bezieht sich
auf die Faktorisierbarkeit von positiv semidefiniten Summanden B in Form
von Normalgleichungsmatrizen, B =A'PA , mit reellem A und positiv semi-
definitem 2 . Die Existenz solcher und dhnlicher Faktorisierungen ist fir
positiv semidefinite Matrizen durch den folgenden, aus der Tinearen Algebra

bekannten Satz gesichert.

1. Satz

Jede reelle, symmetrische (nxn)-Matrix B besitzt ein System von n ortho-

gonalen Eigenvektoren x;

Bf1=)ﬁfj und f?fj=81j , (3'1)
8;; das Kronecker-Symbol. Dabei konnen bei verschiedenen Eigenvektoren
gleiche Eigenwerte auftreten, d.h. Eigenwerte kdnnen 'mehrfach' auftreten.
Beweis siehe z.B. [KOCH 1980 Kap. 1.4.2, ZURMUHL 1950 § 13.4, 15.1, 15.3].

FaBt man die Eigenvektoren zur Modalmatrix X :=[x,..., X,] und die zu-
geh6rigen Eigenwerte in der gleichen Reihenfolge zur Diagonalmatrix

A:=diag(;) zusammen, so erhdlt die Aussage von Satz 1. die Form:

BX =XA , mit der orthogonalen Matrix X :X'X =XxX"=17 .

Damit besitzt eine reelle symmetrische Matrix B die Faktorisierung
B=XAX" [KOWALSKY 1979 § 23]. Weiter gilt nach (3-1) filr eine symmetri-

sche Matrix B :

B = NE % = N8 = A



Ist nun B positiv semidefinit, so folgt A; 20 . Also ist die Diagonal-
1
matrix A positiv semidefinit und die Diagonalmatrix AF@ = diag(k/z)

ist reell. Folglich hat B die Faktosiriserungen:

B=XAX"T=APA, mitA:=X",P:=A .

.
B = XAX = XA A2xT = x a2 (x02) ~cTe
1 T
mit reellem € = (XTA’Q) . Damit ist gezeigt:

1.3 Korollar

Jede positiv semidefinite Matrix B 1348t sich in Form einer 'Normalglei-

chungsmatrix' faktorisieren:

a. B=APA , wobei A:=XT,P:=A gewdhlt werden kann.

b. B=c'c , wobei € : (X?AVZ)T gewdhlt werden kann.
Entsprechend der Problemstellung, die die vorliegende Arbeit motiviert, be-
schranken wir uns auf den Fall symmetrischer Summanden B mit reellem A
und positiv semidefinitem P bzw. mit reellem € als Faktoren, der genau
flir positiv semidefinite Matrizen B degeben ist. Der im weiteren ausge-
flihrte Beweis stitzt sich zundchst auf die Faktorisierung der Summanden B

in der Form B =¢'c .

Beide Formen der Faktorisierung sind nicht eindeutig. Das soll fir die Fak-
torisierung B =c'¢ verdeutlicht werden.

Die Nichteindeutigkeit von € 1ist bereits daraus ersichtlich, daB

C = (X/G@)T nach dem Streichen von (n-r) Nullzeilen (r=rgB) 1im allgemei-
nen eine vollbesetzte (rxn)-Matrix ist. Dagegen liefert die Cholesky-Zerle-
gung B eine (rxn)-Matrix € von oberer Dreiecksform.

Selbst die Anzahl der Zeilen von € ist nicht eindeutig, sie kann jede gan-
ze Zahl m2r annehmen. Zur Erlduterung seien einige Faktoren € der um

den Faktor gekiirzten Normalgleichungsmatrix N} aus dem Beispiel in

Pat1
Abschnitt 4. angegeben.

2 -1 -1
B=|-1 2 -1
-1 -1 2

10



a. /weizeiliger Faktor €, aus der abbrechenden Cholesky-Zerlegung.
1 [2 -1 -1 ]
C, = —
©vzlo V3 -3
b. Dreizeiliger Faktor €3 entsprechend einer nichtorthogonalisierten
Eigenvektorzerlegung.
. 2 0 . 2 -1 -1
y3Z:— -1 \/g ,6322y362:— -1 2 -1
V3
-1 -3 1 -1 2
Die Spalten von €3 sind Eigenvektoren von B zum Eigenwert 3 (Di-

mension des zugehdrigen Eigenraums = 2).

C. Vierzeiliger Faktor ¢4

i 1 1
i . ; .+ .1
J2 0 V2 %5 5
1| -1 JE 111 2 -1

Yy 1= — s Gy =Y G = —
Ve 4 3 V3l 2
1 1
o
/2 0 | B 5 5

Die Matrizen UY; sind orthogonale Matrizen, UY{Y; =7 . Analog lassen

sich Faktoren mit beliebiger Zeilenzahl 1 angeben.

Fir Faktorisierungen positiv semidefiniter Matrizen B von der Form

B =c'ec ist bekannt, daB der Rang von B durch den Rang von € gegeben
ist [KOCH 1980 S. 347.

2. Satz

Fiir jede reelle Matrix € gelten die dquivalenten Aussagen:

a. linz(e'e) =1linz(©)

b. Tins(e'e) =Tins(e")

C. rg(e’e) = rg(e) = rg(eh)

Beweis:

Zundchst 1&Bt sich zeigen: Kern(c'e) = Kern(e) .

11



1. Sei x €eKern(@ . Aus €x=0 folgt sofort C¢'cx=0 .
Also folgt x eKern(c'e) .

2. Sei umgekehrt x eKern(c'e) .

Aus ¢'¢x =0 erhdlt man (€Cx)'cx=x¢c'cx=0

Aufgrund der Definitheit des Skalarprodukts (¥.,2) :=3'z auf dem E"
folgt €¢x=0 , also x €Kern(C) .

Mit 1. und 2. ist Kern(e'e) = Kern(€) gezeigt.
Damit ist zundchst das Aquivalent der Behauptung fiir die Orthogonalrdume

der Zeilen bewiesen:
1 1
(Z(CTC)) = Kern(e'e) = Kern(e) = (z(©))
Da im E" die biorthogonale Hille gleich der Tinearen Hiulle ist, folgt a.:
Tinz(e'e) = (z(c7e)) " = (z@)™ = 1inz(©)

Beim Transponieren einer Matrix gehen Zeilen in Spalten Uber und umgekehrt.
Also gilt b. dquivalent zu a..
Da Zeilenrang = Spaltenrang = Rang einer Matrix gilt, folgt c. aus a.. Um-

gekehrt folgt aus c. wegen Tinz(e'e) c 1inz(€) wieder a.. q.e.d.

Betrachtet man jetzt eine Summe B;+ B, positiv semidefiniter Matrizen

B,, B, mit Faktorisierungen B;=¢C{¢ , B,=C,C, , so 1dBt sich Satz 2.
einerseits auf By, B, anwenden und andererseits auf die wiederum positiv
semidefinite Summe B;+ B, mit einer zundchst beliebigen Faktorisierung

B, +B, = C'C¢ . Unter den Faktorisierungen B;+B, =C'¢ gibt es aber

eine, die den Zusammenhang der Rdnge von € und C;, G unmittelbar er-
kennen 13dBt. Diese ergibt sich aus der Darstellbarkeit von Faktorisierungen
der Form B =¢'¢ als Summe von symmetrischen dyadischen Produkten (Hilfs-
satz 3.). (Dyadisches Produkt siehe z.B. [ZURMUHL § 2.5].) Satz 2. liefert

dann den Zusammenhang der Rdnge von B;+B, und By, B, (Satz 4.).

3. Hilfssatz

Jede Faktorisierung der Form B =~¢'¢ 1&Bt sich als Summe symmetrischer
dyadischer Produkte darstellen, ¢€T¢ = ¥¢¢é . ¢ die Zeilen von € . Um-
kehrt ergibt jede solche Summe eine derartige Faktorisierung, Zfﬂﬂ =
=c'c , wobei die Zeilen von € bis auf Permutationen der Indizes 1, ...,

k, ... durch die Zeilenvektoren EQ festgelegt sind.

12



Beweis:

Seien @&;,e; bzw. @&.e& Einheitsvektoren des E" bzw. E"
Mit der Darstellung C = Echjépﬂr= zZ(qjéwé} der (mxn)-Matrix ¢, ent-
T

sprechend ¢' = §S<”3236k = zz 1&g , erhdlt man in direkter Rechnung:
Js

=~

Tp _ — — = ST T
c'C~= (ch1 €; ek> (ZCUQ eJ> = ZCHCUQ € € €;
K i PR
_ T _ —
= ZZCHCUSH €; €J = ZZC ijej 6j
k,T 1,J i,]
_ - =T _ = =T
S Y TenYed - Yad
k i j k

wobei ¢ : = 22(%j21 die k-te Spalte von €' und entsprechend ¢ =

i

= 22(4i51 = zz(kjég die k-te Zeile von € ist.
i J
Die Rechnung ist umkehrbar zu 226k22==CTC, wobei die Matrix ¢'¢ unab-
k

hdngig von Permutationen der Zeilenindizes 1, ..., k, ... von € eindeu-

tig ist. qg.e.d.

4. Satz

Seien By, B, positiv semidefinite (nxn)-Matrizen, die in einer echten oder

nicht echten Faktorisierung der folgenden Form vorliegen:

Bi = A|P1A, , By = ASPyA,

mit positiv semidefiniten (m;Xmy)- bzw. (m,Xmy)-Matrizen P;, P, und (not-
wendig) reellen (myXn)- bzw. (myXxXn)-Matrizen A;, A, als Faktoren.

Fir den Rang der Summe B;+ B, gilt:
a. rg(Bi+B;) = rg[AP) | AP, ] = rg[j,—]
2 2
Spezialfdlle dieser Aussage sind:

B
b. rg(B,+B,) = rg[B, | B,] = rg[B—;]

13



5
C. rg(Bl+Bz)=rg[C’fI65]=rg[c—;] ,

wenn B;, B, in Faktorisierungen der Form B; =¢/¢, , B, = C,C, mit (not-

wendig) reellen (myXn)- bzw. (my,XxXn)-Matrizen ¢C;, G, vorliegen.

Beweis:

Zundchst Beweis der Spezialfdlle b. und c.:

Seien By, B, positiv semidefinite Matrizen und B, =¢/¢ , B, = CJC,

seien Faktorisierungen, die nach Korollar l.a immer existieren (auch wenn
sie nicht vorgegeben sind). Damit 148t sich die Summe B;+ B, mit Hilfe
von Hilfssatz 3. in folgender Weise als 'Normalgleichungsmatrix' darstellen:

By +B, = C/C,+C,C) = Z ce, + z cey
kEkl kEkz

= Z e, =c'e ,
kEklUkz

i - [& i T._ (el el
mit ¢ := c (Hilfssatz 3.Umkehrung) oder ¢':=[¢| | ¢, ]
2

Diese Darstellung zeigt unmittelbar: s(e") = s(e]) v s(e)) (3-2)

Berlcksichtigt man fir Matrizen M; , M, noch
S(My) U s(M) € 1ins(My) U 1ins(My) < Tin(s(M) U sMy)) .

wobei Anwendung der Operation 1in auf diese Inklusionen zu

Tin(sM)usM,) =Tin(TinsM) U Tins(My)) (3-3)

fihrt, so erhdlt man schlieBlich mit Satz 2.:

rg(B;+B;) = rg(c'e) - Satz 2.c

O]
=rg(ch) = rg(s(CT)) = rg(s(Cf)L}s(Cg)) - (3-2) u. Def. d. Ranges
=dim 11n(s(€{)L}s(C§)) - (3-3)
=d1m11n01ns@ﬂ)u1ﬂwﬂcb) - Satz 2.b
= dim Tin(Tins(efe))ulin s(cgcg)) - ¢le, =B, , ele, =B,
=dim 1in(1ins(B)uUlins(B,)) - (3-3)
=dim 1in(s(B)) U s(B,)) = rg(s(Bl)us(Bg))(**) - Definition d. Ranges
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Damit ist gezeigt:
O] ”
rg(Bi+B,) = rg[¢f ¢, ] = rg[ B | B, ¢

Die restlichen Behauptungen von b., c. sind bewiesen durch die Entsprechung
von Spalten und Zeilen bei Transposition einer Matrix und durch die Symme-

trie von B;, B

Beweis von a.

Da P;, P, positiv semidefinit sind, gibt es nach Korollar 1.a Faktorisie-
rungen P, =FF, , P, = F}F
Mit Cl : =T1cﬂl . 62 : ZTZcAZ erhdlt man:

By = A|P1A, = A|F|F1A, = C/C ,

By = AyPrA, = AVFIFoAy, = CICy

Damit folgt:

¢ FrA, Fl | o] [FiA FlF A
rg|=— =rgf———| 2r9{|-——+—-—— |-~ =r9|-————-— =
) FrA, o | F)|LFA; FIF,A,
PLA,; Al | 0] [P1A A{P1A; B,
=rgf———=| 2r9{|(-——+—-——| |-~ =r9|-————— =rg|--
Pr A 0 | A} LPA; AVPy A, B,
6] B,
Mit rg[—-—l =rg|——| nach b. und c. kann in diesen Ungleichungen nur das
G, B,

Gleichheitszeichen stehen, so daB folgt:

]

C;

PrA

By

B,

rg =rg =rg

Pr A,

Damit ist auch a. gezeigt.
Setzt man A =7, Ay: =3 , Py: =B , P,: =By bzw. Ay =61 ,
A, =C , Pr: =73, P,: =73 so erhdlt man b. bzw. c. als Spezialfdlle

von a. q.e.d.

Eine analoge Anwendung von Satz 4. auf beliebige endliche Summen von n po-

sitiv semidefiniten Matrizen ist unmittelbar ersichtlich. Die zeilenweise

bzw. spaltenweise Vereinigung von 2 Matrizen geht lediglich Uber in die von

15



Matrizen. Dabei dirfen die den Aussagen a. bis c. zugrundeliegenden ech-

n
ten oder nicht echten Faktorisierungen gemischt auftreten. Auch kdnnen vor-

liegende Faktorisierungen umgeformt werden, wenn das die Rangbestimmung ein-

facher gestaltet. Dabei sind folgende Umformungen denkbar:

Faktorisierung ® =F'PF C(auch mit P:=7)

B=APA=ATF PFA=A"PA , A:=FA

Faktorisierung A =FA (auch mit P =73 )

B=APA=AF PFA=APA , P :=7FPF

Satz 4. ist ebenso auf eine positiv semidefinite Matrix B allein anwend-

bar, wenn man B als 'l-gliedrige Summe' betrachtet. Damit stellt Satz 4.

eine Verallgemeinerung von Satz 2. dar.

Im folgenden Beispiel wird die Anwendung von Satz 4. an der Summe zweier
Normalgleichungsmatrizen demonstriert, wobei zur Bestimmung des Ranges der
Normalgleichungsmatrizen selbst ebenfalls Satz 4. angewendet werden kann.

Satz 4. besagt, daB 'nur' der Rang der gewichteten Jacobimatrizen bzw. de-
ren zeilenweiser Vereinigung zu bestimmen ist. Die Normalgleichungsmatrizen
missen also zur Ranganalyse von der mathematischen Grundaussage her gar
nicht vollstdandig aufgestellt werden. Dieser Vorteil wird auch beim folgen-

den Beispiel geniitzt.

4. BEISPIEL

Ein in 2 Epochen beobachtetes Hbhennetz, bestehend aus 3 Punkten.

Liegen Beobachtungen aus 2 Epochen vor, so kdnnen fir den Rang der Normal-

gleichungsmatrizen (mit N Dbezeichnet) folgende Fdlle auftreten:
1. rgM +M) = rg)+rg;) , Tins@)nlins@) =0
2. rgi+ ;) <rgWp)+rgdv;) L Tins@i)nlins) = 0
3. rgvi +N;) = rg(vi) , 1ins@;) c 1ins(vi)
In der geoddtischen Praxis tritt hdufig der Fall 2. auf, der somit flr eine

Ranganalyse am interessantesten ist. Ein solcher Fall wird im vorliegenden

Beispiel bearbeitet.
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Zundchst werden beide Epochen getrennt behandelt. Dabei werden die Normal-
gleichungsmatrizen aufgestellt, jedoch in expliziter Form nur insoweit, als
es zur Ranganalyse erforderlich ist, und die Ranganalyse wird durchgefihrt.
Dann wird die Normalgleichungsmatrix filr das Gesamtmodell, unter Zusammenfas-
sung der Beobachtungen aus beiden Epochen, aufgestellt. Unter der getroffe-
nen Annahme der Unkorreliertheit der Beobachtungen aus verschiedenen Epo-
chen ist sie die Summe der Normalgleichungsmatrizen der einzelnen Epochen.
Auch ihr Rang wird bestimmt. Eine vergleichende geometrische Betrachtung

beschlieBt die Ranganalysen.

Unbekannte sind jeweils die H&hen H; , genauer die H®Ghenverbesserungen
AH; : =H; -Hijg , Hig Ndherungen, da das Beispiel zu Epoche 2 in lineari-
sierter Form vorgegeben ist.

Fiir jede Epoche nehmen wir an, daB die beobachteten Hb&hendifferenzen

AHi; :=H; -H;y unkorreliert und gleichgewichtig sind. Weiter gehen wir
davon aus, daB die Beobachtungsgleichungen durch Division mit dem mittleren
Fehler homogenisiert wurden. Diese Annahmen erkldren die Einflhrung der Dia-

gonalmatrizen Q = pﬁhﬂ (Epoche 1), Qay, = DJHJ (Epoche 2) als Ko-
faktormatrizen fir die beobachteten HOhendifferenzen sowie der Blockdiago-

nalmatrix Qp,, als Kofaktorenmatrix der flr Epoche 2 als Beobachtungen

eingefiihrten Hohendifferenzverhdltnisse. Dazu sind die rezi-

Paw; » Pan,
proken Varianzen der jeweils beobachteten HOhendifferenzen und J die Ein-
heitsmatrix. Durch die Homogenisierung sdmtlicher Beobachtungen sind die

unterschiedlichen Gewichte der Beobachtungen aus Epoche 1 und Epoche 2 be-
reits in Rechnung gestellt. Dabei nehmen wir an, daB keine Korrelation zwi-

schen Beobachtungen aus den verschiedenen Epochen 1 und 2 besteht.

Epoche 1. Héhendifferenzen beobachtet.

a. Funktionales Modell.

Beobachtete GroBen:

AHlZ :=H2‘H1 . AH23Z=H3‘H2 N AH31 :=H1‘H3

Jacobimatrix der beobachteten GroéBen:

11 0
A i= [%] =lo -1 1
b oH,

10 -1
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b. Stochastisches Modell.

Q1, = Puy, J

c. Normalgleichungsmatrix.

2 -1 -1
M= AQ A =Py |12 -1
112

d. Ranganalyse.

Die beiden ersten Zeilen von M sind linear unabhdngig. Die letzte Zeile
ist die negative Summe der beiden ersten und somit Tinear abhdngig. Folglich

gilt rgih =2

Epoche 2. Hohendifferenzverhdltnisse und eine H&he beobachtet.

a. Funktionales Modell.

Die beobachteten H&hendifferenzen sind gegeniliber den Beobachtungen in Epo-

che 1 mit einem unbekannten MaBstabsfaktor A behaftet. Das wirde zundchst
bedeuten, daB eine zusdtzliche Unbekannte A einzufihren ist. Diese zusdtz-
liche Unbekannte wird jedoch vermieden, indem wir die HOhendifferenzverhdlt-

nisse als beobachtete GrdBen einfihren.

\/1 = AH31/AH12 . V2 = Ale/AH23 , V3 = AH23/AH31 (4'1)

Damit die HBhendifferenzverhdltnisse V; definiert sind, beschrdnken wir
uns auf den fast immer auftretenden Fall nicht verschwindender Hdhendiffe-
renzen, AH;j; =0

Es bestehen folgende Beziehungen:

AH12+AH23+AH31 = O (4’2)
Vl'VZ'V3 =]. (4'3)
ViV =V, = -1+ V) (4-4a)
ViV, = V' = -1+ V) (4-4b)
VoVy =Vt = -1+ V) (4-4¢)
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Diese Beziehungen gehen in einige einfache Umformungen ein, die nicht ndher
kommentiert sind.
Als weitere Beobachtung liege die Hohe H; vor (z.B. barometrisch bestimmt).

Als Jacobimatrix der beobachteten GroBen erhdlt man somit:

cﬂzo] _T [6H1]
CAZ = —_T s e = e
61T ! GHJ
(AHpp = Vo)t A MMy
oV, . B .
c/120 = ﬁ - AHgg (AH23‘V3) AH23V2 =
J
MH31Vs MM (AHzy - Vp) 't
[AH 0 0 JrV%ivVs Wy 1 [ Vi
I I
:_I 0 AHzp 0 H 1 Vv, W, |=DA’|} ViV, [TV5.1,V,05] =
Lo o awlllvs 1 vl L 1]
[AH;; 0 0 ] Vi Vs
I I
=DAH147147§.DA’H1:=-| 0 MM 0 I,rrl VY, | L m =]l
Lo o &l L | V,Vs
(4-5)

Die Zeilen von A, sind mit der Voraussetzung AH;; =0 definierte sowie
nicht verschwindende Vielfache der Zeile 5€'= [Vs,1,V,V3] . Die Zeile

é]==[1,0,0] von A, st Tinear unabhdngig davon. Also gilt rgA, = 2.

b. Stochastisches Modell.

Da die HOhendifferenzen AH;; als nicht korreliert vorausgesetzt sind, ist

die Kofaktorenmatrix flr die HO6hendifferenzverhdltnisse V;

Q1,, = M Qu,M" , mit der Jacobimatrix
) -1
'AHglAng 0 AHIZ
.= OVy - -1 -2 _
M= OMH;; | AHz3 AGIPIAFE 0 -
0 AH31 -AHp3AH5S
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[ -AH LV, 0 AHp ]
= | AH, -AH,3V, 0 ! = FMT
0 A5, —AH3}V3J
-AH, 0 1| Vi -1
F o= 0 -AH M I[O vj
[ VaAH vv,AHG -1 o]

Mit  Qum, = pgﬁj folgt:

1 1

— - YR - N T
Qg = Py, FMIMF =p, FPF
o 1+v¢ -y

P :i=M"'M =
-V, 143

Die Pseudoinverse von Q1,, hat damit die Faktorisierung:

Qi,, = Py, F(FIF) (FP) FP) (FP)

Py, F(F1F) "2 (F1F) LT
-1
= Py, T((TTT)TP (TTT)) FT
-1
=FPuF . P oi=opy, ((TTT)TP (:FTT))

P ist mit detP =1+V5(1+Vi) nichtsingular (Determinante = 0) und so-
mit positiv definit. Aufgrund der Voraussetzung AH;; #0 gilt rgF = 2
so daB F'F nach Satz 2. nichtsinguldr ist. Also ist (F'F)P(F'F) positiv
definit, somit nichtsinguldr und invertierbar. ®,; ist dann als Inverse

einer positiv definiten Matrix ebenfalls positiv definit.

Weiter nehmen wir an, daB die Hdhendifferenzverhdltnisse V; und die H&he

H, unkorreliert sind. Zusammen mit der Beobachtungsgleichung von H; , ho-
mogenisiert mit der reziproken Varianz Py, von H; , ist dann die Kofak-

tormatrix flr Epoche 2 gegeben durch:
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Q,, | 0
___+___
T 1
0 1 py,

womit gilt:

QTzo Y
9, - e e

0" | py,

c. Normalgleichungsmatrix.

Sie 1dBt sich in folgender Form faktorisieren:

Qi,, | 0 Az
a0 = [l 1] === [ -
0 | pH €]
T:ﬁZOTTl Y C’q'ZO [ ] :’320 | 0 :FTcAZO
=[=A;o|él] _____+__ __l_ (TT‘AZO) | e ___+__ -
o 1p,|lel N |

AH15 - V3 AH32
FlAy,) = F' Dy} 7 75 =

Vi (AHZ5 V, - V3 AH3D)

X1 Vy - V5 V3
-iv,, % =9—"TDAH1471472T=[ l=AHi§
Xp Vi Vs (v, - V3)
(4-6)
Damit erhdlt man die zur Ranganalyse geeignete Faktorisierung:
[ Po | 0 ] [ £7, ]
R A et iatatd PR AP E
L 0" 1 py, | e |
P, st aufgrund seiner Struktur wie P,y positiv definit. &,w, entspre-

chend (4-6), (4-5).

Unter der getroffenen Voraussetzung AH;; =0 148t sich x=#0 zeigen, so

daB das dyadische Produkt fiﬂf den Rang 1 und nicht den Rang 0 hat.

Ware =0 , dann miBte nach (4-6) gelten:

Vi =V5Vi  und  V, = V3
Daraus folgt nacheinander:

1=V VW=V =V® = v, =+1 =

= V,=Vi=+1 = V; =V5Vi=+1

= Ang = AH23 = AH31 =0 ,

,also V=V, =Vy=+1 =

im Widerspruch zu AH;; = 0.
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Damit ist & # 0 gezeigt.

d. Ranganalyse.

Nach Satz 4.a gilt fir N, =A)P,A, als 'l-gliedrige' Summe positiv semi-
definiter Matrizen, nachdem P, positiv semidefinit ist: rgN, = rgP,A,

P, ist als positiv definite Matrix nichtsinguldr und dndert daher den Rang
nicht, so daB gilt: rgP,A, = rgA;

Die ersten beiden Zeilen £#] von A, sind nichtverschwindende Vielfache
ein und derselben Zeile & =[V;,1,V,V5]

Linear unabhdngig davon ist die dritte Zeile & =[1,0,0] , so daB

rgA, = 2 gilt. Es folgt: rgN, = rgP,A, = rgA, = 2

Gesamtmodell.

Zusammenfassung_der Beobachtungen aus Epoche 1 und 2.

a. Funktionales Modell.

A
Jacobimatrix der beobachteten GréBen: Ay 1= [—-—l

b. Stochastisches Modell.

Da keine Korrelationen zwischen Beobachtungen aus den verschiedenen Epochen

1 und 2 bestehen sollen, erhdlt man als Kofaktormatrix:

9, | o0
Qy,=|-——"F+——=
o | @,

c. Normalgleichungsmatrix.

Nip = Aip Q7 A1 = [A] | Aj]

___+___

9 | o [Jlll
o | 9

A

-1 -1
= A] Q) A1+ AL Q) A, = N TN,

Also gilt N, = M +N, , entsprechend der Unkorreliertheit der Beobach-

tungen aus verschiedenen Epochen.
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d. Ranganalyse.

Satz 4.a besagt, daB der Rang der Summe XN, der positiv semidefiniten
Matrizen Ny, N, mit den Faktorisierungen N = UQIfoﬂl , N, = dqgggquz
wobei Qﬁ_, P, positiv definit sind, gleich dem Rang der zu einer Matrix

Fi, zusammengefaBten Faktoren foﬂl , P, A, ist,

1 1

9y, 9,1 0

rgNy; = rgfy, s Fio = |leccc | = | == 4 — =
P A, o | %

Mit Qﬁ_, P, ist auch die Blockdiagonalmatrix ®;, nichtsinguldr und &n-
dert daher den Rang nicht, so daB gilt: rgF;, = rgA;, . Elementare Zei-
Tenumformungen vom Type (3), zu einer unteren Dreiecksmatrix L, zusammen-

gefaBt und auf A, angewandt, ergeben:

Le-Arp =
0 | -1 1 0
0 1 | 0 0 -1 1
1 | 0 -1
[ + ________________ _
X1V3 ‘X1V2V3 | 1 0 Xl[\/3, 1 V2V3]
X2V3 X2V2V3 | 0 X2[V3 1 V2V3]
___________ 4+ - — = — — —_—— e — — — =
0 0 O | 0 0 1 1 0 0
-1 1 0
-1 1
0 0
1 0 0

Die Determinante der (3x3)-Untermatrix mit den nicht verschwindenden Zeilen
ist =0 , so daB gilt: rgL.A;, = 3

Damit ist gezeigt: rgMN, = rgF,, = rgdy, = rglo A, = 3

Die 3 unbekannten Hbéhen Tassen sich also durch die zusammengefaBten Beob-

achtungen der beiden Epochen vollstdndig bestimmen.
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Ihre Bestimmung ist dquivalent mit der Festlegung der folgenden 3 GrdBen:

T Translation
M MaBstab
K Konfiguration (Ahnlichkeit)

[GRAFAREND and SCHAFFRIN 1976].

TUuM (T und M) bestimmen das Datum des HOhennetzes, M u K ergeben die
vollstdndige Konfiguration (Kongruenz). Unter der Voraussetzung, daB das
stochastische Modell den Rang des funktionalen Modells nicht vermindert,

bilden sich die Beobachtungen wie folgt ab:

Epoche 1 : {AHi5} » MUK
Epoche 2 : Hi - T, {Vi} - K
Gesamtmodell:  {AH;;}u {H.{Vi}} » (MUK)UTUK=MUKUT

/u den beiden Epochen werden also je 2 GroBen derart bestimmt, daB im Ge-
samtmodell alle GroBen bestimmt sind. Diese geometrisch anschaulichen Uber-

legungen sind durch die Ranganalyse mit Hilfe von Satz 4. bestdtigt.
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PARAMETERSCHATZUNG IN LINEAREN MODELLEN
MIT HILFE VON PROJEKTOREN

von Wilhelm CASPARY

SUMMARY

Under the criteria of unbiasedness and minimum variance the basic equations
for estimation in Tinear models are developed. Starting from the standard
GauB-Markoff model the case of a singular coefficient matrix and of a
singular dispersion structure is examined. The result is that for the ad-
justed observation vector, for certain linear functions of the parameters
and for the variance factor general estimators exist, which are valid for
all variations of the model. During the derivation of the equations the
properties of projectors are used to simply and geometrically interpret the
outcome.

ZUSAMMENFASSUNG

Unter den Kriterien Erwartungstreue und minimale Varianz werden die wich-
tigsten Schdatzfunktionen in linearen Modellen entwickelt. Ausgehend von dem
gewdhnlichen GauB-Markoff-Modell werden Modelle mit singuldrer Koeffizien-
tenmatrix und mit singuldrer Varianz-Kovarianz-Struktur betrachtet. Es
zeigt sich dabei, daB fir die ausgeglichenen Beobachtungen, fiir gewisse 11-
neare Funktionen der Parameter und fir die Varianz allgemeine Schdatzer an-
gegeben werden kdnnen, die fir alle Modellvarianten giltig sind. Bei den
Formelableitungen werden die Eigenschaften von Projektionsmatrizen ausge-
nutzt, um die Ergebnisse einfach und anschaulich zu interpretieren.
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1. EINLEITUNG

In den letzten Jahrzehnten haben sich der Umfang und die Darstellungsweise
der Methoden der Ausgleichungsrechnung betrdchtlich gewandelt. Die in der
mathematischen Statistik entwickelten Verfahren zum Testen von Hypothesen
haben Eingang gefunden, und moderne Methoden der linearen Algebra erweisen
sich als wirkungsvolles Hilfsmittel flr Problemanalysen und zur Beschrei-
bung des mathematischen Hintergrunds. Auch die Vielfalt der heute verwende-
ten mathematischen Modelle und die Art ihrer Formulierung sind Uberwiegend

anderen Zweigen der Wissenschaft entlehnt.

Mit dieser "Modernisierung" der Ausgleichungsrechnung geht ein Wandel der
Bezeichnungen einher, der es erleichtert, Parallelen zu verwandten Verfah-
ren zu erkennen, der aber auch gelegentlich Unmut erzeugt, da die Aufgabe
traditioneller Begriffe manchen zu eilfertig erfolgt. So kdnnte dieser Bei-
trag auch Uberschrieben sein: "Die Formeln der Ausgleichung nach vermit-

telnden Beobachtungen, abgeleitet mit Hilfe von Projektoren".

Nach der einleitenden Definition der betrachteten Modelle und der Festle-
gung der zu schdtzenden GrdBen und Funktionen werden im dritten Abschnitt
die wichtigsten S&tze Uber Projektionsmatrizen zusammengestellt und disku-
tiert. In den folgenden Abschnitten werden sodann Projektionsmatrizen be-
nutzt, um in Tinearen Modellen, auf verschiedenen Stufen der Verallgemeine-
rung, Schdtzfunktionen abzuleiten. Da sie auf einfache Weise eine geometri-
sche Interpretation zulassen, sind Projektoren besonders geeignet, das Ver-
stdndnis des mathematischen Hintergrunds der Methode der kleinsten Quadrate
zu fordern. Die wesentlichen Entwicklungen, die bei dieser Betrachtungswei-
se der Ausgleichungsrechnung zum Tragen kommen, stammen von S.K. MITRA,
R.A. RAO und G. ZYSKIND.

2. DAS GAUSS-MARKOFF-MODELL

Mit ¢ als m-Vektor von ZufallsgrdBen (Beobachtungen), =« als n-Vektor
von nicht stochastischen Parametern (Unbekannten), m2n , und A als be-

kannter mxXn-Matrix von Koeffizienten Tautet das GauB-Markoff-Modell

L=Ax+c , E(@) = Ax ,

V() = E(eet) = 0§ 0
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Hierin ist € ein Vektor wahrer Fehler und E(-) bzw. V() stehen fir

den Erwartungswert bzw. die Varianz des in Klammern stehenden Arguments.

Definition 1 : Das oben eingefihrte Modell sei bezeichnet als:

1.1: reguldres GauB-Markoff-Modell, wenn r(A)=n und
r(@))=m gilt,

1.2: A-singulrdes GauB-Markoff-Modell, wenn r(A) =p<n
und r(@))=m gilt,

1.3: Q-singuldres GauB-Markoff-Modell, wenn r(A) =n und
r(@) =q<m gqgilt,

1.4: allgemeines GauB-Markoff-Modell, wenn r(A)=p<n und
r(@) =q<m gilt.

In den so spezifizierten Modellen werden die zu einem beobachteten Vektor
£ gehOrenden "bestmbéglichen" Schdtzwerte fir den Vektor =« , flir lineare
Funktionen von =z« und 05 gesucht, wobei @, als fest und a priori
gegeben betrachtet wird. Zur Konkretisierung des Ausdrucks "bestméglich"

dienen die folgenden Definitionen.

Definition 2 : Als bester linearer Schdtzer fiir eine Funktion

y = 4'x der Parameter des Modells (2-1) sei die Schitz-
funktion

c'¢ bezeichnet, wenn sie

<)
I

a) erwartungstreu ist
E@ = E(c*®) =4'x , Vxe€eE

und

b) minimale Varianz besitzt

V(@) = 05¢ctQic = min.

Es wird sich im folgenden zeigen, daB die Bedingungen fir beste Schdtzbar-
keit und die Menge der Funktionen, filr die beste Schdtzer existieren, von
der Art des Modells gemdB Definition 1 abhdngen.

Definition 3 : Als bester quadratischer Schdtzer fir die Varianz of sei

eine Schdatzfunktion der als normalverteilt angenommenen Be-

obachtungen s§=¢'B¢ bezeichnet, wenn sie
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a) erwartungstreu ist
E(s§) = E(£°B£) = sp [BV(@®)] +x*A'BAx = of

b) nicht von dem Parametervektor =« abhdngt (invariant

ist) A'B=0 und

c) minimale Varianz besitzt

V(¢*B ¢) = 20§ sp[BQ1B Q] = min.

Hier handelt es sich um eine Spezialisierung der allgemeineren Varianzkom-
ponentenschdtzung, die z.B. in (KOCH 1980, S. 205 ff.) behandelt ist. Die
Kriterien a) bis c) sind erfillt, wenn s5=(sp[BQiBQ]) '-¢*(BQ:B)¢ ge-

setzt wird.

3. PROJEKTOREN

Jeder Vektorraum U kann in disjunkte Unterrdume V und W zerlegt wer-
den. Es gilt dann die direkte Summe U=V®W , und jeder Vektor w« €U

ist eindeutig als Summe « =++w darstellbar, wobei wvev und wew
ist.

Definition 4 : Eine Projektion ist eine lineare Transformation, die den

Vektorraum U auf den Unterraum V abbildet. Die Matrix
P[V] , die diese Abbildung erzeugt, ist genau dann ein Pro-

jektor, wenn
Pu =Plv+w) =v , Vvueu . (3-1)
gilt.

Die Projektion ist eng mit der Zerlegung des Vektorraumes U=V@W ver-

bunden. Aus der Definition folgt, daB der Projektor P quadratisch und

idempotent ist
Pu = v , PPu = Pv = v , vuelU , weVv, (3-2)
auBerdem gilt

Pw =0 . (3-3)
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Der zu der Zerlegung

PulV]

U=V@®W gemdB Def. 4 gehdrende Projektor sei mit

bezeichnet. Er projiziert den Vektorraum U auf den Unterraum V

in Richtung des Unterraumes W .

wobei

S(-) den Spaltenraum und

Es gilt daher S(P) =V und N(P)=W ,

NC-)

den Nullraum bezeichnet, der durch

die Spaltenvektoren der in der Klammer stehenden Matrix aufgespannt wird.

Satz

1: Sei PV]

ein Projektor gemdB Def. 4, dann ist

J-Pv] = PW]

der Projektor von U auf W in Richtung V .

Der Beweis folgt unmittelbar aus

(7’?)’%:%’/0‘:44! s Vu€eu

(3-1)

AuBerdem gelten, wie Teicht verifiziert werden kann, die Beziehungen

PulvV] + PyW] =7

Pulv] - AWl =0

In Abbildung 1 werden die Zusammenhdnge fir den E® geometrisch veran-

schaulicht.

W

Abbildung 1

Projektion in

E3

U=E*=V W

V cE® (Ebene ¢,, ¢,)
V cE® (Ebene ¢,, ¢,)
W cE® (Raumgerade)

u = vt+tw

Pu =1
Pw =0
T-Pu=w
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Wenn mit V=S@A) und W= S(B) zwei Unterrdume gegeben sind, fir die
U=VeW gilt, so kann der damit verknipfte Projektor explizit angegeben

werden.

Satz 2: Sei R eine Matrix mit maximalem Rang, fir die RB=0 gilt, und

sei r(R)=r(A) , so lautet eine Darstellung des Projektors
PylA] = ARA)"R (3-8)

Die generalisierte Inverse in (3-8) hat, wie in allen folgenden Beziehun-

gen, lediglich die Gleichung
(RA) (RA)™ (RA) = (RA) (3-9)

zu erfillen. Wegen PB=0 muB P=LR gelten. Wird dies in PA=A ein-
gesetzt, so folgt LRA=A . Und mit L=A(RA)~ erhdlt man sofort (3-8).

Eine Wahl fir die Matrix R ist zum Beispiel

R=({1-BB) . (3-10)

Wie schon in (3-8) wird im folgenden vereinfachend die Schreibweise Pg[A]
fir Psm[S(A)] gewdhlt. Wenn die Vektorraumzerlegung aus dem Text her-

vorgeht, wird einfach P geschrieben.

Wenn U=V@W kein Vektorraum sondern ein Vektorunterraum des

E™ ist, UcE"™ , so gibt es Vektoren x € E™ , fir die =zx'U=x'V =
=x2"W=0 gilt. Seien diese Vektoren in der Matrix X zusammengefaBt, so
gilt

(P VI+XYX)u = v (3-11)

fiir jede Matrix Y passender Ordnung. P, [V]+XYX' st daher ein Projek-
tor nach Definition 4, der jedoch keinesfalls eindeutig und nur flr spe-

zielle Matrizen X und Y idempotent ist.

Eine flr die Schdtzung in linearen Modellen besonders wichtige Gruppe sind
die orthogonalen Projektoren. Sie sind beziliglich der orthogonalen Zerlegung
des Vektorraumes U definiert: U=V @®V:t . Die durch V! gegebene Pro-
jektionsrichtung steht senkrecht auf V . Daraus folgt, daB fir jede Vek-
torzerlegung « =wv+w mit w€eU , veV und weV!t das Produkt

t

v'w =0 wird.
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l\w

Abbildung 2 Orthogonale Projektion in E?

v

Satz 3: Sei mit V=S@) und V! =S'(A) =S(B) eine orthogonale Zer-

legung des E™ gegeben, so ist
PolA] = A (A'A) A* (3-12)

der orthogonale Projektor auf S(A) .

Wegen S*'(A) = S(B) gilt A'B=0 . Ferner ist r(A) = r(A'A) . Daher kann
in (3-8) fur R die Matrix A" eingesetzt werden. Da A (A'A) A" unab-
hdangig von der Wahl der g-Inversen ist, ist Py[A] durch (3-12) eindeutig

bestimmt.

Satz 4: P, ist genau dann ein orthogonaler Projektor, wenn P, symme-

trisch und idempotent ist, so daf

P, =Pl =PC . (3-13)

Aus (3-2) folgt Pyu =v €S(A) Vu€E™ und aus (3-5) erhdlt man
(3-Py)u = w €S(B) Vw€eE™ . Da nach Voraussetzung S(B) = S*(A) gilt,

ist v'w=0VwvreS(A) , weS(B) . Setzt man nun die Projektionen ein, so
ist vtw =uw'PI@-P)u=0V we€E™ . Daher muB P; = P{P, und
?b:=(?§75)t= PiP, gelten, d.h. P, muB symmetrisch und idempotent sein.
Wenn andererseits P, =P =P gilt, so folgt P =PIP, und damit
u'Pi(I-P)u =0V weE" .
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Eine Erweiterung des Projektionsbegriffs fir Vektorrdume, in denen die Ldn-
1

ge durch die Norm HuﬂM==(uFﬂfu)/2 , M symmetrisch, gemessen wird, ist

einfach méglich. Die Analogie wird besonders deutlich, wenn folgende Be-

zeichnungen eingefiihrt werden.

Definition 5 : Eine quadratische Matrix P sei bezeichnet als

(a) M-symmetrisch, wenn MP = (MP)' |,
(b) M-idempotent, wenn MP =MP? gilt.

Die Zerlegung des Vektorraumes U=V@W 1in eine direkte

Summe sei bezeichnet als
(c) M-orthogonal, wenn o+*Mw =0VwveV, weWw .
Wenn U ein Vektorraum ist, so kann in Anwendung von (c) W=Vy als
M-orthogonales Komplement von V bezeichnet werden.
Satz 5: Py I[V] ist genau dann ein M-orthogonaler Projektor auf V , wenn
er M-symmetrisch und M-idempotent ist:
MP = (MP) ; MP=MP?
In Analogie zur Beweisfihrung fir Satz 4 muB
viMw = u'PM (I-P)u =0V weE" (3-14)

gelten. Daraus folgt unmittelbar P'M = PMP = (P'M) = MP und P'M =

= PMPP = MP = MPP , also die Notwendigkeit von M-Symmetrie und M-Idempo-
tenz. DaB diese Eigenschaften auch hinreichend sind, ergibt sich durch Ein-
setzen in (3-14).

Wird der Satz 2 auf die M-orthogonale Zerlegung des Vektorraumes angewandt,
so erhdlt man mit V =S@A) und Vi =S(B) die Beziehung

AMB =0 , (3-15)
die zeigt, daB in (3-8) R =A'M zu setzen ist. Daraus folgt

PuolA] = A(A'MA) A'M (3-16)
Satz 6: Unter der M-orthogonalen Projektion des E™ auf den S(A) gilt

w-Pul|l, < |lu-all, Vu€E", ae€S(A) . (3-17)
[ lly < llee-all,
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Wegen (u-Pu) € Sii(A) und a € S(A) gilt fur alle « und a entspre-
chend (3-15) a'M(w-Pu) =0 . Schreibt man nun w-a = (u-Pu) -
-(a-Pu) so folgt

lu-all, = lla-Pull, + la-Pul, - 2(u-Pu) M(a-Pu) (3-18)

d.h. (3-17) ist genau dann erfillt, wenn die Bilinearform auf der rechten
Seite von (3-18) verschwindet. Dies ist aber unter der M-orthogonalen Pro-
jektion gesichert, da (a-Pu) € S(A)

4. SCHATZUNG IM REGULAREN GAUSS-MARKOFF-MODELL

In dem in (2-1) formulierten Modell mit den Spezifikationen nach Definition
1.1

L=Ax+e , V@) =050

werden die Modellparameter =x nach der Methode der kleinsten Quadrate ge-

schdtzt. Das als bekannt vorausgesetzte Ergebnis lautet

&= (A'Q;1A) ‘AtQ;le

(4-1)
V(£) = 02 (A°Q;1A) | = 02 Qs .
Wird die Gleichung fir £ 1inks mit A multipliziert, so folgt
-1 -1 -1 ~
Ak = A(A'Q'A) AQ L =ttv =1 (4-2)
oder im Hinblick auf (3-16)
Z’=:PQ.1O[CA]£’ ) (4-3)

Der Vektor der ausgeglichenen Beobachtungen ¢ wird durch Q{l-orthogona1e
Projektion des Beobachtungsvektors ¢ auf den Spaltenraum von A erhal-
ten. Die Methode der kleinsten Quadrate bewirkt also eine Q{lforthogona1e
Zerlegung des Vektors £ € E™ in die Summe der Vektoren 2 € S(A) und
¢-?=-v € Sgloﬂ) . Aus den Eigenschaften der Q{lforthogona1en Projek-
tion folgt sofort, daB die Zerlegung eindeutig ist und folgende Beziehungen

gelten:
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7°0i'v =0V 2 e S(A

AQ v =0 (4-4)

(¢-2)'0;'(£-2) = min .

Die Suche nach besten linearen Schdtzern gemdB Definition 2 erfolgt in zwei

Schritten. Die Forderung der Erwartungstreue fihrt fir y =46 =c'% zu
E(ct®) = c'E(®) = ctAx = &'« (4-5)
und damit zu der Bedingung

ctA =4 bzw. & € S(AY) . (4-6)

Da nach Modelldefinition r(A)=n ist, liegen alle n-Vektoren & im
S(A') . Daraus folgt, daB jede lineare Funktion y =46'x durch c'¢ er-
wartungstreu schdtzbar ist. Aus (4-6) erhdlt man fir ¢ die allgemeine

Losung

c=(A") 6+(-(A") A")z . =z beliebig. (4-7)

Um unter allen erwartungstreuen Schitzern c¢'¥ jenen mit minimaler Varianz
zu erhalten, ist V@J#)==o§ctQ1c Zu minimieren, und zwar durch geeignete
Wahl von (A%) und z . Wegen der in den ndchsten Abschnitten auftreten-
den Besonderheiten ist es zweckmdBig, den Vektor ¢ mit Hilfe der La-

grangeschen Funktion
L = c'Qic+2At(Atc - &) (4-8)

direkt zu bestimmen. Die Ableitungen von L nach ¢ und A werden null

gesetzt und fihren auf das konsistente Gleichungssystem

Q) AJg¢ 0
MINE
A 011l &
mit der LOsung
-1 -1
¢ 9 ~GAY, g 0
- ,
A gt _N-l &
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in der zur Abkilrzung
N=AQ'A und G=0 AN (4-11)
gesetzt wurde. Es erweist sich also
-1

c=Gb =0, A(AQ A) & (4-12)

als der gesuchte Vektor fir die beste lineare Schdtzung von &'z

9 =6iGte =68 =ctP . (4-13)

Flir die Varianz erhdlt man
V(@) = 05 c'Qic = 05 6105 & . (4-14)

Gleichung (4-13) ist eine Verallgemeinerung von (4-1) und (4-2). Soll nam-
lich ¢ =3x==x nach (4-13) geschdtzt werden, so ist & durch die Ein-
heitsmatrix J zu ersetzen, womit sofort (4-1) folgt. Ist dagegen

y=Ax =+ zu schitzen, so findet man mit A fir £ 1in (4-13) das Er-
gebnis (4-2). Diese Identitdten zeigen die Aquivalenz der Methode der

kleinsten Quadrate und der besten Tinearen Schdtzung.

Als Schatzwert fir of wird bei der Methode der kleinsten Quadrate der

Schdtzer
sj = vtQ w / (m-n) (4-15)

benutzt. Es soll nun noch gezeigt werden, daB 55 ein bester quadratischer

Schdtzer gemdB Definition 3 ist.

Aus v =2-¢=(P-3)¢ mit P nach (4-3) folgt
si =29, (3-P)e/(m-n) = £'Be (4-16)
E(s§) = E(¢'B¢) = ob sp[BQ] +x'A'BA x . (4-17)
Wird nun in (4-17)
B=0,'(7-2)/(n-n) (4-18)

eingesetzt, so findet man nach Ausmultiplizieren, daB E(s§) =o0f erfullt
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ist. Fernerzeigt sich, daB wegen A'B =0 der Schitzer invariant ist. DaB
s§ nach (4-16) auch minimale Varianz besitzt, 1&Bt sich ebenfalls durch

Einsetzen zeigen,

1
sp(BQ1BQy) = D)

'BQB£ = £'BL£/(m-n)

s§ = (sp[BQ1BQ 1) '¢'BQB¢ = ¢'B¢ (4-19)

5. SCHATZUNG IM A-SINGULAREN GAUSS-MARKOFF-MODELL

Im ersten Schritt der Verallgemeinerung des in (2-1) formulierten Modells
L=Ax+ec , V() = 050,

soll gemdB Definition 1.2 angenommen werden, daB der Rang der mxXn-Matrix A

kleiner als n 1ist,

r(A) =p<n

Bildet man nun nach der Methode der kleinsten Quadrate die Normalgleichun-

gen
AtQ 'A% =AQ L, (5-1)

so kdnnen diese bekanntlich nicht in gewohnter Weise aufgeldst werden, da
wegen r@ﬂtg{hﬂ) = r(A)<n die Inverse von ‘AtQ{hﬂ nicht existiert. Die

Gleichung (5-1) hat keinen eindeutigen LOsungsvektor £ sondern eine LG6-

sungsmenge
L= {2, 2=N"A'Q t+(1-N"N)z} (5-2)
mit N =A'Q'A , NNN=N und z€E" beliebig.

Im singuldren GauB-Markoff-Modell ist die Frage nach dem Parametervektor

x offenbar nicht sinnvoll. Es kann nur nach der LOsungsmenge L gefragt
werden, die durch alle Vektoren, die (5-1) befriedigen, gegeben ist.

L enthdlt genau n-p+l Tinear unabhdngige Vektoren £ . Filr praktische

/wecke kann es sinnvoll sein, ein Element #£€L unter ganz bestimmten

Gesichtspunkten auszuwdhlen, die dann am einfachsten in n-p deeignete
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Bedingungsgleichungen R£-g =0 gekleidet werden. Einzelheiten dazu
sind in CASPARY 1978 behandelt.

Wird (5-2) linksseitig mit A multipliziert, so erhdlt man den eindeuti-

gen Vektor

Af=ANAQ € =t+v =7 . (5-3)

Ein Vergleich mit (3-16) zeigt, daB Jlﬂf}AtQ{1==PQJO&A] der Q{lforthof
gonale Projektor auf S(A) ist. Auch im A-singuldren Modell bewirkt also
die Methode der kleinsten Quadrate eine eindeutige Q{l-orthogona1e lerle-
gung des Beobachtungsvektors ¢ . Die in (4-4) formulierten Beziehungen

gelten daher unverdndert im A-singuldren Modell.

Die Uberlegungen zur Erwartungstreue einer linearen Funktion y =46t in
Abschnitt 4 sind unabhdngig von r(A) durchgefiihrt worden, so daB das Er-
gebnis &' € S(A') seine GUltigkeit behdlt. Da r(A)=p<n vorausge-
setzt ist, liegen allerdings nicht mehr alle n-Vektoren im S(A") , so daB
sich eine Beschrdnkung der Zahl der zuldssigen Vektoren & ergibt. Im
A-singuldren Modell (2-1) sind nur die Funktionen y = 46'% erwartungstreu

schatzbar, fir die NN"# =46 bzw. A (A') 4 =46 gilt.

Die Forderung nach minimaler Varianz fihrt genau wie im 4. Kapitel auf das

Gleichungssystem fir ¢

AR

b
das nun jedoch einen Rangdefekt hat. Nach PRINGLE/RAYNER 1971, S. 50 ff.,

hat dieses System die L&sung

[Q] A

At 0

0

(5-5)

[C] 9,'-640" ¢
A

gt v Le
wobei N~ = Gﬂtg{%ﬂ)_ eine beliebige g-Inverse von N st und ¢ = Q{lJlﬁf‘
gesetzt wurde. Fir den gesuchten Vektor erhdlt man analog zu (4-12) die LO-

sung

c=G& =0 A(AQ'A) & | (5-6)
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mit der der beste Tineare Schdtzer Tautet

g = 6Gte = 4T N)LANQ T . (5-7)
Da nach (4-6) &' =c'A gilt, folgt aus (5-7)

§=ctAGH =42 =c'? . (5-8)

Das Produkt AG' st Q{l-symmetrisch. Dies folgt aus der Invarianz des
Ausdrucks AN~AY beziglich der benutzten g-Inversen. Wegen NN N =N =
= NWI)HNV  dist auch (W) g-Inverse von N , so daB ebenfalls in (5-7)
(W) durch N~ ersetzt werden darf. Die Eindeutigkeit des Schéitzers §

kann in (5-8) abgelesen werden, da 2 nach (5-3) und ebenfalls ¢ ein-

deutig sind. Die Varianz von ¥ Tlautet
V(@) = 05 ctQic = a5 6N &

Gleichung (5-7) ist eine Verallgemeinerung von (5-3), die man erhdlt, in-
dem man & durch A' ersetzt.

Der beste quadratische Schdtzer fir 05 wird ganz entsprechend der Vorge-
hensweise in Kapitel 4 abgeleitet. Mit B =0,'(7-2)/(m-p) , wobei

P =cﬂﬁfxﬂtg{1 der Q{l-orthogona1e Projektor nach (5-3) ist, erhdlt man

sp[BQ1BQ] = CED)

'BQiB¢  ¢'B¢/(m-p)
und schlieBlich

2P0l (I-P)¢

so=£'BL =
m-p

(5-9)

6. DAS ALLGEMEINE GAUSS-MARKOFF-MODELL

Die allgemeine Form des in (2-1) formulierten GauB-Markoff-Modells
t=Ax+ec , V(@) =050 =3

ist in Definition 1.4 spezifiziert. Es wird angenommen, daB sowohl die Ko-
effizientenmatrix A als auch die Kofaktorenmatrix @i einen Rangdefekt

besitzen:
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rA) =p<n , r(@)=ag<m

Eine gesonderte Behandlung des Q-singuldren Falles gemdB Definition 1.3
ist entbehrlich, da die dort bendtigten Schdtzfunktionen sofort aus den

Ergebnissen dieses Kapitels abgelesen werden kénnen.

Will man im allgemeinen Modell zur Ableitung von Schdtzern die Methode der
kleinsten Quadrate anwenden, so stoBt man auf die Schwierigkeit, daB die
Berechnung der Gewichtsmatrix G aus der singuldren Kofaktorenmatrix Q
nicht so ohne weiteres mdglich ist. Es ist also zu untersuchen, welche Ma-
trix G zur Bildung der zu minimierenden quadratischen Form zu verwenden

ist.

Ehe auf Ldsungsmdglichkeiten fir dieses Problem eingegangen wird, soll eine
Analyse des Modells Klarheit darlber verschaffen, welche Vektorraumbezie-

hungen vorliegen.

Aus £ =cAx+e folgt, daB (¢-¢€) € S(A) gilt. Da nur mit dem Modell
vertrdgliche Schdtzverfahren betrachtet werden sollen, muB auch fir die
ausgeglichene Beobachtung gelten: #+wv =2 € S(A) . Fiur den wahren Fehler
¢ gilt definitionsgemdBl ¢c€€S(Z;) , so daB man fir den Beobachtungsvektor
£ € S(A:Qy) erhdlt. Das Modell (2-1) belegt also den Vektorraum

S(A:Q) =S{T) , der im allgemeinen Fall ein Unterraum des E™ ist. Der
Modellraum S(T) wird durch die Spalten der Matrizen A und @Q; aufge-
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spannt
S(A Q1) = S(A) +5(Q7) = S(T) (6-1)
Weitere Klarheit bringt eine orthogonale Zerlegung des entsprechend
CASPARY 1983 mit den im folgenden definierten Matrizen bzw. Vektorunter-
rdumen
S = S(A) n SHQY) X', =0 (6-2)
S(L) = S(A) n S(Qy) LA =0 (6-3)
SM) = S(Q) n ST(A) LM =0, M'A=0 (6-4)
SV) = SHQ) n ST(A) NtA =0, N'Q =0 (6-5)
SE)YBSLYDSM)DS(IV) =E" (6-6)
SEF) @ S(L) = S(A) SO @ SM) = S(Q1) (6-7)
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Abbildung 3 Vektorraumbelegung im allgemeinen GauB-Markoff-Modell

Aus XK' =K'Ax+XK'e folgt wegen Kte =0 , daB die Parameter die Bedin-
gung  K'Ax =K' erfiilllen missen, deren rechte Seite erst nach Ausfiihrung
der Beobachtungen angegeben werden kann. Diese Bedingung verschwindet nur
in dem Sonderfall S(A) < S(Q;) , da dann K =0 ist. Ferner missen die Be-
obachtungen die Gleichung N'2 =0 erfiillen, mit der geprift werden kann,

ob die Beobachtungen modellkonform sind.

Nach MITRA/ZRAO 1968 erhdlt man eine Darstellung der Matrix X fir
S(X) =SWY)NS(Z) durch die Gleichung

X =Y (UzH) mit r@) =r@+r@-ryiz) (6-8)

wobei unter A* eine Matrix verstanden wird, deren Spalten das orthogonale

Komplement zum S(A) bilden.

Die Anwendung dieser Beziehung ergibt zum Beispiel mit

M = 010" (6-9)

eine Mdglichkeit zur Bestimmung einer Matrix M , deren Spalten den Unter-
raum S(M) aufspannen. Mit der orthogonalen Zerlegung (6-2) bis (6-5) er-
hdlt man folgende Darstellungsméglichkeiten fir die in (6-1) eingefiihrte

Modellraummatrix T ,

T=Q_‘+:K‘8‘7<'t (6’10)
TIQ}'i‘c/chﬂt (6‘11)
T = KXK' +LyLt+mzmt (6-12)
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bei denen &, F, X, Y und Z Matrizen passender Ordnung sind, die ledig-
lich die offensichtlichen Rangbedingungen, wie z.B. rCKSKﬁ) =rx) , er-

fillen missen.

Die Schdatzaufgabe kann nun so formuliert werden: Der Beobachtungsvektor
£ € S(T) st G-orthogonal in die Summe der Vektoren 2 =+¢+wv € S(A) und
-vv € S(M) zu zerlegen. Daher muB analog (4-4) gelten

P'Gvr =0V ?eSE) und -ve€SWM) . (6-13)

Gleichung (6-13) kann mit 2=Ay und -v =Mz umgeformt werden in
Yyt A'GMz =0V y € E" und z € E'™ | Dies ist gleichbedeutend mit

AGM =0 . (6-14)

Nach (3-16) erhdlt man diese Zerlegung durch die Projektion mit

PoolA]l = A(A'GA) A'G . (6-15)
Um die zundchst noch unbekannte Gewichtsmatrix G zu bestimmen, wird gefor-
dert, daB die ausgeglichenen Beobachtungen 2 =P¢ erwartungstreu sind und

minimale Varianz aufweisen. Die Erwartungstreue ist wegen £ € S(A) ge-

wdhrleistet wenn

PA=A (6-16)

gilt, das heiBt, P und A missen denselben Spaltenraum aufspannen.

Damit die Varianzen der ausgeglichenen Beobachtungen minimal werden, ist

sp [P Pt = min (6-17)

zu fordern. Um (6-16) und (6-17) gleichzeitig zu erfillen, ist die Lagrange-

Funktion

L=sp[PQ1P]+2spA(PA-A)

zu minimieren. Die Verallgemeinerung des schon in (4-8) verwendeten Verfah-

rens fihrt auf das Gleichungssystem

pt 0

91 A
(6-18)

At 0 A Ab
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Da die Koeffizientenmatrix nicht den vollen Rang hat, ist die Ldsung

(6-18) nicht eindeutig. Mit einer beliebigen g-Inversen
G G
[63 C4l

und einer frei wdhlbaren Matrix Z erhdlt man

ol B

woraus fir Pt folgt

[Qw AT

At 0

pt G Czl 91 A

A C; Cillat o

Pt =C A+ {7-C10) - €A} 2, - C1AZ,

Fihrt man die Abkilirzungen
T =Q +AA" N=A'"T A

ein, so findet man nach PRINGLE/RAYNER 1971, S. 48

CL =T -T AN AT~ Cy = N"AT™

C, =T AN Ci=N"N=-N-

von

(6-19)

(6-20)

(6-21)

(6-22)

als L&sungen fir (6-19), in die beliebige g-Inversen eingesetzt werden kon-

nen. Als eine der mdoglichen Formen fir den Projektor kann die Sonderldsung

mit Z; =0 dewdhlt werden.
P=AC = AW A T
Da 7 wund N nach (6-21) symmetrisch sind und da Produkte der For

mit S(A') € S(B') und S(€) € S(B) invariant in Bezug auf die Wahl

B~ sind, kann fir (6-23) vereinfacht geschrieben werden

P=AA(Q +AAY) A) AY(Q +AA"Y) .

Der Vergleich mit (6-15) und (6-11) zeigt, daB fir die Gewichtsmatri

G=(Q+AA") =7~

(6-23)

m ABC

fir

(6-24)

X

(6-25)

gesetzt werden kann. Mit Satz 5 ist leicht Uberprift, daB (6-24) tatsdch-

lich ein T~-orthogonaler Projektor ist, der alle Vektoren aus S(T)
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S(A) abbildet.

P=Pit ., v=(3-Pr)t . (6-26)
wobei

T = 'PtT(7-P)£ =0

ist.

Der Projektor (6-24) ist eine Verallgemeinerung des in Satz 5 und 6 behan-
delten Projektors, da er nur lUber dem Vektorunterraum S(T) definiert ist
und da wegen r(@7) <m in (3-18) eine Seminorm minimiert wird. Wie die 1in
(6-10) bis (6-12) angegebenen Mdglichkeiten zur Darstellung von T zeigen,
ist PrlA] nicht eindeutig festgelegt. AuBerdem ist wegen (3-11) und
(6-5) P +NBN' mit B beliebig ebenfalls ein Projektor, der alle Kri-

terien befriedigt.
Aus (6-26) folgt

t=A%=A(AT A) AT ¢ . (6-27)
Als Ldsungsvektor im allgemeinen GauB-Markoff-Modell ist offensichtlich je-
der Vektor £ der Ldsungsmenge

L={£.4=(ATA) AT ¢+[7- (AT A) AT A|z} (6-28)

zuldssig, wobei 3z frei gewdhlt werden kann.

Diese Mehrdeutigkeit filr den Parametervektor legt wieder die Frage nahe, ob
es auBer den ausgeglichenen Beobachtungen weitere lineare Funktionen der
Parameter gibt, die erwartungstreu und mit minimaler Varianz schdtzbar

sind.

GemdB Definition 2 sei fir y = 46'% eine lineare Schdtzfunktion ct¢ ge-
sucht, die erwartungstreu ist, woraus fir & wie friher folgt, daB

4 € S(A') sein muB, und die ferner minimale Varianz aufweist, also
V(y)==o§ctQWc minimiert. Den Ableitungen in Abschnitt 4 folgend fihren

diese beiden Forderungen auf das (4-9) entsprechende Gleichungssystem

9 A]g¢ 0
MR
At ol
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das nun aber wie in (6-18) durch einen Rangdefekt in Q; und A gekenn-
zeichnet ist. Die in (6-19) und (6-22) angegebene g-Inverse kann auch hier

zur Ldsung benutzt werden:

c=Cb+[T-CQ +CrA 31 - C1 Az, . (6-30)

Dies fuhrt auf die Schatzfunktion
g =stcie+zi[7-01C] +Act] ¢ - ziAtCHE

die sich vereinfacht, wenn man beriicksichtigt, daB wegen £ € S(T) die
Darstellung ¢ =7Tg folgt, die mit €; und €& nach (6-22) auf
[7-91¢f+ACi]T =0 ; AtefT =0 (6-31)
fihrt, so daB
§=6tcie (6-32)

ibrig bleibt. Nach (6-22) ist €, =T A(A'T A) . Wird dies in (6-32) ein-

o~

gesetzt, so zeigt der Vergleich mit (6-28), daB §=4'% fir jedes Ele-
ment von L gilt. Darlber hinaus kann wegen 4% =c'A mit (6-27) auch

7 =c'¢ geschrieben werden.
Die Varianz von § Tautet mit N = AT A
V(@) = 0f 6°C;0:C

(6-33)
= 0 6 NTAT QT AN &

Setzt man in (6-33) Q; =T-AA' ein und beriicksichtigt, daB 7779y = Q,
und JTT-A =A 1ist, so erhdlt man die einfachere Form
V@) = a5 6* (V= -N"N) & = -05 6C, & (6-34)

mit €, nach (6-22). Nun ist aber & € S(A') , so daB #'N"N =46 , ein-

gesetzt in (6-34), die endgiiltige Varianzschdtzung Tiefert:
V(@) = of #[(A'T A) - J] 6 . (6-35)

Der quadratische Schdtzer fir 05 gemdB Definition 3 lautet im allgemeinen

Modell
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,  v'Tw LTI -P)¢ .
s§ = = = = =¢'BY (6-36)

mit f=r{T)-r(A) .
Die Erwartungstreue dieses Schdtzers kann auf dem Ublichen Weg gezeigt wer-
den:

E(v'T-v) = E(sp [T vvt]) = sp[T7E,] .

Setzt man
L, =05 (P - Q(P-7)

ein und multipliziert aus, wobei die Beziehungen T =Q;+AA" und

sp[AB] = sp[BA] benutzt werden, so erhdlt man

E(v'Tv)

05 sp[TT—- NN ]

a5 [r@) - r(A)] =05 .

Ferner Tiest man wegen A'B=0 mit B=77(9-P)/f die Invarianz des
Schdtzers ab. Auch das Kriterium der minimalen Varianz entsprechend (4-19)
erweist sich durch Einsetzen und Ausmultiplizieren als erflllt. Wie man
leicht zeigen kann, darf (6-36) noch etwas vereinfacht werden, da fir be-

liebige g-Inverse von @Q; die Beziehung
v T = v Qv (6-37)

gilt.

Nach (6-13) ist -+ € S(M) , und wegen M = 0,(Q;A)* nach (6-9) kann

v =Ma = Qya gesetzt werden. Fihrt man dies in (6-37) ein, so erhdlt man

v'T~v = v'T-Qa

vtTT[T-AA | a

v T v = v'TTa - v'T-AA'a . (6-38)

Der zweite Ausdruck auf der rechten Seite ist null, was sich sogleich durch

Einsetzen von o' = ¢Y(P'-J) ergibt. Es bleibt damit
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v'T v = atQ 7 Ta = atQa

und nach Rickwdrtseinsetzen mit 0,079, = @y folgt die behauptete Bezie-
hung (6-37).

Im allgemeinen GauB-Markoff-Modell spielt die Matrix T~ , wobei T mit
(6-10), (6-11) oder (6-12) gegeben ist, die Rolle der Gewichtsmatrix. Die
Beschrankung der vorstehenden Ableitungen auf den Sonderfall T =Q;+AA"

diente lediglich der Vereinfachung der Formeln.

Wenn im Modell S(A) < S(Q;) 4gilt, so kann in allen Formeln die Matrix T~

durch eine beliebige g-Inverse @7 ersetzt werden.
Falls A vollen Rang hat, also ein @-singuldres Modell vorliegt, so dndert

sich nichts an den Formeln, die fiir Schdtzungen im allgemeinen Modell abge-

leitet wurden.

/. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Die mit Hilfe von Projektionsmatrizen mdgliche direkte Ldsung der Schdtz-
aufgaben im allgemeinen GauB-Markoff-Modell wurde unter den Kriterien Er-
wartungstreue und minimale Varianz entwickelt. Wegen der Aquivalenz dieser
Kriterien mit der Methode der kleinsten Quadrate handelt es sich bei den
Ergebnissen um Verallgemeinerungen der klassischen Formeln der Ausglei-

chungsrechnung.

Wie in CASPARY 1983 gezeigt wurde, ist es jedoch auch mdglich, einen ande-
ren Weg zu wdhlen, der auf ein reguldres Modell mit Bedingungsgleichungen
fuhrt, in dem die bekannten Schdtzformeln ihre Giltigkeit behalten. Dazu

ist Tediglich eine Transformation des Modells ndétig.
Der hier eingeschlagene Weg hat allerdings den Vorteil, daB die in (6-27),

(6-32) und (6-36) gefundenen Schdtzfunktionen in allen Modellen nach Defi-
nition 1 giltig sind.

46



LITERATUR

CASPARY, W.: Zur Losung singularer Ausgleichungsmodelle durch Bedingungs-
gleichungen. Allgemeine Vermessungsnachrichten 2 (1978), S. 81-87
CASPARY, W.: Zur Singularitat von Varianz-Kovarianzmatrizen. Zeitschrift
flir Vermessungswesen, 1983, S. 209-215

KOCH, K.-R.: Parameterschatzung und Hypothesentest in linearen Modellen.
Dimmlers Verlag, Bonn 1980

MITRA, S.K.: Unified Least Squares Approach to Linear Estimation in a
General Gauss-Markov Model. SIAM J. Appl. Math. Vol. 25, 1973,
S. 671-680

MITRA, S.K., RAO, C.R.: Some results in estimation and tests of linear
hypotheses under the Gauss-Markoff Model. Sankhya, Ser. A 30, 1968,
S. 281-290

MITRA, S.K., RAQ, C.R.: Projections under Seminorms and Generalized Moore-
Penrose Inverses. Linear Algebra and its Applications 9, 1974,
S. 155-167

PRINGLE, R.M., RAYNER, A.A.: Generalized Inverse Matrices with Applications
to Statistics. Griffin's Statistical Monographs & Courses, London 1971

RAO, C.R.: Representations of Best Linear Unbiased Estimators in the Gauss-
Markoff Model with a Singular Dispersion Matrix. Journal of Multi-
variate Analysis 3, 1973, S. 276-292

RAO, C.R.: Projectors, Generalized Inverses and the BLUE"s. Journal of
the Royal Statistic Society, Serie B, Vol. 36, 1974, S. 442-44¢6
/YSKIND, G.: On Canonical Forms, Non-negative Covariance Matrices and Best

and Simple Least Squares Linear Estimations in Linear Models. Annals
of Mathematical Statistics 38, 1967, S. 1092-1109

/YSKIND, G.: Error Structures, Projections and Conditional Inverses in
Linear Model Theory. In J.N. Srivastava (Hrsg.): A Survey of Statisti-
cal Design and Linear Models, 1975, S. 647-663

/YSKIND, G., MARTIN, F.: On Best Linear Estimation and a General Gauss-
Markov Theorem in Linear Models with Arbitrary Non-negative Covariance
Structure. SIAM Journal on Applied Mathem. 17, 1969, S. 1190-1202

47



48



UMKEHRUNG VON VOLLSTANDIGEN POTENZREIHEN
MIT ZWEI VERANDERLICHEN

von Hans GLASMACHER und Klaus KRACK

SUMMARY
Two different solution methods are presented for the automation of the
reversal problem of a complete power series with two variables.

The required programming input is demonstrated by program listings and the
practical explanation is proved by a numerical example.

ZUSAMMENFASSUNG

Zur Automatisierung des Problems der Umkehrung einer vollstdndigen Potenz-
reihe mit zwei Variablen werden verschiedene Ldsungswege aufgezeigt.

Der notwendige Programmieraufwand wird anhand von Programmausdrucken darge-
stellt und die praktische Ausfiihrung mit einem Zahlenbeispiel belegt.
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1. EINFUHRUNG

Die ausgeschriebenen Formeln der Umkehrung einer vollstdndigen Potenzreihe
mit zwei Variablen werden bei héherem Grade der Reihe sehr umfangreich. Es
ist dann nicht mehr sinnvoll, diese von Hand aufzuschreiben, um spdter da-
mit zu rechnen, da die Wahrscheinlichkeit eines Schreib- oder Rechenfehlers
Zu groB wird. Ldsungen miissen daher entweder automatisch erzeugt oder di-
rekt als numerischer Algorithmus programmiert werden. Nachfolgend werden
diese beiden Vorgehensweisen dargestellt und beziglich ihrer Vor- und Nach-

teile miteinander verglichen.

2. NUMERISCHE REIHENUMKEHR

Die numerische Reihenumkehr basiert auf einer allgemeinen L&sung aus KONIG-
WEISE (1951). Fir die Darstellung dieser Ldsung wird eine Bezeichnungsweise
verwendet, die zwischen der Schreibweise in KONIG-WEISE und dem beigefiigten

Programmausdruck vermitteln soll.

Gegeben seien die Reihen

u= AG LK) -xi-yk o v = B(i,k)-x'-yK (2-1)
k=0.n-i k=0.n-i
mit
AC0,0) =0 ; B(0,0) =0

Gesucht sind die Reihen

X = CGi,k-ul-vk ; y= D(Gi,k)-u'-vk (2-2)
1; W'Oz:,n
k=0,n-1 k=0,n-1
mit
C(0,0) =0 ; D(0,0) =0
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Der klassische Ansatz zur L&sung der Reihenumkehr besteht aus dem Riickein-
setzen der Reihen fir u und v in die Reihen fir x und y und anschlieBendem
Koeffizientenvergleich. Sortiert man diese Reihen nach Potenzen von u und
v, so missen deren Koeffizienten bei der ersten Ordnung gleich 1 oder 0
sein und bei allen hoheren Ordnungen gleich 0 sein. Es entsteht ein System

von Gleichungen, das sukzessive aufgeldst werden kann.

Die Umkehrkoeffizienten der 1. Ordnung k&nnen ohne Schwierigkeit direkt

angegeben werden.

B(O,1 AC0,1
C(1,0) = __SET;l : C,1) = - (Dl )
(2-3)
B(1,0 A(1,0
D(1,0) = -——%5T—l ; D(0,1) = '_Sﬁf_l
mit
D1 = A(1,0) - B(0,1) - A(0,1) - B(1,0) (2-4)

Die Umkehrreihen-Koeffizienten C(i,k), D(i,k) flir i+k 22 Dbestehen je-
weils aus einer Summe Uber ein Produkt, dessen erster Faktor FK filr beide
Reihen gleich ist, wdhrend der zweite Faktor FC bzw. FD fir C und D unter-
schiedlich ist. Durch diese Aufspaltung kdnnen die Koeffizientenpaare ge-
meinsam ohne Doppelarbeit berechnet werden. Zur Summenbildung werden zwei
Hilfsvariablen " L und M eingefihrt, die Summe 1duft Uber alle Kombina-

tionen, die die Bedingung 1< L+M<I+K erfillen.

C(I,K) = 25 IF(L+M>1) + FK(I,K,L,M) - FC(L,M) (2-5)
L=0, I+K

M=0, I+K-L

D(I.,K) = 22 IF(L+M>1) + FK(I,K,L,M) - FD(L,M) (2-6)
L=0, I+K

M=0, I+K-L

" Um einen direkten Bezug zu den Programmanweisungen in Kapitel 3 zu er-
halten, werden die Indizes und Laufvariablen im weiteren mit den dort
verwendeten GroBbuchstaben bezeichnet.
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Die zweiten Faktoren FC(L,M) und FD(L,M) sind Ldsungen eines Gleichungs-
systems mit zwei Unbekannten. Sie Tauten mit dem D1 aus (2-4)
C(L,M - D0,1)-D(L,M)-C(0,D

FC(L.M) = o (2-7)

FDCLLM) = D(CL,M) - C(O,l)aiC(L’M). D(0,1) (2-8)

Der erste Faktor FK(I,K,L,M) besteht aus einer Summe von Produkten lber
alle moglichen Kombinationen, die mit den Hilfsvariablen LL, MM und SR, ST,

SS und SU die Bedingungen

2; R(LL) + 28 TMM) = I = SR+ST (2-9)
LL=1,L MM=1,M
und
2; S(LL) + 22 UMM) = K = SS+5SU (2-10)
LL=1,L MM=1,M
erftllen.

R(LL), LL =1 bis L ist, wie entsprechend T, S und M, ein Vektor mit L
ganzzahligen Elementen zwischen 0 und SR, dessen Element-Summe SR ist,

z.Bsp.

SR=3 , L=2:;R=/3,0/ , R(LL=1)=3 , R(LL=2)=0 (2-11)

Es missen jeweils alle Vektoren eingesetzt werden, die diese Bedingungen

erflillen, z.Bsp. auch

R=/2,1/ , R=/71,2/ und R=/70, 37/ . (2-12)

Vektoren, die die Bedingungen Elementzahl = L und

Es gibt KR=(5R+L'1)

Elementsumme = SR erfillen. Das gleiche gilt entsprechend fir die Vektoren
S, T und U.

NB

Die Binominalkoeffizienten (KB

) werden berechnet mit
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(EE)= 1_[ —NBfJJH : (2-13)

Um die mdglichen Vektoren nicht doppelt berechnen zu miissen, werden sie zu
Beginn des Programms, geordnet nach aufsteigender Element-Summe und -Anzahl,

erzeugt und gespeichert.

Dies geschieht einfach mit Programmschleifen fiir die Element-Summe E und
die Elemente Ei und Vergleich von E mit der Summe der Ei. Da es beim Grade
2-N71>

N der Reihe insgesamt ( verschiedene Vektoren gibt, werden sie, um

Kernspeicherplatz zu sparen, nach Zehnerpotenzen geordnet zu einer mehr-
stelligen Integerzahl zusammengefaBt und hintereinander abgespeichert. Dabei
wird die letzte laufende Nummer jeder Element-Summe fir den spdteren geziel-
ten Zugriff in SA festgehalten (siehe Programmausdruck in Kapitel 3), Sub-
routine "KOMBI").

Der jeweilige Vektor R 1dBt sich dann als mehrstellige Zahl in Abhdngigkeit

von der Elementsumme SR und einer Taufenden Kombinations-Nummer KR abrufen.

R R
R = KOGAGR+D+KR) 5 RULL = — 7 - INTEGER<—1OLL).1O

10"

(2-14)
Entsprechend werden S(LL), T(MM) wund UMM) bestimmt.
Zur Berechnung von FK muB also sowohl {ber die Bedingungen (2-9) und (2-10)
summiert werden, als auch Uber die jeweilige Anzahl der Kombinationen KR,

KS, KT und KU der Vektoren.

Zur abschlieBenden Produktbildung werden die Elemente der Vektoren paarweise

als Indices der bereits berechneten Koeffizienten C(i,k) und D(i,k) benutzt.
Z.Bsp. ist bei
SR=3 , SS=0 , =2 : R=/3,0/,S=/70,01/

ﬂ C(R(LL),S(LL)) = C(3,0) - C(0,0)

LL=1,L
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und die weiteren Produkte fir die anderen zuldssigen R aus (2-12) sind

C,0)-C1,00 , C,0)-C(2,0) und C€(0,0)-C(3,0)

Der Faktor FK(I,K,L,M) 148t sich daher folgendermaBen darstellen:

FKCTLK, L, M) = z z P(L,M,SR,ST,SU,SS,KR,KT,KU,KS) (2-15)
SR=0, 1 KR:1,(SR§E’1)
ST=1-SR KTzl,(STgﬂ’l)
SU=0,K Kuzl,(sugm’l)
$S=K-SU Kszl,(ssgé’l)
mit
PG = [ R, saw) - o(em . uem) (2-16)

IF(L>0):LL=1,L

TFM>0):MM=1,M

Bei der Programmierung sind einige logische Sonderfdlle zu berilicksichtigen,
die den Fall L=0 und M=0 betreffen. So muB ein Vektor mit Element-Zahl L=0
zwangsldufig auch die Element-Summe SR=SS=0 haben und damit wird ST=I und
SU=K. Bei M=0 wird ST=SU=0, SR=I und SS=K. Der Vektor mit Elementzahl Null
wird bei der Produktbildung nicht beriicksichtigt. Das Produkt muB also
nicht Null werden (siehe GI. (2-16)). Gleichung (2-15) muB daher durch lo-

gische Abfragen wie folgt erweitert werden:

FK(....) = zz IF((L4#0 oder SR=0) und (Mff0 oder SU=0)) : ZP(..) (2-15a)
SR=0, 1
IF(M=0):SR=I
ST=I-SR
SU=0,K
TF(L=0):SU=K

SS=K-SU
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Zur Umkehrung einer Reihe wird also zundchst die 1. Ordnung nach Gleichun-
gen (2-3) und (2-4) berechnet und fir die weitere schrittweise Ndherungs-
rechnung gespeichert. Danach werden alle mdglichen Vektoren mit Subroutine
"KOMBI" und in aufsteigender Reihenfolge die weiteren Koeffizientenpaare
C(i,k) und D(i,k) nach Gleichungen (2-5) und (2-6) mit (2-7), (2-8),
(2-15a), (2-15), (2-13), (2-16) und (2-14) berechnet.

3. ANGABEN /UM PROGRAMM UND RECHENBEISPIEL

Das Rechenprogramm ist in FORTRAN geschrieben und hat etwa 85 wirksame Pro-
grammzeilen. Die Rechenzeiten auf dem GroBrechner BURROUGHS B 7800/162

sind nachstehender Tabelle zu entnehmen. Es sind trotz der zahlreichen Sum-
mationen keine wesentlichen Rundungseffekte festzustellen. Nach zweimaliger
Reiheninversion mit einfacher Genauigkeit (12 Stellen) Tag die groBte Ab-
weichung bei 107%. Der Fehler durch Rundungen ist damit wesentlich kleiner

als der durch den Abbruch der unendlichen Reihe verursachte Fehler.

Programmausdruck:

C***************************************************

C
C PROGRAMM ZUR UMKEHRUNG ALLGEMEINER POTENZREIHEN MIT 2 VERAENDERLICHEN
C
C METHODE NACH KOENIG / WEISE BD.1 S.501 FF.
C
SUBROUTINE NINA2(N,A,B,C,D)
INTEGER KO(65535),ISA(9)
REAL*4 A(10,10),B(10,10),C(10,10),D(10,10),FK,FC,FD,D1
CALL KOMBI(N,KO,ISA)
A(1,1)=0 ; B(1,1)=0
D1 = A(2,1)*B(1,2)-A(1,2)*B(2,1)
C(2,1)= B(1,2)/D1 ; C(1,2)=-A(1,2)/D1
D(2,1)=-B(2,1)/D1 ; D(1,2)= A(2,1)/D1
DO 1 IN=I1,N
DO 1 I=0,IN K=IN-I
C
C SUMMATION UEBER L+M = 1,I+K
DO 1 L=0,I+K
DO 1 M=0,I+K-L
IF(L+M.LE.1) GOTO 1
FC = ACL+1,M+1)*B(1,2)-A(1,2)*B(L+1 ,M+1)
FD = A(2,1)*B(L+1,M+1)-A(L+1,M+1)*B(2,1)
CALL GK(FK,I,K,L,M,C,D,KO,ISA)
C(I+1,K+1)=C(I+1,K+1)-FK*FC/D1
D(I+1,K+1)=D(I+1,K+1)-FK*FD/D1~*
1 CONTINUE
C
END
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C*************************************************

C
C BERECHNUNG DER KOEFFIZIENTEN K (I,K,L,M)

C
SUBROUTINE GK(FK,I,K,L,M,C,D,KO0,ISA)
INTEGER KO(65535),ISA(9)
REAL*4 A(10,10,B(10,10),C(10,10),D(10,10),FK,SUM,PROD

C

C SUMMATION UEBER SR+ST=I , SS+SU=K UND ALLE VEKTOR-KOMBINATIONEN
DO 1 SR=0,I
IF(M.EQ.0)SR=I
IF(L.EQ.0.AND.SR.NE.O) GOTO 1
ST=I-SR
DO 1 SU=0,K
IF(L.EQ.0)SU=K
IF(M.EQ.0.AND.SU.NE.O) GOTO 1
SS=K-SU
DO 2 KR=1,BINKO(SR+L-1,SR)
DO 2 KS=1,BINKO(SS+L-1,SS)
DO 2 KT=1,BINKO(ST+M-1,ST)
DO 2 KU=1,BINKO(SU+M-1,SU)

C

C PRODUKTBILDUNG LL , MM =0 BIS L , M
PROD=1
IF(L.EQ.0) GOTO 3
DO 4 LL=1,L

RL=KO(ISA(SR+1)+KR)/10**(LL-1) - KOCISA(SR+1)+KR)/10**LL*10
SL=KO(ISA(SS+1)+KS)/10**(LL-1) - KOCISA(SS+1)+KS)/10**LL*10
IF(RL+SL.EQ.0Q) GOTO 2

4 PROD=PROD*C(RL+1,SL+1)

3 IF(M.EQ.0) GOTO 5
DO 6 MM=1,M
TM=KO(ISA(ST+1)+KT)/10**(MM-1) - KO(ISA(ST+1)+KT)/10**MM*10
UM=KO(ISA(SU+1)+KU)/10**(MM-1) KOCISA(SU+1)+KU)/10**MM*10
I[F(UM+TM.EQ.Q) GOTO 2

6 PROD=PROD*D(TM+1,UM+1)
C
5 IF(L+M.GT.0) SUM=SUM+PROD
2 CONTINUE
1 FK=SUM
END
(ko ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok o ko ok ok ok ok ok ok ok ok ok
C
C BERECHNUNG VON BINOMIALKOEFFIZIENTEN N ueber K
C
REAL FUNCTION BINKO(N,K)
BINKO=1
IF(K.LE.QO) RETURN
DO 10 J=1,K
10 BINKO=BINKO*(N-J+1.)/d
END
C******E******************************************
C

C BERECHNUNG ALLER KOMBINATIONEN VON 1 BIS IS ZIFFERN
C ( IN DIESER REIHENFOLGE ) , DEREN SUMME IS IST
C

SUBROUTINE KOMBI(N,KO,ISA)

INTEGER KO(65535), ISA(9)

DO 1 IS=O,N

ISACIS+1)=NR

DO 1 K8=0,IS

DO 1 K7=0,IS-K8

DO 1 K6=0,IS-K8-K7

DO 1 K5=0,IS=K8-K7-K6

KZ=K8+K7+K6+K5

DO 1 K4=0,IS-KZ

DO 1 K3=0,IS-KZ-K4

DO 1 K2=0,IS-KZ-K4-K3

DO 1 KI1=0,IS-KZ-K4-K3-K2

KS=K1+K2+K3+K4+KZ

IF(KS.NE.IS) GOTO 1

NR=NR+1

KO(NR)=KI+10*K2+100*K3+1E3*K4+1E4*K5+1E5*K6+1E6+K7+1E7*K8
1 CONTINUE

END
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4. REIHENUMKEHRUNG MIT REDUCE

Neben dem auf Rekursionsformeln von KONIG-WEISE (1951) aufbauenden Algo-
rithmus zur Reihenumkehrung gibt es die Mdglichkeit, die Gleichungen zur
Lésung des Umkehrproblems von Grund auf rechnergestiitzt entwickeln zu las-

sen.

Diese Vorgehensweise ermdglicht das Programmsystem Reduce (HEARN, 1968),
welches speziell fir die rechnergestiitzte algebraische Formelmanipulation
entwickelt wurde. Die Fdhigkeiten von Reduce lassen sich in etwa wie folgt

zusammenfassen:

Reduce ist als dialogfdhiger Interpreter am Rechenzentrum der HSBw auf dem
Rechner B 7800 installiert. Als Daten kénnen z.Bsp. geklammerte Ausdriicke
mit freien Variablen und Zahlen eingefihrt werden, {Uber die sich mathema-
tische Umformungen durchfihren lassen. Diese Umformungen sind mit den Be-
griffen Verknlpfung, Vereinfachung, Substitution und Anwendung von Opera-

toren beschreibbar.

Mit Reduce ist es mdglich, die Programmierung des Umkehrproblems auf die
untere {bersichtliche Stufe der algebraischen Losungsherleitung zu stellen.
Damit brauchen keine Rekursionsformeln mehr gesucht werden, welche die
Grundlage des unter 1. beschriebenen, rein numerisch arbeitenden Algorithmus

darstellen.

5. LOSUNGSWEG

Im Hinblick auf die rechnergestiitzte Reihenumkehrung mit Reduce ist es
zundchst notwendig, eine LOosungsstrategie bereitzustellen, die sich mdg-
lichst bequem mit den in Reduce gegebenen Sprachelementen in ein Programm

umsetzen 14Bt.

Einem Algorithmus, der dabei mit mdglichst wenig Such-, Sortier- und Sub-
stitutionsvorgdngen auskommt, wird dabei der Vorzug zu geben sein. Gleich-
zeitig sollte der Bedarf an Rechenzeit und Speicherkapazitdt nicht auBer

Acht gelassen werden.

Unter diesen Gesichtspunkten hat es sich als vorteilhaft erwiesen, die bis
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zur Ordnungszahl n gesuchte Ldsung nicht in einem GuB zu erzeugen, sondern
vielmehr die einzelnen Ordnungen, was durchaus mdglich ist, getrennt zu

behandeln.

Praktisch werden fiir die Ordnungszahlen n<4 nacheinander geschlossene

L&sungen erzeugt, wdhrend fir die hbéheren Ordnungen, um Speicherplatz zu
sparen, ein System linearer Gleichungen angegeben wird, das zur LOsungs-
findung nach einem bekannten Verfahren rein numerisch nach den gesuchten

Unbekannten aufzuldsen ist.

Zur numerischen Auswertung der gefundenen Gleichungen wird durch Reduce

ein fortrancompatibles File erzeugt.

6. ANGABE DER GRUNDFORMELN

Die Umkehrung der Reihen erfolgt mit Hilfe der Methode des Koeffizienten-

vergleichs.

Ausgehend von den Reihen (2-1)

u = dig X + do1 Y
+ Ay X2+ apy xy + agy y@ (2-1a)
+oagg X+ ap XPy +oapp xyf + agy y?

v.= byg X + bpp vy
+ byg X2 + by xy + bgy ¥y2 (2-1b)
+ byg X3+ bpp Xfy + by xy? + bgz y?

werden die umgekehrten Reihen (2-2) mit den unbekannten Koeffizienten cjj;

und ds; gesucht.
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+ Cyp U2 + Cyp UV + Cpp V2 (2-2a)

+ Cqp U3 + Cpp UGV + Cpp uVZ + Cpy V3

+ dzo UZ + b11 uv  + doz V2 (2-2b)
+ d30 U3 + b21 U2V + d12 UV2 + d03 V3

Am Beispiel der Ordnungen n<?Z soll das allgemein anwendbare Ldsungsprin-

zip im folgenden demonstriert werden.

Das Rickeinsetzen von (2-1) in (2-2a) ergibt, sortiert nach Potenzen von

X und y:
x = x (agg Cyptbip Cqg)
+y (agy Cciptbgy Cip) (6-1)
+ x2 (apy Cigthyg Cortarg? Coot 210 bi1g C11#+b1g? Cpz)
+ xy (app Cigtbyy Coit2arg agy Cpet(ag boytagy byg) C11+2byg bgy Cpp)
+ y2 (ag, Cig*hgy Cortap:? Coot g1 bo1 C11#+bor? Cpz)

Das Riickeinsetzen von (2-1) in (2-2b) ergibt analog:

y = x (ajg dygtbyg dip)
£y (ag; digtbe; dip) (6-2)
+ x% (ay dygtbyy dgitage? dao* @10 Pio d11+byo? doz)
+ xy (app dig+byy dgi*2a1g agy dpet(agg boitagy byg) di1+2byg bgp dpp)
+ y% (agy dygtbgy dgitag:? dzo* a1 bos d11+bg;? doz)

Der Koeffizientenvergleich in (6-1) und (6-2) fihrt zundchst auf zwei 1i-

neare Gleichungssysteme fir die 10 Unbekannten c;; wund dy; fir n<2
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Sie Tauten in Matrizenschreibweise, ausgehend von (6-1)

[a10 Do 0 0 0 7 rCuwo7 1
a1 Do 0 0 0 Co1 0
az0  Dao aly a10b1o bfo [ Co| =10 (6-3)
aj; by 2aj0d01  apoboitambio  2b1gbos C11 0
Lapg, Do agy ao01bo1 bsr 1 Legs! L0
oder abgeklirzt : KO - C = LX (6-3a)

Ausgehend von (6-2) erhdlt man

KO - D = LY (6-4)
mit
le_ 0
do 1
D = dzo LY = 0
dy 0
[ dy, | 0

Aus (6-3a) und (6-4) lieBen sich die Unbekannten geschlossen herleiten:

C =Kot - Lx

ko'l . Ly

o
Il

Der Rechenaufwand verringert sich jedoch wesentlich, wenn man in den Glei-

chungssystemen (6-3a) und (6-4) jeweils nur die zur gleichen Ordnungszahl n
gehdrenden Unbekannten gemeinsam betrachtet. Die Matrizen KO bzw. KO und L

sind dabei den Systemen (6-5) und (6-6) bzw. (6-5a) und (6-6a) gemein.
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n = 1 Cn:1 = KOT-W=1 . I_anl
-1
Dn=1 = KOnzl ° LYn=1
-1
n = 2: Chz = KO, - (_I—n=2) * Cn
-1
Dy—o = KO\, - (_I—n=2) * Dn

mit

ajp Do 1
KOpoy = LXpop =
agr Do 0
0
1
a%o a0 bio b%o ]

KOy=p = \-2 d1p do1 a10 bo1 +ap1 big 2 big b01}

2
agy o1 bo1 Do1

(6-5)

(6-6)

(6-5a)

(6-6a)

C1o
Co1

le
Dp-1 =
dOl

Die Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten <cj; und dy;

unterscheiden sich nur in den Vektoren LX, 5

eine einfache Beziehung zur Gewinnung der Unbekannten

LY,-; . Damit 148t sich

di; aus schon be-

rechneten Koeffizienten «c¢;; angeben. Man ersetzt dazu in (6-5a) lediglich

Cij durch ds; wund berilicksichtigt bei n =1,
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C1o

dig = 75;; * (-b10)

und (6-7)
do1 = f?;l = (a10)

wird.

Fiir die Ordnungen n<4 13Bt sich die angegebene Ldsungsstrategie ohne
weiteres in Reduce umsetzen. Flir n25 wird aus Grinden der Speicherplatz-
ersparnis nurmehr KO,ss und L,ss aufgestellt und in einem fortrancom-
patiblen File abgelegt. Die Gleichungssysteme (6-3a) bzw. (6-4) flr n25

werden dann rein numerisch aufgeldst.

/. REDUCE PROGRAMM ANWEISUNGEN

BEGIN
ARRAY AC 6, 6), B( 6, 6), C( 6, 6):
€C(0,1):=C01; C(0,2):=C02; C(0,3):=C03 ; C(0,4):=C04;
€(0,5):=C05; C(0,6):=C06; C(1,5):=Cl5;
€(1,0):=Cl0; C(1,1):=Cl1l; C(1,2):=Cl2; C(1,3):=C13; C(1,4):=Cl4;
C(2,0):=C20; C(2,1):=C21; C(2,2):=C22; C((2,3):=C23; C(2,4):=C24;
€(3,0):=C30; C(3,1):=C31; C(3,2):=C32; C((3,3):=C33;
C(4,0):=C40; C(4,1):=C41; C(4,2):=C42;
€C(5,0):=C50; C(5,1):=C51; C(6.0):=C60;
AC0,1):=A01; A(0,2):=A02; A(0,3):=A03 ; A(0,4):=A04;
A(C0,5):=A05; A(0,6):=A06; A(l,5):=Alb;
A(1,0):=A10; A(1,1):=A11; A(l,2):=A12; A(1,3):=A13; A(l,4):=Al4;
A(2,0):=A20; A(2,1):=A21; A(2,2):=A22; A(2,3):=A23; A(2,4):=A24;
A(3,0):=A30; A(3,1):=A31; A(3,2):=A32; A(3,3):=A33;
A(4,0):=A40; A(4,1):=A41; A(4,2):=A42;
A(5,0):=A50; A(5,1):=A51; A(6.0):=A60;
B(0,1):=B01; B(0,2):=B02; B(0,3):=B03 ; B(0,4):=B04;
B(0,5):=B05; B(0,6):=B06; B(1,5):=B15;
B(1,0):=B10; B(1,1):=B11; B(1,2):=Bl2; B(1,3):=B13; B(1,4):=Bl4;
B(2,0):=B20; B(2,1):=B21; B(2,2):=B22; B(2,3):=B23; B(2,4):=B24;
B(3,0):=B30; B(3,1):=B31; B(3,2):=B32; B(3,3):=B33;
B(4,0):=B40; B(4,1):=B41; B(4,2):=B42;
B(5,0):=B50; B(5,1):=B51; B(6.0):=B60;
COMMENT ORIGINALRETHEN***xxFxkdkdkkxxrkhkhksrxx,
IORDM:=3;
BEGIN INTEGER IORD;
FOR IORD:=IORD STEP -1 UNTIL 1 DO BEGIN

QUT T; WRITE"™ ABLEITUNG DER ",IORD," TEN ORDNUNG";0UT INVSO;
WEIGHT U=1,V=1;
WTLEVEL IORD;
X:=0; OFF RESUBS;
FOR I:=0 STEP 1 UNTIL IORD DO BEGIN
FOR J:=0 STEP 1 UNTIL IORD -I DO BEGIN
X:=X+ ACI,J)* U**I * y**J;
END J; END I;

FOR I:=0 STEP 1 UNTIL IORD DO BEGIN
FOR J:=0 STEP 1 UNTIL IORD -I DO BEGIN
Y:=Y+ B(I,J)* U**I * V**J;

END J; END I;
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ON RESUBS;
COMMENT SUBSTITUIERTE RETHE #***dkdskxaskskskdkdkxxkhksk,

Ul:=0;
FOR I:=0 STEP 1 UNTIL IORD DO BEGIN
FOR J:=0 STEP 1 UNTIL IORD -I DO BEGIN
UI1:=C(I,Jd)* X**I * Y**]J;
WTLEVEL IORD-1;
UI2:=C(I,Jd)* X**I * Y**]J;
WTLEVEL IORD;
AKT:=UI1-UI2;
UZ:=AKT+UI; CLEAR AKT,UI,UI1,UIZ2;
Ul:=UZ; CLEAR UZ;
END J; END I;
CLEAR X,Y;
BEGIN ARRAY SU(55),SUV(55),ERG(1);
BEGIN INTEGER ISPA,IZ;
COMMENT ORDNEN NACH POTENZEN VON U UND V #**x*x*skkx.
COEFF(UI,U,SU) ; CLEAR UI;

SUT:=0;
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL IORD+1 DO BEGIN
SZ:=SUI+SU(I-1) ; CLEAR SUI;
SUT:=SZ; CLEAR SZ; END I; CLEAR SU;
COEFF(SUI,V,SUV); CLEAR SUI;
1Z2:=10RD+1;
BEGIN MATRIX KO(IZ,I1Z),LS(IZ,1);L0ES(IZ,1);
COMMENT AUFBAU DES GLEICHUNGSSYSTEMS ****kkkdkkx+,
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL IZ DO BEGIN
SULS:=0 ; ISPA:=0;
FOR J:= IORD STEP -1 UNTIL O DO BEGIN
K:=I0RD-J;

), ERG);
ISPA):=ERG(1);
) ;CLEAR SULS,ERG(0),ERG(1);

[SPA:=ISPA+1; KO(I,
SZ:=SULS+ERG(1)*C(J,K
SULS:=SZ;CLEAR SZ;

COEFF(SUV(I-1), C(J,K
(

END J;
LS(I,1):=SUV(I-1) - SULS; CLEAR SULS;
END 1;

CLEAR SUV,ERG;

IF IORD=1 THEN LS(2,1):=-1;
COMMENT AUFLOESUNG DES GLEICHUNGSSYST. *¥kstksx,
OFF GCD;

LOES:=KO**(-1) *(-1)*LS;
ON GCD;

COMMENT NATUERLICHE AUSGABE DER KOEFFIZIENTEN **;

FOR I:= IORD STEP -1 UNTIL O DO BEGIN

J:=I0RD-I; CLEAR C(I,J);

C(I,J):=LOES(J+1,1);

WrRITE " C",I,d,"= ",C(I,J); END I;
CLEAR KO, LS,LOES; END MAT; END INT;

END AR;

END IORD;
COMMENT FORTRANCOMPATIBLE AUSGABE DER KOEFF. ***;

ON LIST;0UT ROUTF; ON FORT; !*CARDNO:=1; !*BLKSIZE:=36;
FOR K:=1 STEP 1 UNTIL IORDM DO BEGIN

FOR I:= K STEP -1 UNTIL O DO BEGIN
J:i= K -I;
WRITE C(I,J); WRITE " C",1,d,"=ANS";
END I ;END K;OFF LIST;OFF FORT; OUT INVSO;
END INT; END;
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8.

ERGEBNISAUSDRUCK  (n £ 3)

3 2 2 3
C30=  (B30*BO1 *C01 - B21*B10*B01 *COl - B20*B10*BO1 *AQ1*C1l + B20*B01 *Al0*

2 2 2
Cl1 + B12*B10 *BO1*CO1 + B11*B10 *BO1*A01*C11l - BI11*B10*B01 *A10*C1ll

3 3 3 3
- B10 *B03*C01 - B10 *B02*A01*C11 - B10 *A03*C10 - 2*B10 *A02*A01*C20
2 2 2
+ B10 *B02*B01*A10*C11 + B10 *BO1*A12*C10 + 2*B10 *BO1*A11*A01*C20 +
2 2 2
2*B10 *BO1*A10*A02*C20 - B10*BOl *A21*C10 - 2*B10*B01 *A20*A01*C20 - 2

2 3 3 3 3
*B10*B01 *A11*A10*C20 + BO1 *A30*C10 + 2*B0O1 *A20*A10*C20)/(B10 *A01
2 2 2 2 3 3
- 3*B10 *BO1*A10*A01 + 3*B10*B0O1 *A10 *AO0l - BOl *AlQ0 )
2 2
C2l1= ( - 3*B30*B01 *A01*COl + 2*B21*B10*BO1*A01*CO1 + B21*B01 *Al0*C01 - 2*

2 2 3
B20*B10*B0O1 *A01*C02 + 2*B20*B10*B01*A01 *C11 + 2*B20*B0O1 *A10*C02 - 2

2 2
*B20*B01 *A10*A01*Cl1l - B12*B10 *A01*C01 - 2*B12*B10*B01*A10*C01 + 2*
2 2 2 2
B11*B10 *B01*A01*C02 - B11*B10 *A01 *Cl1 - 2*B11*B10*BOl1 *A10*C02 + 2*

2 2 3 3 2
B11*B01 *A10 *Cl1 - 2*B10 *B02*A01*C02 - B10 *A02*A01*Cl1l + 3*B10 *B02

2 2 2
*A10*C01 + 2*B10 *B02*B01*A10*C02 + 2*B10 *B02*A10*A01*C11 + B10 *BOI1*
2 2 2
A11*A01*C11 + B10 *BO1*A10*A02*C11 - B10 *A12*A01*C10 - 2*B10 *All*

2 2 2
A0l *C20 + 3*B10 *A10*A03*C10 + 4*B10 *A10*A02*A01*C20 - 2*B10*B02*B01
2 2 2
*A10 *C11 - B10*B01 *A20*A01*C11 - B10*B01 *AI11*A10*C11 + 2*B10*BOl*
2
A21*A01*C10 + 4*B10*B0O1*A20*A01 *C20 - 2*B10*B01*A12*A10*C10 - 4*B10*

2 3 2 2
BO1*A10 *A02*C20 + BO1 *A20*A10*C11 - 3*B01 *A30*A01*C10 + BOl *A21%*
2 2 2 3 3
A10*C10 - 4*BO1 *A20*A10*A01*C20 + 2*B01 *A11*A10 *C20)/(B10 *A0l1 - 2
2 2 2 2 3 3
*B10 *BO1*A10*A01 + 3*B10*BOl1 *A10 *A01 - BO1l *Al0 )

2 2
Cl2z= (3*B30*B01*A01 *C01 - B21*B10*A01 *COl - 2*B21*B01*A10*A01*COl + 4*B20*
2 3 2
B10*B01*A01 *C02 - B20*B10*A01 *C11 - 4*B20*BOl1 *A10*A01*C02 + B20*BO1
2 2 2
*A10*A01 *C11 + 2*B12*B10*A10*A01*CO1 + B12*B01*A10 *C01 - 2*B11*B10 *

2 2 2 2 2
A0l *C02 + B11*B10*A10*A01 *C11 + 2*B11%*B01 *Al0 *C02 - B11*BO1*Al0 *
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2 2 2 2
A01*C11 + 4*B10 *B01*A10*A01*C02 - B10 *A11*A01 *C1l1l + 2*B10 *A10*A02*

2 2 2
A01*C11 - 3*B10*B0O3*A10 *COl - 4*B10*B02*BO1*A10 *CO02 - B10*B02*Al10 *

2 2
AO01*C11 + 2*B10*B01*A20*A01 *C11 - 2*B10*BO1*Al10 *A02*Cl1 - B1O*A21*
2 3
A01 *C10 - 2*B10*A20*A01 *C20 + 2*B10*A12*A10*A01*C10 + 2*B10*A11*Al0*
2 2 2 3
A01 *C20 - 3*B10*A10 *A03*C10 - 2*B10*A10 *A02*A01*C20 + BO2*BO1*Al0 *
2 2 2 2
Cl1 - 2*B01 *A20*A10*A01*C11 + BO1l *A11*A10 *C11 + 3*BO1*A30*A01 *C10
2 2
- 2*BO1*A21*A10*A01*C10 + 2*BO1*A20*A10*A01 *C20 + BO1*A12*A10 *C10

2 3 3 3 2
- 2*BOI1*A11*A10 *A01*C20 + 2*B01*A10 *AQ02*C20)/(B10 *AQ01 - 3*B10 *

2 2 2 3 3
BO1*A10*A0O1 + 3*B10*B01 *AI10 *AOl - BO1 *AlQ0 )

3 2 3
C03= ( - B30*A01 *CO1 + B21*A10*A01 *COl - 2*B20*B10*A01 *CO02 + 2*B20*BO1*

2 2 2
A10*AO01 *C02 - B12*Al10 *A01*COl + 2*B11*B10*A10*A01 *C02 - 2*B11*BOl*

2 2 3
A10 *A01*C02 - 2*B10*B02*A10 *A01*CO02 - B10*A20*A01 *C11 + B1O*A11*A1l0

2 2 3 3
*A01 *C11 - B10*A10 *A02*A01*C11 + BO3*A10 *CO01 + 2*B02*B01*A10 *C02

2 2 3
+ B01*A20*A10*A01 *C11 - BO1*A11*A10 *A0I1*C11 + BO1*A10 *AQ2*C1l -

3 2 2 3
A30*A01 *C10 + A21*A10*A01 *C10 - A12*A10 *A01*C10 + A10 *A03*C10)/(

3 3 2 2 2 2 3 3
B10 *A01 - 3*B10 *BO01*A10*A01 + 3*B10*BOl1 *Al10 *AQ01 - BO1l *Al0 )
2 2 2
C20= ( - B20*BO1 *CO1 + B11*B10*BO1*CO1 - B10 *B021*C01 - B10 *A02*C10 + BI1O*

2 2 2 2
BO1*A11*C10 - BOl *A20*C10)/(B10 *AOl - 2*BI10*BO1*A10*A01 + BOl *

2
A10 )
Cll= (2*B20*B0O1*A01*CO1 - B11*B10*A01*C01 - BI1*BO1*A10*COl + 2*B10*B02*Al0*
COl - B10*AI1*A01*C10 + 2*B10*A10*A02*C10 + 2*B0O1*A20*A01*C10 - BO1*

2 2 2 2
A11*A10*C10)/(B10 *A0O1 - 2*B10*BO1*A10*A01 + B0l *Al0 )

2 2 2
C02= ( - B20*A01 *CO1 + BI11*A10*A01*COl - BO2*A10 *COl - A20*A01 *C10 + All*
2 2 2 2
A10*A01*C10 - AIO *A02*C10)/(B10 *AOl - 2*B10*B01*A10*A01 + BO1 *

2
A10 )
Cl10= BI10/(B10*A01 - BOI*A10)
Co0l= ( - AI0)/(B10*AO1 - BO1*Al0)
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9.

FORTRANCOMPATIBLES AUSGABEFILE

ANS=B10/(B10*A01-B01*A10)

Cl0 = ANS
ANS=(-A10)/(B10*A01-B0O1*A10)
COl = ANS

ANS2=-B10**2*A02*C10+B10*B01*A11*C10-B0O1**2*A20*C10
ANS1=-B20*B01**2*C01+B11*B10*B01*C01-B10**2*B02*C01+ANS2
ANS3=B10**2*A01**2-2.*B10*BO1*A10*A01+BO1**2*A10**2
ANS=ANS1/ANS3

C20 = ANS

ANS3=2.*B01*A20*A01*C10-BO1*A11*A10*C10
ANS2=2.*B10*B02*A10*C01-B10*A11*A01*C10+2.*B10*A10*A02*C10+ANS3
ANS1=2.*B20*B01*A01*C01-B11*B10*A01*C01-B11*BO1*A10*COI+ANS2
ANS4=B10**2*A01**2-2.*B10*BO1*A10*A01+BO1**2*A10**2
ANS=ANS1/ANS4

Cll = ANS
ANS2=-A20*A01**2*C10+A11*A10*A01*C10-A10**2*A02*C10
ANS1=-B20*A01**2*C01+B11*A10*A01*C01-B02*A10**2*CO01+ANS2
ANS3=B10**2*A01**2-2.*B10*BO1*A10*A01+BO1**2*A10**2
ANS=ANS1/ANS3

C02 = ANS

ANS10=B01**3*A30*C10+2.*B01**3*A20*A10*C20
ANS9=-2.*B10*B01**2*A20*A01*C20-2.*B10*B01**2*A11*A10*C20+ANS10
ANS8=2.*B10**2*B01*A10*A02*C20-B10*BO1**2*A21*C10*ANS9
ANS7=B10**2*B01*A12*C10+2.*B10**2*B0O1*A11*A01*C20*ANS8
ANS6=-2.*B10**3*A02*A01*C20+B10**2*B02*BO1*A10*C11+ANS7
ANS5=-B10**3*B02*A01*C11-B10**3*A03*C10+ANS6
ANS4=-B11*B10*B0O1**2*A10*C11-B10**3*B03*CO01+ANS5
ANS3=B12*B10**2*B01*C01+B11*B10**2*B01*A01*C11+ANS4
ANS2=-B20*B10*B01**2*A01*C11+B20*B0O1**3*A10*C11+ANS3
ANS1=B30*B01**3*C01-B21*B10*BO1**2*CO1+ANS2
ANS12=3.*B10*BO1**2*A10**2*A01-B01**3*A10**3
ANS11=B10**3*A01**3*3.*B10**2*B01*A10*A01**2+ANS12
ANS=ANS1/ANS11

C30 = ANS
ANS18=-4.*B01**2*A20*A10*A01*C20+2.*BO1**2*A11*A10**2*C20
ANS17=-3.*B01**2*A30*A01*C10+B01**2*A21*A10*C10+ANS18
ANS16=-4.*B10*B01*A10**2*A02*C20+BO1**3*A20*A10*C11+ANS17
ANS15=4.*B10*B0O1*A20*A01**2*C20-2.*B10*B01*A12*A10*C10+ANS16
ANS14=-B10*B01**2*A11*A10*C11+2.*B10*B01*A21*A01*C10+ANS15
ANS13=-2.*B10*B02*B01*A10**2*C11-B10*B01**2*A20*A01*C11+ANS14
ANS12=3.%*B10**2*A10*A03*C10+4.*B10**2*A10*A02*A01*C20+ANS13
ANS11=-B10**2*A12*A01*C10-2.*B10**2*A11*A01**2*C20+ANS12
ANS10=B10**2*B01*A11*A01*C11+B10**2*B01*A10*A02*C11+ANS11
ANS9=2.*B10**2*B02*B01*A10*C02+2.*B10**2*B02*A10*A01*C11+ANS1O0
ANS8=-B10**3*A02*A01*C11+3.*B10**2*B0O3*A10*CO1+ANS9
ANS7=b11*BO1**2*A10**2*C11-2.*B10**3*B02*A01*C02+ANS8
ANS6=-B11*B10**2*A01**2*C11-2.*B11*B10*B0O1**2*A10*CO2+ANS7
ANS5=-2.*B12*B10*B01*A10*C01+2.*B11*B10**2*B0O1*A01*CO2+ANS6
ANS4=-2.*B20*B01**2*A10*A01*C11-B12*B10**2*A01*CO1+ANS5
ANS3=2.*B20*B10*BO1*A01**2*C11+2.*B20*B0O1**3*A10*C02+ANS4
ANS2=B21*B01**2*A10*C01-2.*B20*B10*B0O1**2*A01*C0O2+ANS3
ANS1=-3.*B30*B01**2*A01*C01+2.*B21*B10*B01*A01*CO1+ANS2
ANS20=3.*B10*BO1**2*A10**2*A01-BO1**3*A01**3
ANS19=B10**3*A01**3-3.*B10**2*BO1*A10*A01**2+ANS20
ANS=ANST/ANS19

C21 = ANS
ANS18=-2.*BOI1*A11*A10**2*A01*C20+2.*BO1*A10**3*A02*C20
ANS17=2.*B01*A20*A10*A01**2*C20+B01*A12*A10**2*C10+ANS18
ANS16=3.*B01*A30*A01**2*C10-2.*BO1*A21*A10*A01*C10+ANS17
ANS15=-2.*B01**2*A20*A10*A01*C11+B0O1**2*A11*A10**2*C11+ANS16
ANS14=-2.*B10*A10**2*A02*A01*C20+B02*B0O1*A10**3*C11+ANS15
ANS13=2.*B10*A11*A10*A01**2*C20-3.*B10*A10**2*A03*C10+ANS14
ANS12=-2.*B10*A20*A01**3*C20+2.*B10*A12*A10*A01*CI10+ANS13
ANS11=-2.*B10*B0O1*A10**2*A02*C11-B10*A21*A01**2*C10+ANS12
ANS10=-B10*B02*A10**2*A01*C11+2.*B10*BO1*A20*A01**2*C11+ANSI1
ANS9=-3.*B10*B03*A10**2*C01-4.*B10*B02*B01*A10**2*C02+ANS10
ANS8=-B10**2*A11*A01**2*C11+2.*B10**2*A10*A02*A01*CI1+ANS9
ANS7=-B11*B01*A10**2*A01*C11+4.*B10**2*B02*A10*A01*CO2+ANS8
ANS6=B11*B10*A10*A01**2*(C11+2.*B11*BO1**2*A10**2*C02+ANS7
ANS5=B12*B0O1*A10**2*C01-2.*B11*B10**2*A01**2*C02+ANS6
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10.

RECHENBEISPIEL

A01=
AQ2=
AQ3=
AQ4=
AQ5=
AQ6=

Al2=
Al3=
Al4=
Al5=
A20=
A21=
A22=

A30=
A31=
A32=
A33=
A40=
A41=
A42=
A50=

A60=
BO1=

BO3=
BO4=
BOb=
BO6=
B10=
Bll=
Bl2=
B13=

Blb=
B20=
B21=
B22=
B23=
B24=
B30=
B31=

B40=
B41=
B42=
B50=
Bb1=
B60=

.7092698198E-05
.5015497109E-11
.3156113334E-17
.7335016873E-22
.2716600776E-28
.1688648318E-33
.9996130690

.1424597097E-10
.5106478688E-16
.1690336265E-21
.1437580520E-27
.5242857708E-23
.1033993031E-10
.7792943490E-18
.5470029296E-22
.1315251295E-27
.1081359085E-32
.1182734564E-15
.6403324352E-21
.4004257193E-27
.8984499696E-33
.3149475892E-21
.1575617739E-27
.2867481436E-32
.1277788023E-26
.8530581670E-32
.4315360349E-32

.9996091430

.1529333647E-11
.5960105100E-17
.2191574770E-22
.6407959514E-28
.4973183580E-34
.1129533053E-04
.2824794822E-10
.2642255421E-16
.3980863818E-22
.1653786080E-27
.4578328787E-33
.3667078371E-11
.9370866472E-16
.1406477969E-21
.5083238457E-27
.1404680777E-32
.8974275384E-16
.1838884067E-21
.8025165527E-28
.1579932931E-32
.4719913338E-22
.1004776345E-26
.2988233112E-33
.1035512623E-26
.2824479104E-32
.7872299793E-33

Cl10
Co1
€20
Cl1
coz
€30
c21
Clz
€03
C40
€31
cee
C13
C04
€50
C41
€32
€23
Cl4
C05
€60
Ch1
C42
€33
C24
C15
Co6

D10
DO1
D20
D11
D02
D30
D21
D12
D03
D40
D31
D22
D13
D04
D50
D41
D32
D23
D14
D05
D60
D51
D42
D33
D24
D15
D06
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.1000387081E+01
.7098218033E-05
.1035207723E-10
.1426211536E-10
.5021453347E-11
.1184557927E-15
.7789958971E-18
.5114478950E-16
.3160691065E-17
.3155432848E-21
.6415790289E-21
.5480308467E-22
.1693672629E-21
.7349206342E-22
.1280808102E-26
.1579797195E-27
.4013304855E-27
.1318484064E-27
.1440863833E-27
.2723092426E-28
.4327061305E-32
.8554337853E-32
.2875553813E-32
.9012181756E-33
.1084345344E-32
.5257250507E-33
.1693278181E-33

.1130412103E-04
.1000391010E+01
.3671789347E-11
.2828106023E-10
.1531385710E-11
.8988223651E-16
.9385826560E-16
.2646192470E-16
.5969793158E-17
.4729511184E-22
.1842482307E-21
.1409294825E-21
.3989216248E-22
.2195790366E-22
.1037948924E-26
.1007191929E-26
.8041395093E-28
.5095319068E-27
.1657604740E-27
.6422888931E-28
.7893472861E-33
.2832528819E-32
.3000033471E-33
.1584283436E-32
.1408508306E-32
.4591159481E-33
.4987282041E-34



11. VERGLEICH DER BEIDEN VERFAHREN

Eine abschlieBende Wertung der Verfahren soll dem interessierten Anwender
tiberlassen bleiben, der sich, je nach Programmiererfahrung, lieber ein kom-
pliziertes Fortranprogramm anhand der Rekursionsformeln zusammenstellt

oder aber einen Ubersichtlichen Ldsungsweg in Reduce umsetzt, mit dem Nach-
teil, daB bei groBem Speicherplatzbedarf erst im zweiten Schritt ein Fort-
ranprogramm entsteht, das allerdings wegen seiner automatischen Erstellung

sofort fehlerfrei ist.

Ein objektiver Vergleich ist Uber die Rechenzeiten mdglich.

Rechenzeiten: n = 3 4 5 6
PT(N) : 0,6 1,5 7,8 54,5 sek
PT(R) : 58,8 7:59,0 14:8,7 27:0  min:sek
PT(P) : 0,1 0,2 0,3 0,6 sek

Ein Vergleich der Rechenzeiten zeigt, daB die numerische L&sung (N) gegen-
tiber der Erzeugung des algebraischen Programms mit Reduce (R) wesentlich
schneller ist, wdhrend sie gegeniiber der Rechnung mit diesem Programm (P)
wesentlich Tangsamer ist. Die algebraische Ldsung ist daher filr einen vor-
gegebenen Grad der Reihe ab einer bestimmten Anzahl X von Benutzungen re-

chenzeit-glnstiger. Mit
X-PT(N) = PT(R) +X-PT(P)
wird
X = PTR)/ (PTOD-PT(P)) .
Die Bevorzugung der einen oder anderen L&sung kdonnte daher, wenn das Pro-
grammsystem Reduce zur Verfligung steht, in Abhdngigkeit von dem zur Verfi-

gung stehenden Speicherplatz und von der Benutzungshdufigkeit bestimmt wer-

den.
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ZUR BESTIMMUNG DER SIGNIFIKANTEN PARAMETER
IN APPROXIMATIONSFUNKTIONEN

von Peter SCHWINTZER

SUMMARY

To solve the problem of how to find the significant parameters in empirical
functions, a modified Cholesky-decomposition of the quadratic form of the
parameter vector is used. The decomposition results in a set of uncorrela-
ted values, which can be investigated one by one in a multiple statistical
test. This procedure finally Teads to the desired combination of the rele-
vant parameters.

A numerical example demonstrates the steps of computations and the prac-
ticability of the proposed method.

ZUSAMMENFASSUNG

Bei der Anwendung von Approximationsfunktionen stellt sich hdufig das Pro-
blem, Aussagen Uber die Signifikanz der gewdhlten Parameter zu treffen. Da
die Parameter durch das Ausgleichungsverfahren in der Regel algebraisch kor-
reliert sind, kdnnen sie nicht unabhdngig voneinander betrachtet werden. In
diesem Beitrag wird vorgeschlagen, die quadratische Form der Parameter des-
halb Uber eine modifizierte Cholesky-Zerlegung in unkorrelierte und gleich-
genaue Anteile zu zerlegen. In einem multiplen statistischen Test kdnnen
diese Anteile anschlieBend einzeln auf Signifikanz untersucht werden. Das
Ergebnis ist die gesuchte Kombination der Parameter, die modellrelevant
sind.

An einem praktischen Beispiel wird der Ablauf der Berechnungen und die
Wirksamkeit des Verfahrens gezeigt.
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1. EINLEITUNG

Eine Approximationsfunktion oder eine ausgleichende Funktion beschreibt

den funktionalen Zusammenhang zwischen einer diskreten Zahl von MeBwerten
und gewissen EinfluBgrdBen. Uber den geeigneten Funktionstyp (z.B. Polynom-
reihe, Fourrierreihe, Exponentialfunktion) muB a priori aufgrund bekannter
GesetzmdBigkeiten oder anhand des graphischen Verlaufs der MeBwerte ent-
schieden werden. Die unbekannten Parameter der Funktion werden in einer

Ausgleichung geschdtzt.

Approximationsfunktionen finden in vielen Bereichen der Geoddsie Verwen-
dung, z.B. bei der Kalibrierung geoddtischer Instrumente (SCHWARZ 1983),
bei der Analyse von Deformationsmessungen (FLOTRON 1981), bei der Grund-
sticksbewertung (BAUER 1978) oder bei der Messung physikalischer Vorgdnge
(JAKOB 1979).

Je nach Aufgabenstellung wird die ausgleichende Funktion fiir die Interpola-
tion bzw. Extrapolation von Funktionswerten oder als generalisierende Funk-

tion fir die Interpretation einer gemessenen Erscheinung bendtigt.

Da die a priori Festlegung auf Art und Zahl der Parameter in der ausglei-
chenden Funktion immer mit gewissen Unsicherheiten verbunden ist, ist es
sinnvoll, nach der Ausgleichung zu untersuchen, welche der Parameter wirk-
1ich modellrelevant, d.h. signifikant sind und welche aus der Ausgleichung
wieder eliminiert werden kdnnen. Die Reduzierung des Parametervektors um
die nichtsignifikanten Parameter erhtht den Freiheitsgrad in der Ausglei-
chung und fihrt zu zuverldssigeren Schdtzwerten fiir die verbliebenen Para-
meter und deren Genauigkeiten. AuBerdem werden die Interpretationsmdglich-
keiten verbessert, und es wird, was fir Interpolationszwecke wichtig ist,

zwischen den Stitzpunkten ein glatterer Kurvenverlauf erzielt.

2. UNTERSCHIEDLICHE AUSGLEICHUNGSFORMEN BEI APPROXIMATIONSFUNKTIONEN

Der funktionale Zusammenhang 1dBt sich allgemein darstellen durch

y; = f(p".2]) . (2-1)
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Hierin bedeuten:

y; - Funktionswert
# - Uux 1 Vektor der gesuchten Parameter
x; - bekannter m x 1 Vektor der EinfluBgréBen [z] = (X ...Xn,)]

Enthdlt der Vektor z; mehr als eine Komponente, so spricht man von einem

mehrdimensionalen Problem.

Ist die Funktion linear in den Parametern, so stellen die Funktionswerte

Linearkombinationen der Komponenten des Parametervektors dar
vi=g'(=) - . (2-2)
Bei nichtlinearen Ausgangsfunktionen muB vor der Ausgleichung nach Einfih-

rung von Ndherungswerten fir die Parameter (p = po+dp) linearisiert wer-

den:

af(p", 2\
Y =f(pg,x;)+(%> dp (2-3)
» 0

Bezeichnet man den u x 1 Vektor der Differentialquotienten mit g(p{.x])

und substituiert ¥, =y. - f(pj.x]), so erhdlt man eine zu (2-2) analoge

Darstellung
Vi =g (po.x) - dp . (2-4)
Zu diesem funktionalen Modell gehdren je nach Art des Problems unterschied-
liche stochastische Modellvorstellungen, so daB sich die folgenden Ausglei-
chungsfdlle unterscheiden lassen:
a) Die Funktionswerte y; sind gemessene fehlerbehaftete GroBen; die
EinfluBgrdBen sind nichtstochastischer Art oder k&nnen aufgrund

ihrer hohen Genauigkeit praktisch als fehlerfrei betrachtet werden.

Daraus ergibt sich mit e als Fehlervektor fir die Ausgleichung das
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Modell

G-e=A-dp , Py, =0, = Qu (2-5)

Die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auf das Verbesse-

rungsgleichungssystem
Ggrv=A-dp , P, =0, (2-6)

liefert die Schdtzungen dp und & =-v fir den unbekannten Parame-

tervektor dp und den Fehlervektor e.

4 ist der n x 1 Beobachtungsvektor (abziiglich der mit den Ndherungs-
werten berechneten Funktionswerte), » der n x 1 Verbesserungsvektor
und A die n x u Koeffizientenmatrix. Die Koeffizientenmatrix A ent-
hdlt zeilenweise die Vektoren g'(p}.x]) der Differentialquotienten.
Die Beobachtungsgenauigkeit wird bis auf den zu schdtzenden Vari-

anzfaktor durch die Kofaktorenmatrix Q,, ausgedrickt.

Ist eine Trennung in unabhdngige und abhdngige Variable von der
Problemstellung her nicht gegeben, so sind sowohl die Komponenten
des Vektors ¢ als auch die Komponenten des Vektors

2= (2,25, ..., x;) als fehlerhafte Beobachtungen zu behandeln.

Ein Anwendungsbeispiel findet man bei CASPARY/SCHWINTZER (1981 b).

Dem Vektor ¢ wird die n x n Varianz-Kovarianz-Matrix s§Q,, und dem
n x m Vektor x die (n x m) x (n x m) Varianz-Kovarianz-Matrix
SSQXx zugeordnet. In (2-3) ist dann zusdtzlich noch nach den Kom-
ponenten des Vektors x partiell zu differenzieren. Die dabei ent-

stehende Bedingungsgleichung mit Unbekannten lautet:

of(p' , i of(p' , i
vy - f(pha]) - ey, - (M) . d},+<M> (o)
O xw-

dp 0x;

v ey, =g (po.x)  cdprA(plxl) - (te)

1

Nach Ubergang auf die Matrizendarstellung existiert fir das System
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c)

der Bedingungsgleichungen die Darstellung
G-e =A-dp+B-(-¢), (2-8)

in der B eine n x (n x m) Matrix ist, die zeilenweise die Vektoren
A'(p".x]) der Differentialquotienten enthdlt. Fir die Komponenten
des Vektors x, die in der i-ten Bedingungsgleichung nicht auftreten,
ist eine Null einzutragen. Die Parameterschdtzung kann {ber eine
Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen mit Unbekannten erfolgen.
Sie 1dBt sich jedoch auch auf eine Ausgleichung nach vermittelnden

Beobachtungen zurilickfihren. Substituiert man ndamlich

e = e, - Be, (2-9)
und wendet auf diese Gleichung das Fehlerfortpflanzungsgesetz an

Qee = Qyy *BQuB' . (2-10)

so 14Bt sich das Modell nach Ubergang auf die Schdtzwerte mit

v = -2 in einer (2-6) entsprechenden Form formulieren:
_ _ n _ -1 T -1
grov=A-dp ., P, =0 =(9,+B0B") (2-11)

Da die Matrix B und damit auch die Gewichtsmatrix R, von den unbe-
kannten Parametern p, abhdngig sind, erhdlt man die endgultigen
Gewichte iterativ mit schrittweise verbesserten Ndherungswerten fir
p;. Bei der ausgleichenden Geraden missen die Verbesserungsglei-
chungen erst mit den nach (2-10) zu bestimmenden Gewichten homoge-
nisiert werden. Die sich dann ergebende nichtlineare funktionale
Beziehung ist zu linearisieren und kann in eine der vermittelnden

Ausgleichung angepaBte Form gebracht werden.

Die Funktionswerte y; sind als praktisch fehlerfrei zu betrachten;

die Variablen x; sind fehlerfreie Beobachtungen.

Die Behandlung dieses Falls ergibt sich durch Spezialisierung der

unter (2-8) bis (2-11) genannten Gleichungen, wenn e, = 0 und
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Qyy = 0 gesetzt werden.

Das Modell (2-6) wird um einen n x 1 Vektor z von Zufallsparame-
tern erweitert, der nicht funktional erfaBbare, zufdllig wirkende
Modellrestfehler auffangen soll:

g-e, =A-dp+z (2-12)

Als a priori Information werden der Erwartungswert von z und die

Varianz-Kovarianz-Matrix als bekannt vorausgesetzt

E@) =0 . Var(z) =020,, . (2-13)

/wischen den MeBfehlern und den Zufallsparametern bestehen keine

Korrelationen

Kov(e,.z) =0 . (2-14)
Ein solches Modell wird wegen der Kombination von deterministischen
Parametern und Zufallsparametern als gemischtes Modell und in Ver-
bindung mit Interpolation und Extrapolation auch als Kollokations-

modell bezeichnet.

Auch dieses Modell 138Bt sich wieder auf die Form (2-6) zurickflihren,

indem man

e=ey+z (2-15)

substituiert und nach Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes

QeeIny+sz (2-16)

auf das Modell

g-e=A-dp . Py =0 (2-17)

tibergeht. Fir die Ausgleichung ergibt sich das Verbesserungsglei-
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chungssystem:

_ R -1
gtov=A- -dp , Tyy=(ny+ sz) (2-18)

Die Parameter kd&nnen in allen Fdllen Uber eine Ausgleichung nach vermitteln-
den Beobachtungen geschdtzt werden. Unterschiede bestehen formal lediglich
in der a priori aufzustellenden Gewichtsmatrix P, des Beobachtungsvektors
4. Die folgenden Ableitungen schlieBen daher alle vier Fallunterscheidungen

ein.

3. QUADRATISCHE FORMEN

/wischen den quadratischen Formen der Vektoren 4, 4 und 4p besteht in einer

Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen die grundlegende Beziehung
_ _ ATl a
vIPy v =GPy G- dpQs; dp (3-1)

mit Q%;=.N‘= A'P,,A als Normalgleichungsmatrix. Bei einem in den Parame-
tern linearen Funktionsansatz (z.B. Polynomansatz) vereinfacht sich die Be-
ziehung mit pg =0 zu

~ 1 A
v'Pyv =y Py -p'0ys . (3-2)

Bei nichtlinearen Funktionen ist es zuweilen sinnvoll, fir eine Gruppe der
Parameter Ndherungswerte einzufihren, p; = (p1)o+dp;, wahrend fir eine
zweite Gruppe, deren Signifikanz nicht evident ist, die Ndherungswerte Null
ausreichend sind (g, = 0+p,). Nur diese Parametergruppe soll dann in die
Signifikanzuntersuchungen einbezogen werden. Partitioniert man den Parame-
tervektor dp und die Formmatrix Af==Qé% entsprechend den beiden Parameter-
gruppen dp; und g, mit u; und u, Komponenten, so lautet die quadratische

Form der Parameter
N1 M ap
-1 oA 11 12 #1
ds = dﬁTQﬁﬁ ap = (43!7{;7;)( ) ( ) : (3-3)

Diese quadratische Form 148t sich in zwei unabhdngige Summanden zerlegen

77



.
. -1 . . -1 . . -1 .
45 = (dZH‘Fﬂﬁlﬁﬁzﬁz) Aﬁl(dﬂﬁf+ﬂﬁlﬁﬁzﬁz)‘Fﬁg(ﬁﬁz"ﬁﬁlﬂﬁlﬁﬁz)ﬁz (3-4)

wie man sich durch Ausmultiplizieren leicht lberzeugt. Wegen

ﬁ@lﬁgfﬁﬁz = Qé;, wobei Q,, die auf die Parametergruppe g, bezogene Sub-
matrix der Kofaktorenmatrix Qs; bedeutet, und mit den Substitutionen
d§1==dﬁl+ﬁqfﬁﬁ2ﬁ2 und M, = Q; kann (3-1) in die folgende Form gebracht

werden:
— — -9 _'1 o A -1 A~
vT?YyU=yTPyyy7dﬂ71911 dﬂ’lil)ggggﬂ% (3’5)

An dieser Beziehung ist abzulesen, daB die quadratische Form der Residuen
vjjyyy,genau um den Betrag ﬁggé;ﬁz ansteigt, wenn die Parameter g, in einer
Neuausgleichung a priori gleich Null gesetzt werden. Der Parametervektor
der ersten Gruppe dndert sich von dp; in dp; und die zugehdrige Kofaktoren-
matrix von Q;; in Q;;. Eine solche Zerlegung in zwei Parametergruppen 148t
sich natlrlich auch bei einem von Hause aus linearen Zusammenhang durch-

flhren.
AT =-1 2 A -1 A
v'Pyv = 4Py - 50 P 5 QP (3-6)
wenn sich die Signifikanzuntersuchungen nur auf die Parametergruppe p, be-

ziehen soll. Anderenfalls ist im folgenden Q,, = Qp5, #, = und U, = u

ZUu sehen.

4. GLOBALTEST DER /ZU UNTERSUCHENDEN PARAMETER

Eine Schdtzung flir die Varianz der Gewichtseinheit mit f; =n-u Freiheits-
graden erhdlt man aus der Quadratsumme der Verbesserungen,
2 vjﬂyfv

150 T —F. — , f1=n-u. (4-1)
1

Eine zweite, davon unabhdngige Schdtzung ist unter der Nullhypothese

Ho{E(p,) = 0}, die Parameter sind nicht signifikant, durch

AT A-1
2
2Sg = P2 Q0P (4-2)
Uz
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gegeben. Der Quotient

2
S
F=2 (2) (4-3)

lso

gehtért dann, wenn die Nullhypothese zutrifft, einer zentralen F-Verteilung

mit den Freiheitsgraden f, =u, und f; =n-u an:

F~Fe,p) (4-4)

Die empirische TestgrdBe F wird mit dem bei der vorzugebenden Sicher-
heitswahrscheinlichkeit S = 1-a zu bildenden Fraktilwert der F-Verteilung

verglichen

Fe Fog,e - (4-5)

Gilt F < F,, so wird die Nullhypothese angenommen und die zweite Parameter-
gruppe kann, da sie nicht modellrelevant ist, aus der Ausgleichung gestri-

chen werden.

b. EINZELTESTS DER PARAMETER NACH EINER CHOLESKY-ZERLEGUNG MIT
PIVOTSUCHE

MuB die Nullhypothese wegen F > Fy ¢, ¢, abgelehnt werden, sind die fir den
Ausfall des Tests verantwortlichen signifikanten Parameter ausfindig zu
machen. Da die Parameter korreliert sind, kdnnen sie nicht unmittelbar, et-
wa durch Anwendung des t-Tests, einzeln getestet werden. Die quadratische
Form ﬁggé;ﬁz kann jedoch in eine Quadratsumme von u, unkorrelierte und
gleichgenaue Summanden zerlegt werden. Dazu denke man sich die Formmatrix
Qé; tiber eine Cholesky-Zerlegung als Produkt zweier Dreiecksmatrizen ausge-
drickt:

0, -c'e (5-1)
Die rechte obere Dreiecksmatrix € entsteht durch Reduktion der Matrix Qé;

nach dem GauBschen Algorithmus und anschlieBender Division jeder Zeile

durch die Wurzel ihres Hauptdiagonalelements. Transformiert man den ur-
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springlichen Parametervektor g, nach der Vorschrift

’;’:Cﬁz N (5_2)

so zerfdllt die quadratische Form der Parameter g, in die Quadratsumme von
u, Summanden r
T

AT AL . .
PgQggpz==ﬁ;CTC;Q =rlr=ris. .. r@ (5-3)

Jeder Komponente (ﬁgﬁ des Vektors g, wird auf diese Weise ein Anteil r? am

Gesamtwert der quadratischen Form zugeordnet.

Die Komponenten des Vektors # haben die folgenden charakteristischen Eigen-

schaften:

. . . . . 2
- Die Komponenten r; sind unkorreliert und gleichgenau mit s§j= 150>

wie die Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes auf (5-2) be-

weist:
0. =cgnc =c(c'e)'e=cel(c) ‘e
(5-4)
Qrr = €
- Die den Parametern (p,),. ... ,(pz)j zugeordneten Komponenten
ry, ..., r; dndern im Gegensatz zu den Parametern in einer Neuaus-

gleichung ihren Wert nicht, wenn die in der Reihenfolge weiter hinten

stehenden Parameter (DZ)H1""’ (p,), gestrichen werden.
2

- Die quadratische Form der Verbesserungen steigt bei Streichung der

Parameter (p,) . - .- ,(pz)uz genau um den Betrag X%, r{ an.

Daraus folgt, die quadratische Form der Verbesserungen nimmt mit
wachsendem Index i von Parameter zu Parameter jeweils um den Betrag
r§ ab, wenn bei jedem neu hinzukommenden Parameter neu ausgeglichen

wird.

- Aus den bisher genannten Eigenschaften ergibt sich unmittelbar, daB

die Komponenten des Vektors # nicht invariant gegeniiber Verdnderungen
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der Reihenfolge der Parameter sind.

Bevor die unkorrelierten r; auf Signifikanz getestet werden k&nnen, missen
sie in eine sinnvolle Reihenfolge gebracht werden. Diese wird so festgelegt,
daB der Parameter (ﬁé)k, flir den sich, wenn er an die letzte Stelle des Pa-
rametervektors getauscht wird, der kleinste Anteil (rf,) ergibt, die letzte
Stelle beibehdlt. Flr diesen Parameter ist die Wahrscheinlichkeit, nicht

signifikant zu sein, am groBten. Die vorletzte Stelle nimmt aus den noch

2

Up-1 minimal

verbleibenden u,-1 Parametern derjenige ein, dessen Anteil r
wird. Nach dieser Vorschrift wird weiter verfahren, bis schlieBlich auch
die bis zuletzt offenbleibenbe fiihrende Position im Parametervektor mit dem

Anteil r¢ vergeben ist.

Das fihrt zu der folgenden Strategie bei der Zerlegung der quadratischen

Form ﬁggggﬁ (Cholesky-Zerlegung mit Pivotsuche):

Bei der Reduktion der Matrix Qé% nach Cholesky entsteht in der Drei-
ecksmatrix € als letztes Hauptdiagonalelement c,,, die Wurzel aus dem

Reziprokwert des Kofaktors des an letzter Stelle stehenden Parameters,

_ _
Cupup, = G . (5-5)

uauz
Wegen ry, = cum-(ﬁz)u sind die Anteile (rw)i, die sich ergeben,
2
wenn jeder Parameter nacheinander an die letzte Stelle gesetzt wird,

ZU berechnen aus

~ \2
(DZ)j

i

(%), =

i=1, ... , Up (5-6)

Die Kofaktoren q,; sind die Hauptdiagonalelemente der Matrix Q,,. Der
Parameter (Pp,) . fur den (rf) = Min[(r@)j] gilt, behdlt die letzte

Position.
Bevor die vorletzte Position besetzt wird, wird gedanklich eine Neu-

ausgleichung ohne den Parameter (ﬁgk durchgefithrt. Analog zu der in

Gleichung (3-5) durchgefiihrten Zerlegung ergibt sich die neue
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(u-1)x(up-1) Kofaktorenmatrix Q,, fur die in dem Vektor A, verblei-

benden u,-1 Parameter zu

-1
Q22 = Qo ~ Gk * Uy " Bric - (5-7)

Die Matrix Q.. und der Vektor g, entstehen durch Partitionierung und

eventuelles Umsortieren der Matrix Q,,

er Drx
Qo0 = . . (5-8)
Drik qkk

Filhrt man eine entsprechende Partitionierung auch fir den Vektor #,

und die Matrix Qé; durch

so erhdlt man die neue Schdtzung des (u,-1)x1 Parametervektors g,

aus den bisherigen Ergebnissen nach der Formel
Do =P+ - npy - Dy - (5-10)

Mit den Hauptdiagonalelementen der nach (5-7) zu bildenden Kofaktoren-

matrix Q,, und dem Parametervektor p, werden dann die Anteile

Y 2
(pZ)j
aﬁ

(ruz’l)j =

P=1, .., k-1 kL,

berechnet, die sich ergeben, wenn die verbleibenden Parameter nachein-
ander an die vorletzte Stelle gesetzt werden. Der Parameter mit dem

kleinsten Anteil behdlt diese Position.

Ausgehend von Q,,, £, und N, = Q£ wird dann wie zuvor beschrieben
die Reduktion des Parametervektors weitergefihrt und die drittletzte

Position besetzt.
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Dieses Verfahren wird fortgesetzt bis alle Parameter abgearbeitet

sind und die gesuchten Anteile r?(i =1,...,Up) als ihrer Bedeu-

tung nach sortierte Folge vorliegen. Wie sich aus den genannten Eigen-
schaften der Variablen r; ergibt, ist die Folge nicht unbedingt auch

der GroBe nach geordnet.

Da die Komponenten des Vektors # unkorreliert sind, k&nnen sie einzeln auf
Signifikanz getestet werden. Die Nullhypothese Tautet fiir jede Komponente
Ho{E(r;) =0} . Da es sich um einen multiplen Test handelt und im Prinzip
jede Komponente r; getestet wird, ist jeder Einzeltest mit der Sicherheits-

wahrscheinlichkeit
S=1-a=(1-a)" (5-11)

durchzufihren (KRUGER 1980), wenn das Gesamtrisiko fir einen Fehler erster

Art von insgesamt @ nicht {berschritten werden soll.

Mit dem Tetzten Anteil r@ beginnend werden die TestgrdBen

u _ 12
z -2 (5-12)

gebildet, die unter der Nullhypothese einer t-Verteilung mit f; =n-u Frei-
heitsgraden bzw. einer F-Verteilung mit dem Freiheitsgrad eins im Zdhler
und f; im Nenner angehéren. Die Signifikanzschwellen thfl bzw. Fq 1.
werden der t- oder F-Verteilung entnommen.

Wegen tg&'ﬁ = Fy,1,¢, Sind beide Testmdglichkeiten gleichwertig und fih-

ren zu identischen Ergebnissen.

Wird die Nullhypothese fir r,, angenommen, kann der zugeordnete Parameter
aus der Ausgleichung eliminiert werden. Dadurch erhdht sich der Freiheits-
grad in der Ausgleichung um eins und die Quadratsumme der Residuen nimmt um
den Betrag r@ Zu, so daB man als neue Schdtzung fir die Varianz der Ge-

wichtseinheit

T 2
v Pvtryg,

2 — -
(SO)UZQ - f+1 (5-13)
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erhdalt. Die TestgroBen fiir den vorletzten Anteil rirl lauten dann unter

Berilicksichtigung der neuen Varianzschdtzung

|rU2’1| rﬁz’l

——=—— oder F, .=
(S0du,-1 et

Tup1 (5-14)
Sg)UZ’l

tUZ‘]. =

die mit den Fraktilwerten thfyﬂ bzw. Fg,1,¢+41 verglichen werden. Wird

auch in diesem Schritt die Signifikanzschwelle nicht Uberschritten, erhéht

2

sich die Quadratsumme der Residuen um den zusdtzlichen Betrag -

1 bei

einem Freiheitsgrad von f;+2.

Als allgemeines Bildungsgesetz fiir die Varianzschdtzung der Gewichtsein-
heit erhdlt man auf diese Weise fiir den zweiten und alle folgenden Test-

schritte

u

, vIPo+ri tri + . iy
(s). = . : (5-15)
1 f1+U2‘1

Der Wert (s%L ist die a posteriori Varianzschdtzung einer Ausgleichung
mit u;+1 Parametern. Der Index i wird beginnend mit i=u,-1 in jedem Test-

schritt um eins erniedrigt. Die TestgroBen Tauten in allgemeiner Form

Irs] ré
oder F; = ,
b (sh),

BT o,

(5-16)

die mit den jeweils neu zu bildenden Fraktilwerten tah‘ﬁ+w,ﬂ bzw.

Fo,1,¢,4u,-1 ZU vergleichen sind, bis die Signifikanzschwelle an der

Stelle i = J Uberschritten wird. Da die Folge sortiert ist, muB fir alle
weiter vorn stehenden Parameter ebenfalls angenommen werden, daB sie sich
signifikant von Null unterscheiden, auch wenn ihre TestgrdBen im einzelnen

unterhalb der Signifikanzschwelle bleiben sollten.

Diese Teststrategie findet man im Zusammenhang mit Orthogonalpolynomen bei
ANDERSON (1962).

Mit ry, ..., r; ist die Kombination der j Parameter gefunden, die modell-

relevant sind:
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re, , ré ré. , ré,
(5-17)
Fy > Foarfiru-i | Fier £ Faotifvup-j-1s oo s Fuy, £ Fai1g
signifikant nicht signifikant

Die in ihrem Wert sich dndernden noch verbleibenden u;+Jj Parameter kdnnen

in einer abschlieBenden Ausgleichung geschdtzt werden.

Falls in die Zerleqgung alle Parameter einbezogen werden (u,=u), entsteht
der durch die Signifikanzuntersuchungen verkiirzte neue Parametervektor p
und dessen Kofaktorenmatrix ohne Neuausgleichung im Zuge der Berechnung der

Anteile ré.

/wischen den quadratischen Formen des neuen Verbesserungsvektors 4 und des

urspriinglichen Verbesserungsvektors o« besteht die Relation

uz
47TPyy47=4yTg>yy4y+ Z r‘? , (5-18)
i3+l

und der Freiheitsgrad in der Ausgleichung erhdht sich auf
?1=f1+u2,\]‘ . (5’19)

Das beschriebene Verfahren, Cholesky-Zerlegung mit Pivotsuche, kann als
eine Verallgemeinerung der Orthogonalpolynome bei ausgleichenden Polynomen
(WOLF 1975) angesehen werden. Es 1348t sich jedoch auch auf mehrdimensionale
Probleme und auf beliebige Funktionstypen anwenden. AuBerdem werden die Pa-
rameter ihrer Bedeutung nach umsortiert, wdhrend man bei Orthogonalpoly-
nomen voraussetzt, daB mit wachsenden Potenzen die Wahrscheinlichkeit der

Signifikanz abnimmt.

6. ANMERKUNGEN

Aus der Statistik-Literatur sind weitere Strategien bekannt, um aus einer

gegebenen Zahl von EinfluBgrdBen die optimale Kombination zu finden.
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Am rechenaufwendigsten ist die Ldsung, alle méglichen Kombinationen (bei

u Parametern 2" Kombinationen) durchzurechnen und anhand eines vorgegebenen
Kriteriums, z.B. Minimierung von sj, das Optimum auszuwdhlen (all possible
subsets regression). Daneben gibt es die schrittweise Regression, wo in je-
dem Schritt jeweils ein weiterer Parameter in die Ausgleichung einbezogen
wird und dann geprift wird, welche der schon im Modell befindlichen Parame-
ter wieder eliminiert werden kénnen. Fir die Aufnahme und die Streichung
eines Parameters werden bestimmte an der F-Verteilung orientierte Schwel-
lenwerte festgesetzt (stepwise regression). Eine vereinfachte Version der
schrittweisen Regression erhdlt man, wenn auf die ElTimination von einmal
aufgenommenen Parametern verzichtet wird (forward selection). Diese Vorge-
hensweise ist in CASPARY/SCHWINTZER (1981a) beschrieben. Es hat sich ge-
zeigt, daB bei dieser Version die endgliltige L&sung noch Parameter enthal-
ten kann, die, ohne daB sich die a posteriori Varianzschdtzung signifikant
dndert, eliminiert werden kdnnen. Die umgekehrte Vorgehensweise, die von
einer Ausgleichung mit allen in Frage kommenden EinfluBgréBen ausgeht, ist

Gegenstand dieses Beitrages (backward elimination).

BECK (1978) hat gezeigt, daB es keine objektiv beste Ldsung gibt und daB
die Unterschiede zwischen den Methoden vom praktischen Standpunkt betrach-
tet unbedeutend sind. Lediglich in extremen Fdallen kdnnen grdBere Differen-
zen auftreten. In manchen Fdllen ist auch kein eindeutiges Ergebnis gege-
ben, zum Beispiel wenn einzelne Parameter wegen ihrer hohen Korrelation
gegenseitig ersetzbar sind. Es k&nnen dann neben dem gefundenen Ergebnis
andere von der Ausgleichung her gesehen gleichwertige Kombinationen exi-

stieren, die der Problemstellung mdéglicherweise gerechter werden.

Allen Methoden ist gemeinsam, daB sie pragmatisch gehandhabt werden missen

und das Ergebnis kritisch auf den Einzelfall bezogen zu interpretieren ist.

/. BEISPIEL

Mit einem inertialen Vermessungssystem (PADS IMU 007) sind fir Genauig-
keitsuntersuchungen auf einer Traverse in Maryland (USA) die Koordinaten
von elf Tage- und hdhenmdBig bekannten Punkten gemessen worden. Die Abwei-
chungen der gemessenen Koordinaten von den Sollkoordinaten lassen systema-

tische Einflisse vermuten. Uber die Untersuchungsergebnisse berichtet
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TINDALL (1982).

Es werden hier nur die einem Originalprotokoll entnommenen HOhenbeobachtun-
gen einer herausgegriffenen Traversenmessung betrachtet. Am Anfangspunkt P,
wurde das Instrument auf die Sollkoordinaten abgeglichen, so daB insgesamt
zehn Hohendifferenzen fir die weitere Untersuchung zur Verfligung stehen. In
der folgenden Tabelle sind die MeBergebnisse und einige denkbare EinfluB-

gréBen zusammengestellt. Es bedeuten:

dHi = (HistHsor1),
S; - Wegldnge vom Anfangspunkt bis zum Punkt P;
AH; - positive Hohendnderung von Punkt P, ; zum Punkt P;
AH; - negative Hohendnderung von Punkt P.; zum Punkt P;
t; - [Zeitverbrauch vom Anfangspunkt bis zur Messung am Punkt P;
Pkt. dH; S; AH; AH; t;
[m] [km] [km] [km] [sek-107"]
1 + 0,1 2.620 + 0,0157 0,1820
2 + 0,7 7,595 - 0,0088 0,2456
3 + 1,3 10,260 + 0,0189 0,2837
4 + 1,4 13,542 + 0,0257 0,3580
5 + 1,7 15,521 + 0,0183 0,4196
6 + 1,9 20,801 + 0,0534 0,5492
7 + 2,6 24,548 + 0,0080 0,7009
8 + 2,1 28,821 - 0,0434 0,8468
9 + 1,7 33,459 - 0,0322 0,9856
10 + 2,4 40,580 - 0,0248 1,1244

Tabelle 1: Beobachtungen und EinfluBgréBen

Es wird die folgende Tineare ausgleichende Funktion gewdhlt:
i i
dHﬁ +V1 = 'EI-S]» +BZAHJ+6ZAFJ+at1 +é\t$+?t$ (7-1)
j=1 j=1

Alle Messungen werden als gleichgenau und unkorreliert behandelt (P = E).
Die ersten drei Glieder auf der rechten Seite sind aus TINDALL (1982) ent-
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nommen. Zusdtzlich wurde die Gleichung um die zeitabhdngigen Glieder er-
weitert. In einer Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate

wird eine Schdtzung fir den Parametervektor

p =(a,b,c,d,e, ) (7-2)
gesucht.
Auf die Begriindung des Ansatzes und auf die Bedeutung der Parameter braucht
hier nicht eingegangen zu werden. Die EinfluBgrdBen und Beobachtungen sind
mit den in der Tabelle 1 angegebenen Dimensionen in die Ausgleichung einge-

fihrt worden.

Im folgenden werden die Ergebnisse der Ausgleichung, der Cholesky-Zerlegung

mit Pivotsuche und der Signifikanztests tabellarisch zusammengestellt:

- Ausgleichung _gemdB Gleichung (7-1)

a b ¢ d & f
+ 0,237 - 15,1 + 35,1 - 2.2 + 2.6 - 1,5
+ 0,042 | + 6,1 + 8,4 + 1,4 + 2.9 + 1,9

Tabelle 2: Vorldufiges Ausgleichungsergebnis

N

vlv = dHdH - 055 p
0,084 = 30,470 - 30,386

56

0,084/f=0,021 ; f=10-6=4

So=%0,14m

- Cholesky-Zerlegung_mit Pivotsuche

Zerlegung von ;ﬁgé%ﬁ = 30,386
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Berechnungs-

folge: 6 5 4. 3 2 1
Parameter r r ré ré ré ré Parameter
a 27,980 | 13,774 | 1,404 0,759 0,762 0,654 a
b 0,188 0,176 0,158 0,130 b
C 1,212 1,384 0,360 0,370 c
d 0,043] | 0,045 | 0,055 d
€ 0,009|| 0,018 e
f [0,012] f

Tabelle 3: Berechnung der Anteile ri

Mit dem Ergebnis gilt die folgende Zerlegung:
P &= (ri+(r)l+(rdi+(rdi+(rs)i+(re)f

30,386 = 27,980 + 2,154 + 0,188 + 0,043 + 0,009 + 0,012

Signifikanztests

2
r‘.
TestgroBe: Fy = ——
(50)1‘

Gesamtsicherheitswahrscheinlichkeit: S =1-ad=094Y%

1
Sicherheitswahrscheinlichkeit fir Einzeltests: § = (1—0)/6==1-a =99%

Parameter a C b d e f
i 1 2 3 4 5 6
r 27,980 2,154 0,188 0,043 0,009 0,012
(SSL 0,277 0,042 0,021 0,018 0,019 0,021
Fi 101,0 51,3 9,0 2,4 0,5 0,6
> < < < <
Fig.1.10-4 11,3 12,2 13,7 16,3 21,2

Tabelle 4: Ergebnis der Signifikanzuntersuchungen
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signifikante Parametergruppe: a, C
nicht signifikante Parametergruppe: b, d, e, f

endgliltiges Ausgleichungsmodell mit dem neu zu schdtzenden Parameter-

vektor ' =(3.0):

de“'Vﬁ =§'Si+é—\° A~J (7-3)

- Ausgleichung_gemdB Gleichung (7-3)

3 c
0,112 + 21,4
+ 0,006 + 3,0

Tabelle 5: endglltiges Ausgleichungsergebnis

vl +ri+ri+tritrs

<
<
I

0,336 = 0,084 + 0,188 + 0,043 + 0,009 + 0,012
oder

= dH'dH - r§ - r}

<
<

0,336 = 30,470 - 27,980 - 2,154
55 =0,336/f=0,042 ; f=10-2=28
S, =+0,20m

Man beachte die erheblichen Ergebnisdnderungen fir die Schdtzungen der Para-
meter a und ¢ in den beiden Modellen (7-1) und (7-3). Das ist eine Folge der
zum Teil groBen Korrelationen zwischen den urspriinglich sechs Parametern
(z.B. Korrelationskoeffizient rz3=-0,86). Die mittlieren Fehler der ver-

bleibenden zwei Parameter sind gegeniiber der ersten vorldufigen Schdtzung
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kleiner geworden.
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DAS PROGRAMMSYSTEM NOPTI II ZUM ENTWURF DES OPTIMALEN BEOBACH-
TUNGSPLANES GEODATISCHER LAGENETZE NACH INVARIANTEN KRITERIEN

von R. BAUMER u. H. HEISTER

SUMMARY

The optimization program NOPTI II was developed for the second order de-
sign of geodetic networks. The program allows to minimize different in-
variant objective functions, the choice of which controls the accuracy of
the network. In several examples it is demonstrated how this optimization
technique effects, via the chosen objective function, the accuracy and
the distribution of the observations.

ZUSAMMENFASSUNG

Zum optimalen Entwurf des Beobachtungsplanes geoddtischer Lagenetze wurde
das Programmsystem NOPTI II erstellt. Es ermdglicht unter verschiedenen
invarianten Zielfunktionen skalare GenauigkeitsmaBe des Netzes zu optimie-
ren. An unterschiedlichen Beispielen wird sowohl die Arbeitsweise der Pro-
gramme als auch die Auswirkung der unterschiedlichen Zielfunktionen auf
das Optimierungsergebnis erldutert.
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1. EINFUHRUNG

Fiir den Entwurf geoddtischer Netze ist neben der Festlegung der Konfigura-
tion auch die Bestimmung des Beobachtungsplanes mit Analysen lber die zu
erwartende Lagegenauigkeit der Netzpunkte von groBer Bedeutung. Um hier zu
computerfreundlichen Lésungsalgorithmen zu kommen, ist es notwendig, még-
lichst objektive und invariante Zielfunktionen und Restriktionen zu formu-
lieren, damit das optimale Modell den tatsdchlichen Verhdltnissen mdglichst
nahe kommt. Hierflr wurden in den letzten Jahren eine Anzahl von Verfahren
vorgestellt, die in GRAFAREND e.a. (1979) und SCHMIDT (1982) nahezu voll-

stdndig erfaBt wurden.

Ist die Konfiguration eines Netzes doch weitgehend abhdngig von der Topo-
graphie, der Problemstellung des Vermessungsobjektes o0.d., so 1dBt der Beob-
achtungsplan durch Bewertung der Beobachtungen, Auswahl des Instrumentari-
ums oder Festlegung des Aufwandes noch Mdéglichkeiten zur individuellen Ver-
besserung der Netzgenauigkeit offen. Die Komplexitdt dieser Entscheidungs-
kette und die oft fachfremden LOsungstheorien haben die praktische Anwen-

dung doch wesentlich eingeschrdankt.

/iel dieser Beitrags ist, dem Praktiker ein anwendungsfreundliches Pro-
grammsystem vorzustellen, das sich besonders durch einfache Bedienung - in-
teraktive Eingabe und Flhrung durch das Programm - auszeichnet und eine in-
tensive Beschdftigung mit Genauigkeitskriterien und Optimierungsalgorithmen
ertibrigt. Diese Ubersichtlichkeit bedingt natiirlich eine gewisse Festlegung
a priori von Optimalitdtskriterien; durch gewisse Steuerparameter kann je-
doch jederzeit eine Ausweitung in der Wahl bestimmter Zielfunktionen und
Beobachtungsverfahren vorgenommen werden. Die hier verwendeten Zielfunktio-
nen zur Charakterisierung der Netzgenauigkeit sind skalare GenauigkeitsmaBe;
sie beziehen sich auch auf solche Funktionen der Unbekannten, die datumsin-
variant und somit unverzerrt schdtzbar sind. Sie decken die meisten Anwen-
dungsfdlle ab und sind auch sinnvoll, damit z.B. eine Anderung in der An-
nahme von Bezugspunkt und Orientierung des Netzes keinen EinfluB auf die

optimale Beobachtungsanordnung hat.

Nach Vorgabe der Ndherungskoordinaten der Netzpunkte, ihrer Sichtverbindun-

gen, der a priori Genauigkeiten aller MessungsgrdBen - festgelegt durch das
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einsetzbare Instrumentarium - , der Beobachtungsmethode sowie des vorldufig
festgelegten MeBaufwandes wird mit Hilfe der dynamischen Optimierung nach
Wahl eines skalaren Genauigkeitskriteriums der optimale Beobachtungsplan
erstellt. Hierbei kdnnen auch gewisse Zuverldssigkeitskriterien berilicksich-
tigt werden; dies kann z.B. in der Weise geschehen, daB Beobachtungen, die
flir die Verbesserung der Netzgenauigkeit keinen wesentlichen Beitrag lie-
fern, jedoch fir die Kontrolle und Aufdeckung grober Fehler wichtig sind,

im Optimierungsalgorithmus nicht eliminiert werden.

Da das Optimierungsverfahren bereits in HEISTER (1978) eingehend beschrie-
ben wurde, wird hier nur der prinzipielle LOsungsweg, soweit er zum Ver-

stdndnis der Programmbeschreibung notwendig ist, skizziert.

2. LOSUNGSWEG UND ZIELFUNKTIONEN

Zur endgliltigen Festlegung eines Lagenetzes von u Netzunbekannten x;, die
durch den Vektor « dargestellt werden, sollen n BeobachtungsgrdBen 1; be-
stimmt werden, die in dem Vektor ¢ zusammengefaBt werden. Im allgemeinen

Tiegt zur Berechnung des Unbekanntenvektors « eine Uberbestimmung vor, so
daB sich hierfiir nach den bekannten Regeln der Methode der kleinsten Qua-

drate die Ldsung ergibt
w=(ATPA) AP
oder w = (A'PA) A'PE .
Darin bedeutet A die Design-Matrix und
P =diag(p,. pys .. P,) (2)

die Gewichtsmatrix der Beobachtungen 1j;.

A i1st durch die Vorgabe der Ndherungskoordinaten und méglichen Beobachtun-
gen festgelegt, P durch die a priori Genauigkeiten der Messungen. Werden
zur Lagebestimmung Richtungen oder Winkel sowie Strecken zugelassen, dann
sind die Gewichte je nach Beobachtungsart (Richtungen, Winkel, Strecken)

festgelegt durch
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R = 2 s TW T 2 s TS T 2 : (3)

Dabei soll fir die einzelnen mittleren Fehler a priori folgender Ansatz

gelten:

2
m

= Loz
Wr

my = 2mg b (4)
m

m = —+02, 02 =0b"e.
WS

Hierin bedeutet m,. der zufdllige Fehleranteil einer Zielung (Richtungs-
messung und o, ein systematischer Anteil, der gleichbleibend und unabhdn-
gig von der Wiederholungszahl w, ist. Fir die Varianz der Streckenmessung
ist ein entsprechender Ansatz gewdhlt worden, wobei o ein von der Entfer-
nung e abhdngiger systematischer Anteil ist. Somit ergibt sich fir die Ge-
wichtsfestlegung folgende allgemeine Beziehung

const - w;

P = ——— . (5)
Tomé + wio?

Kann die Genauigkeit der Richtungs- oder Winkelmessung durch Erhdhung der
Wiederholungszahlen - natdrlich nur in vertretbaren Grenzen - gesteigert
werden, so ist dieses Fehlermodell besonders beim Einsatz von elektroopti-
schen DistanzmeBgerdten im allgemeinen einzuschrdanken. Es wird hier vorge-
schlagen, die fir das verwendete EDM-Gerdt bewdhrte MeBmethode bei allen
vorgesehenen Streckenmessungen gleichbleibend anzuwenden, sodaB im Normal -

fall fir wg nur eins oder null wdhlbar ist.

Der Gesamtaufwand S aller Beobachtungen ergibt sich dann in Abhdngigkeit

der Wiederholungszahlen zu
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S = AR+AS

wobei

i
AR=arZw1 : L (6)

>
)
Il
Q
»
=

Hierin bedeuten a, und as Aufwandsfaktoren fiir die Richtungs- und Strecken-

messung. Im Normalfall kann
a, =as =1

gesetzt werden, so daB

Oder der Aufwand der Streckenmessung wird in Einheiten der Richtungsmessung

festgelegt, so daB

S = zivm4-k2;wﬁ (8)

=
, a

mit k= — .
a

r

Unter Einhaltung dieses Gesamtaufwandes S sollen nun gewisse Genauigkeits-

maBe optimiert werden.

Ausgehend von der Matrix der Kofaktoren

Qi = (A'PA)
oder (9)
0y = (A'PA)

148t sich mit Hilfe der Funktionsmatrix F die Matrix der Funktionsgewichte
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berechnen:

QFF=TQXXTT . (].O)

Als skalares GenauigkeitsmaB fir ein geoddtisches Netz wird in allgemein-

ster Form die spQfr eingesetzt.

Damit 1dBt sich das Optimierungsproblem folgendermaBen formulieren

Min. Z = sp Q¢ (12a)

unter der Bedingung, daB

Ag+As <S . (12b)

Die Wiederholungszahlen w; flr die Beobachtungen, die die Gewichte p,
festlegen und sowohl die Zielfunktion (12a) als auch die Restriktion (12b)
verdndern, werden Jjetzt im Optimierungsalgorithmus so bestimmt, daB das an-

gestrebte Minimum des skalaren GenauigkeitsmaBes erreicht wird.

Fiir die Praxis sind nun solche GenauigkeitsmaBe von Interesse, die das Netz
in seiner Gesamtheit mdglichst scharf und umfassend beschreiben. Dazu eig-
nen sich besonders die skalaren GréBen, die datumsunabhdngig sind. Es Tas-

sen sich somit aus (10) fir die Zielfunktion (12a) folgende Spezialfdlle

ableiten:
1. F =& Qrr = Qxx

SpQFF Sprx (13)
2 F =AR

Ap st die Submatrix in der Design-Matrix A

flir Richtungen
Orr = AR Qux Ap = O

SPpQrr = SP@rr (14)
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3. T=Aw
Ay ist die Submatrix fir Winkel
Qrr = Ay Qux Ay = Quy

SPQrr = SP Quy (15)

4. TIAS
As ist die Submatrix fir Strecken
Qrr = As Qu AL = Qss

SpQrr = SPQss (16)

5. F=A
Qrr = AQux A" = Qps

SpQrr = SP Qrs (17)

6. F=§ (§ ist die Matrix der Koeffizienten von Sonderfunktionen)
QrF =89, S" = Qs

Sp Qrr = SP Qs (18)

Berlicksichtigt man in (12) unter Vorgabe des Aufwandes S diese skalaren
GenauigkeitsmaBe, kann durch geeignete Manipulation der Wiederholungszah-
len - dies geschieht mit Hilfe der dynamischen Optimierung - das Minimum

bestimmt werden.

3. DAS PROGRAMMSYSTEM NOPTI II

Auf der Grundlage des dargestellten mathematischen Konzepts wurde das
dialogfdhige Programmsystem NOPTI II so konzipiert, daB es auch fir den in
der mathematischen Optimierung weniger vorgebildeten Nutzer einfach und
praxisorientiert zu handhaben ist. Der gesamte Arbeitsablauf kann der Ab-

bildung 1 entnommen werden.
Die Eingabedatei enthdlt im wesentlichen die Erkundungsergebnisse zur

Festlegung der Netzkonfiguration sowie GenauigkeitsmaBe fiir die Beobachtun-

gen, die sich aus dem einsetzbaren Instrumentarium ergeben. Die maximalen
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Abb.

1:

Eingabe:

Ndherungskoordinaten
Sichtverbindungen
Maximale u. minimale
Wiederholungszahl d. Beob.

mittl. Fehler a priori d. Beob.

Steuerparameter flr die Auf-
stellg. der Matrizen A, F, P
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-
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zur dynamischen Optimierung
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len der Beobachtungen,
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Matrix P
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- Eingabedaten
- optimaler Beobachtungsplan
- GenauigkeitsmaBe

Ablaufplan des Programms NOPTI II
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und minimalen Wiederholungszahlen sowie der Gesamtaufwand sind nach Erfah-
rungswerten und unter Berlicksichtigung der Zuverldssigkeit festzulegen.
Uber Steuerparameter kann dann bestimmt werden, welches Optimierungsziel
angestrebt wird, d.h. welches der skalaren GenauigkeitsmaBe (13) bis (17)
gewdhlt wird. Zusdtzlich ist dann noch die M&glichkeit gegeben, andere
Funktionen gemdB (18) der Unbekannten zu berilicksichtigen; die Koeffizienten

von § kdnnen dann nach einem vorgegebenen Schema eingegeben werden.

Die Optimierung selbst Tduft iterativ ab, da zundchst die Gewichtsmatrix P
durch die nicht optimierten Wiederholungszahlen w; nur gendhert berechnet
werden kann; normalerweise flhrt man zuerst die Wiederholungszahlen ein,
die einer Gleichverteilung entsprechen. Danach werden dann im wesentlichen
drei Steuerprogramme aktiviert. Das erste erstellt die fir den jeweiligen
Iterationsschritt aktuellen Dateien fir die Optimierung. Das zweite Pro-
gramm fihrt die Minimierung der Zielfunktion nach der Methode der dynami-
schen Optimierung durch und im dritten werden die Ergebnisse des letzten
und vorletzten Iterationsschrittes auf Ubereinstimmung tberprift. Stimmen
die Werte der Wiederholungszahlen Ulberein, ist das Iterationsziel erreicht,
so daB die Ausgabedatei erstellt und alle notwendigen Daten auf einem Page-
printer in Ubersichtlicher Form ausgedruckt werden k&nnen. Das Verfahren
konvergiert sehr schnell, so daB in den meisten Fdllen nach drei bis vier

Iterationsschritten der Endzustand erreicht wird.
Entspricht das Ergebnis nicht den Genauigkeitsvorstellungen, k&nnen die

Eingabedaten, besonders aber der Maximalaufwand, gedndert werden, um das

Programmsystem dann erneut zu starten.

101



4. BEISPIELE

Anhand verschiedener Netzkonfigurationen soll der Programmausdruck und die
Wirkungsweise verschiedener Zielfunktionen auf die Verteilung der Beobach-

tungen und die GenauigkeitsmaBe ndher erldutert werden.

Zundchst wurde das Huaytapallana-Netz (WELSCH, HEISTER, BAUMER 1983) un-
ter verschiedenen Genauigkeitsannahmen der beobachtbaren MeBgroBen opti-
miert. Dieses Netz (s. Anhang, Abb. 7) dient der Uberwachung einer aktiven
tektonischen Verwerfung in den peruanischen Anden. Da das MeBgebiet sowohl
an Beobachter als auch an Instrumentarium extreme Anforderungen stellt, er-
scheint es besonders sinnvoll, eine Aufwandsoptimierung durchzufihren. Weil
einerseits hdochste Genauigkeitsforderungen zur Bestimmung signifikanter
Verschiebungsparameter gestellt werden, andererseits aber der Beobach-

tungszeitraum begrenzt ist, soll das Optimierungsergebnis

vor Beginn der MeBkampagne eine Entscheidungshilfe zur

Instrumentenauswahl und Organisationsplanung sein

- im Felde dem verantwortlichen Beobachter als Grundlage

flir die vorrangige Beobachtung von MeBgréBen dienen.

Der MeBaufwand, der hierflr anzusetzen ist, konnte aus vorausgegangenen
Messungen zuverldssig abgeleitet werden. Er wurde gemdB (7) ermittelt. Die
optimierten GenauigkeitsmaBe sind der Tabelle 1 zu entnehmen. Dabei wurden
drei Optimierungsfdlle (I, II, III) unterschieden, bedingt durch die unter-
schiedliche Kombination von Strecken- und WinkelmeBgerdten. A und B sind
das Mittel der groBen und kleinen Halbachse der Fehlerellipse, PF das Mit-
tel des mittleren Punktfehlers. Die letzte Spalte gibt den Optimierungsge-
winn der Zielfunktion wieder, bezogen auf eine Gleichverteilung der Beob-
achtungen. Als Zielfunktion wurde hier das durch (13) festgelegte skalare
GenauigkeitsmaB gewdhlt. Der Optimierungsgewinn von 30 %, der nahezu
gleichgroB in allen Fdllen erreicht wird, bedeutet, daB die spQ,, um ca.
ein Drittel verkleinert wird. Bei der Genauigkeitskombination I wurde an
den Einsatz eines elektronischen Tachymetersystems gedacht. Im Anhang sind
dem Ausdruck zur Eingabe die méglichen Sichtverbindungen zu entnehmen.
Weiterhin sind die Wiederholungszahlen angegeben, die als Startldsung zur

Berechnung der P-Matrix dienen. In den beiden letzten Spalten ist die mdg-
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liche Variationsbreite fir die Wiederholungszahlen von Richtungen und
Strecken ausgedruckt. Die Ausgabe zur dynamischen Optimierung enthdlt ne-
ben dem Koordinatenverzeichnis und den GenauigkeitsmaBen die Liste des op-
timierten Beobachtungsplanes. Bei der vorgegebenen Beobachtungsgenauigkeit
wird trotz der unginstigen Netzausdehnung eine relativ homogene Genauig-

keit erzielt, das mittlere Achsverhdltnis der Fehlerellipsen Tiegt bei 1.3.

Mittlere Fehler A B PF A/B Optim.
a priori Gewinn
Lmm] Cmm] Cmm] %
I my,, = 0.7 mgon 1.2 1.0 1.6 1.3 -
Mes = 3.0 mm (1.9) (1.2) (2.2) (1.7)
IT my,, = 0.3 mgon 1.4 0.9 1.6 1.6 2
Mes = 7.0 mm (2.0) (1.3) (2.3) (2.2)
ITT my. = 0.3 mgon 0.6 0.5 0.7 1.3 20
Mes = 1.5 mm (0.9) (0.6) (1.0) (1.6)

Die in ( ) angegebenen Werte sind Maximalwerte

Tab. 1: Optimierte GenauigkeitsmaBe bei unterschiedlichen Kombinati-

onen von Strecken- und WinkelmeBinstrumenten

Entscheidet man sich fir eine getrennte Gerdtekombination (II) mit genaue-
rem WinkelmeB- und ungenauerem StreckenmeBteil, so bewirkt dies einen
leichten Genauigkeitsabfall und ein ungilinstigeres Verhdltnis der Halbach-
sen der Fehlerellipsen. Steigert man wiederum die StreckenmeBgenauigkeit,
wie im Fall III angegeben, dann erreicht man beziiglich der Homogenitdt und
Isotropie ein zu Fall I vergleichbares Ergebnis. Die Genauigkeit wird je-
doch durchschnittlich um den gleichen Faktor gesteigert, wie die Strecken-
meBgenauigkeit verbessert wurde. Dies bedeutet, daB ein Netz vorgegebener
Konfiguration und Ausdehnung im wesentlichen nur durch die Streckenmessung

in seiner Genauigkeit verbessert werden kann.

Ein zweites Beispiel - ein schematisches Netz (s. Abb. 2) - soll die Auswir-
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kungen verschiedener Zielfunktionen auf die mittleren Punktfehler demonstrie-
ren. Die Ergebnisse der Optimierungsvarianten sind in Tabelle 2 zusammenge-
stellt. Insgesamt wurden 15 Fdlle durchgerechnet, wobei finf unterschied-
liche Zielfunktionen unter Berilicksichtigung von drei verschiedenen Beobach-
tungsverfahren minimiert wurden. Neben den bereits erwdhnten Zielfunktionen
(s. (13) - (16)) wurde noch die Sonderfunktion S1 optimiert. S1 bedeutet,
daB die Matrix F die Koeffizienten der Strecken 1-6, 2-5 und 3-4 enthdlt

und somit deren Gewichtsreziproken minimiert werden.

Fir alle Netzpunkte sind dann die unter dem jeweiligen Optimalitdtskriteri-

um bestimmten Halbachsen A und B sowie ihre Richtungswinkel T zusammengestellt;
ferner sind noch die bereits erwdhnten GroBen A/B und PF angegeben. Der Ge-
samtaufwand wurde fir alle Fdlle auf S = 100 festgesetzt, die Genauigkeiten

flir die Richtungs- und Streckenmessungen mit mgy. = £0.5mgon und my =

+1.0cm angenommen. Die Wiederholungszahlen fiir die Richtungen wurden
gleichbleibend fir alle Falle auf 0 bis 6 festgelegt; die Wiederholungszah-

len fir die Streckenmessung betrugen 0 und 1. Eine Ausnahme wurde jedoch

beim reinen Streckennetz gemacht. Um hier die Schwachstellen eines Netzes
erkennen zu kdnnen, ist ebenfalls eine Variationsbreite der Wiederholungs-

zahlen von 0 bis 6 zugelassen.

Betrachtet man zundchst die beiden letzten Zeilen der Tabelle 1, so zeigt
der mittlere Punktfehler PF innerhalb einer Beobachtungsart fir die ersten
vier Zielfunktionen wenig Verdnderung; nur das MaB fir die Isotropie A/B
wird unterschiedlich beeinfluBt. Eine einheitliche Interpretation der Ergeb-
nisse fir die unterschiedlichen Beobachtungsarten ist nicht méglich, jedoch
ist deutlich abzulesen, daB einerseits die Beobachtungsart 'Strecken', ande-
rerseits die Zielfunktion sp@Q,, einen starken EinfluB auf die Homogenitdt
und Isotropie des Netzes haben. Bemerkenswert ist ebenfalls der Beitrag der
einzelnen Punkte auf dieses summarische Ergebnis. Sind z.B. fir Richtungs-
oder Streckennetze die Punkte 2 und 5 diejenigen, die Extremwerte fiir Feh-
Terellipsen und Achsverhdltnis annehmen, so dndert sich diese Aussage nahezu
ganzlich bei der kombinierten Ausgleichung von Richtungen und Strecken. Bei
der Optimierung der Sonderfunktion ist deutlich zu erkennen, daB das Opti-
mum der ausgewdhlten Streckenfunktionsgewichte nur unter einer deutlichen
Verschlechterung der Netzisotropie erreicht wird. Die Abb. 2 und 5 geben fir
Jjede Beobachtungsart sowie fir die Sonderfunktion den optimierten Beobach-

tungsplan wieder. Hierbei wurden den einzelnen Sichtverbindungen die opti-
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Abb. 2:

Optimaler Beobachtungs-
plan fir ein Richtungs-
netz

Min. spQ,y

Abb. 3:

Optimaler Beobachtungs-
plan fiir ein Strecken-
netz

Min. SP Quw

Abb. 4:

Optimaler Beobachtungs-
plan fir ein kombinier-
tes Netz

Min. sp Q.

—

Streckenmessung

Abb. 5:

Optimaler Beobachtungs-
plan flir ein kombinier-
tes Netz

Min. spQs;



malen Wiederholungszahlen zugeordnet; schwarze Pfeile geben eine notwendige
Streckenmessung an.
SPQrr A

5 -

-
v

I
175 AUFWAND

I
25 75 125
Abb. 6: Aufwands- und Genauigkeitssteigerung

Sind die vorangegangenen Beispiele der reinen Aufwandsoptimierung zuzurech-
nen, so kann mit dem Programmsystem NOPTI II auch eine Genauigkeitsoptimie-
rung durchgefiihrt werden. In einem iterativen Rechenablauf wird dann die
Aufwandszahl in vorgegebenen Schrittweiten so lange erhoht, bis der vorge-
gebene Wert der skalaren Genauigkeit fir die Zielfunktion erreicht wird.

Um einen Eindruck Uber die Wechselwirkung von Aufwands- und Genauigkeits-
steigerung zu bekommen, gibt die Abb. 6 fir das bereits vorgestellte sche-
matische Netz den charakteristischen Kurvenverlauf wieder. Dieser zeigt
auch deutlich, daB die Netzgenauigkeit ab einer gewissen Stufe nur noch un-
wesentlich gesteigert werden kann, wobei dann hierfir eine unverhdltnis-
mdBig hohe Beobachtungsgenauigkeit - denn Aufwand bedeutet auch Beobach-

tungsgenauigkeit - angesetzt werden muB.

5. SCHLUSSBEMERKUNG

Der vorliegende Beitrag sollte anhand verschiedener Beispiele das praxisori-

entierte Programmsystem NOPTI II vorstellen. Hierin wird unter Berilicksichti-
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gung unterschiedlicher invarianter Zielfunktionen der Beobachtungsplan von
Lagenetzen optimiert. Dabei ist sowohl eine Aufwands- als auch Genauigkeits-
optimierung moglich. Die Beispiele zeigen, daB man unter realistischen Vor-
gaben auch Optimalitdt beziiglich Homogenitdt und Isotropie erreichen kann.
Ein besonderer Anwendungsbereich dirfte die Planung von Sondernetzen sein,
die - bedingt durch ihre Verwendung - bestimmte Optimalitdtskriterien er-
fillen missen. Letztlich sei nochmals darauf hingewiesen, daB der mathema-
tische Optimierungsalgorithmus als ein objektives Hilfsmittel fir Planung,
Genauigkeitsvoranschlag, Organisation und Durchfiihrung der Feldmessungen

verstanden werden muB.
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ANHANG

Ergebnisausdruck des optimierten Huaytapallana-Netzes
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EIN KONZEPT ZUR INTERAKTIVEN PLANUNG, AUSGLEICHUNG
UND ANALYSE GEODATISCHER NETZE

von Rolf KONIG

SUMMARY

The interest in computer aided design, adjustment and analysis of geodetic
networks has lately considerably increased. This paper, starting with the
usual procedure of a surveying project, describes a concept for a modular
programme by flow charts. The design problems are to be solved according
to the trial-and-error manner. The interactions to be taken into consid-
eration between human being and computer equipment have been made evident.

LUSAMMENFASSUNG

Die computerunterstitzte Planung, Ausgleichung und Analyse geoddtischer Net-
ze findet in letzter Zeit immer gréBeres Interesse. In diesem Beitrag wird,
ausgehend vom {blichen Verlauf eines Vermessungsprojekts, ein Konzept fir
ein modulares Programmsystem anhand von FluBdiagrammen dargestellt. Die De-
signprobleme sollen nach dem Trial-and-error-Prinzip geldst werden. Die zu
berilicksichtigenden Interaktionen zwischen Mensch und Maschine werden ver-
deutlicht.
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1. EINFUHRUNG

Bearbeitet der Ingenieur ein geoddtisches Netz, so erlebt er den AbTauf des
Vermessungsprojekts i.a. in den in BILD 1 dargestellten Schritten. Zu jedem
Zeitpunkt kann er gezwungen sein, seine bisherigen Planungen und Arbeiten
zu Uberdenken und zu dndern. Die folgenden Beispiele sollen dies verdeut-

lichen:

- Das Netz ist in der hduslichen Vorbereitung entworfen worden. Neubebau-

ungen machen jedoch die Beobachtung einer Station unmdglich.

- Der Beobachtungsplan kann in der verfiigbaren Zeitspanne nicht durchge-

fihrt werden.

- Die Berechnung weist grobe Datenfehler aus. Wiederholungsmessungen wer-

den ndtig.

- Die Analyse ergibt, daB ein Punkt nicht ausreichend genau bestimmt wur-

de. Zusdtzliche oder genauere Messungen schaffen Abhilfe.

- Einige Ziele des Projekts sind nicht erreicht worden. Zusdtzliche Pla-

nungen und Messungen sind unumgdnglich.

- AuBere Einfllsse wie gednderte Anforderungen des Auftraggebers kdnnen

jederzeit auf das Projekt einwirken.

Diese komplexe Aufgabe mit ihren vielfdltigen Interaktionen wird noch heute
meist mit Hilfe von Erfahrung und Gefiihl geldst. Dabei bieten Computerunter-
stltzung und vorhandene Rechenalgorithmen die Mdglichkeit, die Erfahrung des
Ingenieurs zu ergdnzen und AbTauf und L&sung des Projekts zu optimieren. An
dieser Stelle wird ein Konzept vorgestellt, das geeignet ist, ein geoddti-
sches Netz im Dialog mit dem Computer zu planen, auszugleichen und zu ana-
lysieren. Dabei wird durch einen "Updating"-ProzeB stdndig eine Anpassung

an verdnderte Gegebenheiten erreicht.

In BILD 1 wird deutlich, daB sich der Projektablauf in vier Bldcke gliedern
1dBt:

Phase I: Die Projektspezifikationen
Phase I1: Die Netzplanung
Phase III: Die Ausfiihrungsphase

Phase IV: Die Dokumentation und Prdsentation der Ergebnisse.
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I Festlegung der Randbedingungen
Erkundung -
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I ]
Design un
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Analyse -
IV Numerische und graphische Aufbereitung des Ergebnisses

Bild 1
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Zu Phase I mag die Bemerkung geniigen, daB sich in Abhdngigkeit vom Auftrag
rein technische Anforderungen, wie z.B. Objektndhe, Punktdichte, Genauig-
keit, Zuverldssigkeit, und organisationstechnische Anforderungen ergeben,
wie z.B. Verfligbarkeit von Personal und Instrumenten, Zeitaufwand, Kosten.

Die Phasen II und III werden in den ndchsten zwei Kapiteln ndher betrachtet,
wdhrend auf Phase IV nicht eingegangen wird.

2. DIE NETZPLANUNG

Zur Netzplanung sollen die Erkundung, die LOsung der Designprobleme 0. bis
3. Ordnung (vgl. GRAFAREND u.a., 1979) und die Optimierung der Logistik ge-
zahlt werden. Der Entwurf eines Netzes, modern Design genannt, wird gewdhn-
licherweise folgendermaBen klassifiziert:

Design 0. Ordnung: Die Wahl eines Referenzsystems.

Design 1. Ordnung: Die Festlegung der Netzkonfiguration im Hinblick auf die
mdglichen Messungen.

Design 2. Ordnung: Die Verteilung des MeBaufwands bei vorgegebener Konfigu-
ration, deshalb auch Gewichtsoptimierung genannt.

Design 3. Ordnung: Die Verdichtung eines bestehenden Netzes.

Um das Design mathematisch zu optimieren, missen bestimmte Kriterien als
Zielfunktionen formuliert werden. Diese Designkriterien lauten:

- Genauigkeit,

- Zuverldssigkeit,

- Wirtschaftlichkeit,
- Testbarkeit.

Letzteres soll bedeuten, daB das Netz so gestaltet sein muB, daB spezielle
Hypothesen bei kleinstem Vertrauensbereich getestet werden k&nnen. Die De-
signkriterien haben einen teilweise kontrdren EinfluB auf die Optimierung

(z.B. die Forderung von héchsten Genauigkeiten und minimalen Kosten). Die

/Zielfunktionen bestehen aus zwei grundlegenden Typen:

- Skalare Funktionen,
- Kriterionmatrizen.
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Als skalare Funktionen sind Spur, Determinante und Funktionen der Eigenwer-
te der Varianz - Kovarianzmatrix der Unbekannten hdufig in Gebrauch. Kri-
terionmatrizen kénnen als idealisierte Varianz - Kovarianzmatrizen angese-
hen werden, die die geforderte Genauigkeitssituation des Netzes wiedergeben

und durch den DesignprozeB approximiert werden sollen.

Nach dem derzeitigen Stand der Wissenschaft gibt es abgesicherte mathema-
tische Ldsungen nur fir spezielle Optimierungsprobleme (siehe hierzu CROSS,
1983). So kann zum Beispiel bei fester Konfiguration und festgelegten Ge-
nauigkeitsanforderungen an die Ldsungsparameter (Koordinatenunbekannte)
eine Gewichtsoptimierung berechnet werden. NINKOV und SCHMITT (1983) stellen
dazu eine Methode vor, die allerdings bei Netzen mit verschiedenen Beobach-
tungstypen auf Schwierigkeiten stéBt. Das Verhalten der Methode von SCHAFF-
RIN (1981) scheint noch in der Praxis untersucht werden zu missen. In der
umfangreichen Literatur zum Design 2. Ordnung wurde dem Kriterium Zuverlds-
sigkeit wenig Beachtung geschenkt. Die Zuverldssigkeit eines Netzes ist aber
abhdngig vom Beobachtungsplan und sollte deshalb in die Optimierung einbe-
zogen werden. VAN MIERLO (1981) hat auf dieses Problem hingewiesen.

Ein mathematisches Modell zur geschlossenen Bearbeitung aller Aspekte ist

zur Zeit wohl nicht realisierbar. Eine L&sungsmdglichkeit ist aber das so-
genannte Monte-Carlo-Design. Durch einen ZufallsprozeB wird eine Menge von
Designvarianten erzeugt. Die Ergebnisse werden dann im Hinblick auf die Ziel-
funktionen verglichen. Diese Methode hat den Vorteil, daB die optimale Va-
riante unter gleichzeitiger Betrachtung aller Designkriterien ausgewdhlt

wird. Allerdings stoBt man hier sehr schnell an Grenzen, die durch die ver-
fligbare Rechenzeit gesetzt sind. Das Ergebnis wird daher stets nur ein re-

lTatives Optimum sein kdnnen.

Der erfolgversprechendste LOsungsweg scheint deshalb die Simulation verbun-
den mit einer Auswahl nach dem Trial-and-error-Prinzip zu sein. Erfahrung
und Sachverstand des Bearbeiters spielen dabei eine gewisse Rolle. Der bei
dieser operationellen Vorgehensweise nicht zu vermeidende Mehraufwand wird
bewuBt in Kauf genommen. Das iterative Verfahren Tiefert zwar ebenfalls
nicht die optimale Variante, jedoch kann die Bearbeitung abgebrochen werden,
wenn ein zufriedenstellendes Ergebnis erzielt worden ist. MEPHAM und KRA-
KIWSKY (1982) haben diese Methode mit Erfolg angewandt.
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Liegen Netzfigur und Beobachtungsplan fest, so kann die Logistik optimiert
werden. Gemeint ist damit die Minimierung der Kosten der Feldarbeiten. Be-
sonders beim Einsatz teurer Ausriistungen, aber auch bei den Personalkosten
kénnen immense Einsparungen erzielt werden. STOLIKER und ANDERSON (1982)

lieferten Beispiele flr Optimierungsmethoden.

Die Interaktionen zwischen Bearbeiter und Computer wdahrend der Planungs-
phase soll BILD 2 verdeutlichen (Verfeinerung der Phase II in BILD 1). Die
Entscheidungen und Planungen des Bearbeiters werden durch Software-Module
unterstitzt. AuBerdem ermdglicht der Einsatz von entsprechender Hardware,
wie graphisches Terminal und Digitizer, einen weniger problematischen Ar-

beitsablauf und visuelle Entscheidungshilfen (vgl. dazu Kapitel 4).

3. DIE AUSFUHRUNGSPHASE

Die Planung wird nun in die Tat umgesetzt. Der Zusammenhang zwischen mensch-
lichen Tdtigkeiten und Entscheidungen und der EDV ist in BILD 3 dargestellt
(Verfeinerung der Phase III in BILD 1).

Wahrend der MeBkampagne erfolgt der Dialog mit dem Computer tdglich. Dieses
Vorgehen gewdhrleistet eine vollstdndige Dokumentation der durchgefihrten
Arbeiten, eine unmittelbare Analyse der Ergebnisse und ein frihzeitiges Auf-
decken grober MeBfehler. Dabei erfolgt jeweils (nur) eine Aufdatierung
(Updating) des bestehenden Normalgleichungsystems. D.h. das Normalgleichungs-
system muB am Rechner vorliegen vom Zeitpunkt der Netzplanung bis zur end-
giltigen Analyse. Die Normalgleichungsmatrix wird nur einmal invertiert. Se-
quentielle Algorithmen, die das Zufiigen bzw. Weglassen von Beobachtungen
oder Positionen ermdglichen, werden eingesetzt (z.B. CLINE, 1964). Erst wenn
alle Messungen durchgefihrt sind, kdnnen die abschlieBenden Auswertungen

endgliltige Aussagen zulassen.

4. HARD- UND SOFTWARE IM ZUSAMMENSPIEL

Die heute verfiligbare Hardware gibt dem Bearbeiter ein Repertoire an die
Hand, das seine Aufgabe erleichtert, unterstitzt und komfortabel macht. In-
teressant sind die Mdglichkeiten, die Digitizer und graphisches Terminal
mit Hardcopy bieten. In BILD 4 ist als Beispiel die schrittweise Verfeine-

rung des Moduls "Anfangsdesign" dargestellt.
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Verfilgbare Punktinformationen, z.B. Ndherungskoordinaten aus friheren Aus-
gleichungen, konnen iber die Tastatur eingegeben werden. Nach der Darstel-
lTung auf dem Bildschirm kénnen mit dem Fadenkreuz weitere Punkte definiert
und daraus Ndaherungskoordinaten bestimmt werden. Eine Alternative ist die

Beschaffung von Ndherungskoordinaten aus der Karte mit Hilfe des Digitizers.
Ein Menlfeld macht die Eingabe zusdtzlicher Informationen mdglich. Die ge-
planten Beobachtungen k&nnen ebenfalls zahlenmdBig oder mit Hilfe des Fa-

denkreuzes oder Digitizers eingegeben werden.

6. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Nach dem Prinzip der strukturierten Programmierung ist die schrittweise Ver-
feinerung der Module weiterzubetreiben, so daB ein benutzerfreundliches,

anpassungsfdhiges und wartungsfreundliches Programmsystem zu erwarten ist.
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INVARIANZEIGENSCHAFTEN VON
STRAINPARAMETERN

von Walter WELSCH

SUMMARY

The deformations of the earth's crust and other bodies can be investigated
and described by the distortions of a geodetic monitoring network with the
help of the analysis of infinitesimal strains. Doing this it is frequently
desirable to transform the coordinate system of the network or to perform

datum changes of the point displacements. Then the question of invariance

and estimability of the strain parameters with respect to those transfor-

mations arises.

It is briefly described how strain parameters are derived from point dis-
placements (x-method) and from distortions of distances and angles (1-
method). On this basis the investigations are carried out. They result in
the ascertainment that due to similarity transformations of the coordinate
system coordinate related quantities, i.e. the strain tensor and pure shear,
are likewise projected according to similarity, while object related quanti-
ties, i.e. dilatation, maximum shear strain and principal strains, remain in-
variant. Therefore, these coordinate system independent parameters are
estimable in the sense of the theory of estimation. Furthermore, as a rule
all parameters are invariant with respect to datum transformations of the
point displacements.

LUSAMMENFASSUNG

Bei der Untersuchung und Beschreibung von Deformationen, insbesondere auch
im Bereich der rezenten Krustenbewegungen, mit Hilfe von Techniken der in-
finitesimalen Strainanalyse geoddtischer Uberwachungsnetze ist es haufig er-
winscht, Transformationen des Koordinatensystems der Netze und Datumstrans-
formationen der Koordinatendnderungen der Vergleichspunkte durchzufihren.
Dabei erhebt sich die Frage der Invarianz und Schdtzbarkeit der strainbe-
schreibenden Parameter gegeniiber diesen Operationen.

Nach kurzer Darstellung der Ableitung der Strainparameter auf der Grundlage
der Verdnderungen der Koordinaten der Vergleichspunkte (x-Methode) und der
Verzerrungen vergleichbarer Strecken und Winkel (1-Methode) werden die Un-
tersuchungen durchgefihrt. Als Ergebnis wird festgestellt, daB nach Trans-
formationen des Koordinatensystems koordinatenbezogene GrdBen (Straintensor,
reine Scherung) dhnlich abgebildet werden, wdhrend sich kdrperbezogene Gros-
sen (dilatation, maximale Scherdehnung, Strainellipse) invariant verhalten.
Diese sind somit im Sinne der Schdtztheorie als vom Koordinatensystem unab-
hdngige schdtzbare GréBen anzusehen. Gegeniiber Datumstransformationen der
Koordinatendnderungen verhalten sich im Regelfall alle GrdBen invariant.
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1. STRAINPARAMETER NACH DER x-METHODE

Bei der Aufgabe, Deformationen eines Kdrpers zu beschreiben, geht man im
allgemeinen von der Annahme Tinearer Beziehungen zwischen den Punkten, die
den Kdrper vor und nach der Deformationen diskretisieren, aus (homogener
Strain). Die Beziehungen vereinfachen sich noch bei kleinen Verformungen

(infinitesimaler Strain).

Die grundlegenden Annahmen sind in der Transformationsvorschrift

x' = Fx+t (1-1)

formuliert (WELSCH, 1982). Dabei sind

2l =1 x vyl Koordinatenvektoren vor bzw. nach
2T =Xy der Deformation
tho=|t ty] Translationsvektor
ox"  ox’
F o= ox oy Rotations- und Verzerrungsmatrix
dy’ 3y’ (Deformationsmatrix)
ox ay

Fiir manche Zwecke ist es vorteilhaft, den Verschiebungsvektor « einzu-

flihren
u=x’*x=(}"*7)x+t=d?’x+t (1-2)
(3 Einheitsmatrix).

Bei infinitesimalem Strain kann der Verschiebungsgradient dF in eine
Rotationsmatrix dR mit kleinem Rotationswinkel w und in eine symmetri-

sche Verzerrungsmatrix & (Straintensor) aufgespalten werden:

dF = dR+€ (1-3)
mit

0 w _ |e><>< Exy
-0 017

Exy  Eyy

130



Die explizite Darstellung von (1-2) lautet damit

Uy = €xx Xt ey +wy +tx
(1-4)
Uy = Eyy Xt ey Yy - wX +ty
oder
’LL=:7'[1‘;71 (1’5)
mit
X 0 1 0
#, = y y
0 x y -x 0 1
Pl = lexx exy ey o to ty]

Die Transformation (1-5) stellt die Beziehung zwischen den Koordinatendnde-
tungen w« und den Transformationsparametern p; dar (x-Methode). Dabei

beschreiben die Parameter

er = |8x €xy €y (1-6)

die Verformung des K&rpers, deren Ermittlung das eigentliche Anliegen einer
Strainanalyse ist. Die Rotations- und Translationsparameter sind von unter-
geordneter Bedeutung, da sie eine den K&rper nicht deformierende Starrkd&r-

perbewegung betreffen.

2. STRAINPARAMETER NACH DER T1-METHODE

AuBer aus den Anderungen der Koordinaten vergleichbarer Punkte kdnnen die
wesentlichen Parameter e, auch aus den Verzerrungen der die Punkte ver-
bindenden Strecken und Winkel (1-Methode) gewonnen werden (WELSCH, 1983).

Dabei gilt fir die Verzerrung dI allgemein

dl = Lu . (2-1)
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Fig. 1 Zur Strecken- bzw. Winkelverzerrung

Als MaB fir Streckenverzerrungen dient die lineare Extension e , fir die
gilt
S’ - 5.
dl =e;; = —— (2-2)
Sij
(s" verzerrte, s urspringliche Strecke),
1 ) .
L=Le= S—l'COStjj 'S]ﬂtjj COStjj S1nt1~j| s (2*3)
13
(tij; Richtungswinkel)
al = Uxy Uy, Uxg Uy | (2-4)
Fir Winkelverzerrungen
dl = gjik =o' -a= (tlik ‘t’jj)‘(tjk‘tjj) (2-5)
(a" verzerrter, o urspringlicher Winkel)
ist
L=, - _sintyy N sintiy f costy;  costyy
Sij Sik : Sij Sik
(2-6)
sinty; 0 costy; ¢+ sinty o costyy
Sij : Sij : Sik : Sik ’
al = | Ux Uy; Uxy Uy U Uy (2-7)
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Die funktionale Beziehung zwischen der linearen Extension e und den

Straintensor-Komponenten e, 1ist gegeben durch:
€15 = €, COS’tij+e,, sin2t;;+e,, sinty; (2-8)
die der Winkelverzerrung g und e, durch

1
Iy = xy (COS 2ty - cos 2t1j)+-z-(eyy-exx)(sir12tjk- sin2tyy) . (2-9)

3. AQUIVALENZ DER METHODEN

Damit stehen die Grundlagen zur Untersuchung der Invarianzeigenschaften
der Strainparameter e, bereit, wobei die x-Methode nach (1-5) und die
1-Methode nach (2-1), (2-8) und (2-9) einander dquivalent sind. Hiervon

kann ein Vergleich der Methoden leicht {iberzeugen.

Wird (1-5) in (2-1) eingesetzt, ergibt sich

d¢ = L3 - p1 . (3-1)
Fir £ =L, nach (2-3) ergibt einfaches Nachrechnen

L3 =|cos?ty; sin2ty;  sin“ty; 0 0 0 . (3-2)
In Verbindung mit p; wird damit (3-2) unmittelbar in (2-8) Ubergefihrt.

Fiir L£L=Ly nach (2-6) ist in analoger Weise

1 :
Lg'}ﬁ: |'§(51ﬂ2t1j‘51ﬂ2t1j) COSthk‘COSthj

(@]
(@]

1, . . :
3 (sin2ts;-sin2ty;) o 0
was in Verbindung mit p; der Beziehung (2-9) entspricht.

Auf die Aquivalenz der Methoden hat schon BRUNNER et al. (1981) hingewie-

sen.
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4. WEITERE STRAINPARAMETER

Aus den Komponenten des Straintensors e, kdnnen weitere Strainparameter
pr=1vi Yo A (4-1)

abgeleitet werden. Es ist

Y1 = €,y - €xx reine Scherung (pure shear)
Yo = 2€yy "Ingenieur-Scherung" (engineering shear) (4-2)
A = e tey Ausdehnung (dilatation)
Mit
Y1 -1 0 1 €xx
Y2[=10 2 0 Exy (4-2a)
A 1 0 1 Eyy
kann (4-2) zusammengefalBt werden zu
po = Hrex . (4-2b)
Des weiteren werden die nicht-linearen Beziehungen
o oYy maximale Scherdehnung (maximum
y = (vi+v3) shear strain)
1 groBte Hauptverzerrung (maximum
er = 5 (A+y) principal strain)
1 kleinste Hauptverzerrung (minimum i
e, =5 (A-y) principal strain) (4-3)
1 - ) )
0 = E.arctan( ngl) Richtungswinkel von e;
Y = 0+ 50gon Richtungswinkel von vy
haufig verwendet. Sie seien in
pi=1y e e © V| (4-4)

zusammengefalt.
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5. AUSWIRKUNG VON TRANSFORMATIONEN DES KOORDINATENSYSTEMS

Die Koordinaten der Punkte eines geoddtischen Uberwachungsnetzes sind héu-
fig in einem System gegeben, das beziiglich des zu lberwachenden 0bjekts
eine beliebige Orientierung aufweist. In manchen Fdllen ist es erwiinscht,
dem Koordinatensystem eine bestimmte Ausrichtung, z.B. parallel zu einer
tektonischen Verwerfung, zu geben. Im folgenden soll untersucht werden, auf
welche Weise eine Ahnlichkeitstransformation, vornehmlich eine Drehung, die
verschiedenen Strainparameter beeinfluBt, mit dem Ziel, Invarianzeigenschaf-

ten gewisser Parameter zu ermitteln.

Fir den Fall der Ermittlung der Strainparameter e, sowie der Starrkdrper-
rotation w aus Koordinatendnderungen hat DERMANIS (1981) eingehende Un-
tersuchungen gemacht.

Im folgenden sollen die Invarianzeigenschaften auf der Grundlage der 1-Me-

thode aufgezeigt werden.

X A

A,

»

Fig. 2 Drehung des Koordinatensystems

Zur Grundlage der Betrachtungen wird die Beziehung (2-8) gemacht

e = e, coslt+e,, sin2t+e,, sin’t . (2-8)
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Hierin werden durch eine sinnvollerweise den MaBstab unverdndert belassende
Ahnlichkeitstransformation der Richtungswinkel t und, da die lineare Ex-
tension e von Translationen und Rotationen unbeeinfluBt bleibt, in der

Folge die Strainparameter e, verdndert. Die neue Beziehung lautet

e = &,,c0s2T+%&,,5in2t +&,,sin’T . (5-1)
Nach Ersetzen des neuen Richtungswinkels t durch

T=t-¢, (5-2)
nach Anwendung trigonometrischer Rechenregeln und Umstellen wird daraus

e = coszt(é’ cos’e -8,,5in2e+78 sinze)

XX Xy Yy
. 1. . ~ 1. .
+sin2t Eems1n25+eWCOSZefEews1n25

+ sinzt(§xxsin2£+-€m,sin25-%€yycosze)

Ein Koeffizientenvergleich mit (2-8) flihrt sofort zu der Beziehung

Exx cos?e -sin2e sin’e €xx
1 . 1 . 5
Exy | = §s1n25 cos2¢ f§s1n25 © | Exy (5-3)
Cyy sin’e sin2e cos’e yy
oder
e, =T - & . (5-3a)

Die inverse Beziehung

é, =T le, (5-4a)

lautet infolge einfacher Umkehrung der Rotationsrichtung

€xx cosle sin?2¢ sin’e Exx

8 | = | Ls =y e (5-4)
xy | = -§s1n2€ cos 2¢ §s1n2€ : Xy

€yy sin’e -sin2e cos’e Cyy
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Ersetzt man weiterhin die Scherkomponente e,, bzw. €&, gemdB (4-2)
durch die "Ingenieur-Scherung" vy, = e, +te, bzw. ¥, =78, +€, und
die Funktionen der doppelten Winkel durch die Summe von Funktionen, so

1Bt sich (5-4) nach Umstellung auch darstellen als (DERMANIS, 1981)
E=R.,-E-R] (5-5)
mit

CcoS € sine

-sineg CcoS €

Untersucht man das Verhalten der Parameter y; und vy, , so ergibt sich

mit (4-2) aus (5-3) unmittelbar

Y1 cos2¢ sinze Y1
] |7
\Z -sinZe cos2¢ ¥,
oder
Y1 Y1
‘ :RZE N (5'63)
Y2 Y2

Die inverse Beziehung ist infolge der Orthogonalitdt der Rotationsmatrix
RZ&

Y1 7
| T Ree (5-7)
Y2 Y2
Analoges Vorgehen ergibt ohne weiteres
A =ente, =8, +E,
1 AN
y = (F+vE) P = (3 +v5) °
(5-8)
e; =€
62:§2
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Der neue Richtungswinkel & der gréBten Hauptverzerrung @&, berechnet

sich aus
tan 20 -
Y1
- in2d -y
tan?20 = Sl — = fz
cos 20 Y1
(4-3)
%1 = cos20 , §, = -sin20
fan26 - sinZs?l- CQSZa?Z _ sin(25+2§)
cos2e y1+sin2ey,  cos (2¢+20)
Daraus folgt
0=0-¢ . (5-9)

Mit den Formeln (5-5) - (5-8) kann die Auswirkung einer Koordinatentrans-
formation auf alle Strainparameter berechnet werden. Es wird deutlich, daB
die Komponenten des Straintensors & Dbei Umorientierung des Koordinaten-
systems den Gesetzen der Kongruenztransformation von Matrizen (ZURMUHL,
1964, S. 55 ff.) unterliegen. Die Komponenten vy; und vy, erfahren eine
Rotation um den doppelten Drehwinkel € , wdhrend sich die lbrigen Elemen-
te, die Dilatation A , die maximale Scherdehnung vy und die Hauptverzer-
rungen e; und e, als Halbachsen der Strainellipse invariant verhalten.
Lediglich die Orientierung © der Strainellipse folgt einer Drehung des
Koordinatensystems so, daB die Lage der Ellipse in Bezug auf das deformier-

te Objekt erhalten bleibt.

6. AUSWIRKUNG VON DATUMSTRANSFORMATIONEN

Das geoddtische Datum wird nicht durch Beobachtungen ermittelt, sondern
willkiirlTich festgelegt. Griinde der ZweckmdBigkeit oder der Anschaulichkeit
fihren zur Wahl der einen oder anderen Festlegung, ohne damit die im Beob-

achtungsmaterial enthaltene Relativinformation zu beeinflussen.

In Figur 3 wurde die urspringliche Figur eines Quadrates verzerrt. Das Er-
scheinungsbild der Verschiebungsvektoren « und w; st verschieden und
hdngt nur von der Wahl des geoddtischen Datums ab. Bei der Untersuchung der
verzerrten Figur und ihrer Beschreibung durch Strainparameter erhebt sich

die Frage, in welchem MaBe die die Verformung beschreibenden Gr&Ben von der
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Fig. 3 Auswirkung von Datumsdnderungen

Datumswahl abhdngig sind. Dies soll im folgenden betrachtet werden.

Es sei « der Vektor der Koordinatendnderungen, bezogen auf ein spezielles
Datum. Durch Ahnlichkeitstransformation (S-Transformation) 148t sich daraus

eine andere Mdglichkeit

wu =ut+tH-p (6-1)
mit
y X 1 0
:7.[:
-X y 0 1
WT:|€ m Px Py |

in Abhdngigkeit von der Wahl der Parameter p angeben. So wurde etwa der
Vektor wq in Figur 3 durch die Bedingung ¢ﬂ4ﬂ =min. ("innere Ldsung")

erzeugt.

Die Untersuchungen kdnnen nach der x-Methode und nach der 1-Methode ausge-

fihrt werden.

Grundlage fir die Verwendung der x-Methode ist die Beziehung

u=17-[1-;pl (1‘5)
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bzw. die inverse Beziehung

;71=7-[171-u . (6-2)

Wird der Vektor « nach (6-1) in ein anderes Datum transformiert, so geht
(6-2) Uber in

P = 7‘[171(4/(,""‘7'[3!7) = 7‘[171%4‘7'[1717'[;7 . (6-3)
1 Dbliebe von dieser Transformation nur dann unbeeinfluBt, wenn

- |
o (6-4)

H
gilt.

Nachrechnung (die Inverse ?Q? ist in Anlage 1 explizit dargestellt) er-

gibt

€xx 0 1 0 0
ey 0 0 0 O €
ey 0 1 0 0 m
i I I (6-5)
) 1 0 0 0 Py
ty 0 0 1 0 P,
t, 0 0 0 1
oder
e;xzexx+m
exy = Exy
€y = €yy M
(6-5a)
0w =w+te
ty =totp,
t;=t)’+py
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Ubertrdgt man die Anderungen auf die weiteren Strainparameter, so ergibt

sich

Y1 = Y1

Y2 = Ve

A =A+2m

Y =y

(6-6)

. 1A+2 N 1 A

el_E( m Y)_E( Y)

co lavomoy = 2o

ez—E( m Y)_E( Y)

0 =0

=y
Zu den gleichen Resultaten gelangt man auf der Grundlage der 1-Methode
(WELSCH und ZHANG, 1983):
Schreibt man ndmlich (2-8) in verkiirzter Form

e=%X;-e , (2-8)
so ergibt sich daraus (etwa fir ein Dreieck der Figur 1)

e, =K e . (6-7)
Nun ist aber, vgl. (2-1) und (2-3), auch

e=L,-u . (6-8)

Transformiert man wiederum « gemdB (6-1) in ein anderes Datum, so geht
(6-8) und damit (6-7) Uber in

ey = K, Lo (w+Hp) = K, Lou+K, LoH p . (6-9)
e, bliebe nur dann unverdndert, wenn

R |
K ' LeH =0 (6-10)

als Bedingung fir Datumsinvarianz erflillt wurde.
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Nachrechnung mit der in Anlage 2 explizit dargestellten Inversen ﬂ{l er-

gibt

0 1 0 0
x'Lxw=lo 0o o0 of. (6-11)
0 1 0 0

Hieraus ergibt sich dieselbe SchluBfolgerung fiir e; wie in (6-5).

Macht man schlieBlich die Winkelverzerrung g gemdB (2-9) mit

€yy
g =¥ (2-9)
Y1
zur Grundlage der Betrachtungen, so ergibt sich mit
K, LyH =0 (6-12)

das entsprechende Ergebnis (ﬂgl ist in Anlage 3 aufgefihrt), das schon

aus den obigen Untersuchungen abgeleitet werden kann.

Als SchluBfolgerung kann man ziehen, daB sich nach (6-5) die durch die Da-
tumstransformation ergebende Starrkdrperbewegung (a,px,py) unmittelbar
auf die entsprechenden Parameter (w,t,,t,), die sich aus der Deforma-

tionsanalyse nach der x-Methode ergeben, lbertrdgt.

Der MaBstabsfaktor (der bei den Datumsdefekt der Vergleichsfiguren korrekt
berlicksichtigenden Vorausgleichungen nicht auftritt) beeinfluBt die Parame-
ter des normalen Strains e, und e, und die daraus abgeleiteten weiteren

Werte der Dilatation A und der Hauptverzerrungen e; und e,

Abgesehen hiervon ist nachgewiesen, daB Datumstransformationen der Koordi-
natendnderungen « der Vergleichspunkte die Strainparameter unbeeinfluBt

lassen. Die Strainparameter sind in dieser Beziehung Invariante.
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Formeln (6-4), (6-11) und (6-12) in allgemeiner Darstellung mit Hilfe des
Programms REDUCE 2 (HEARN, 1974) durchgefihrt und damit auch die Darstel-
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Anhang 1

X1
X2

X3

(X3.Y3)

wobei die Symbole

1 2
(X1,y1) (X2,¥2)
Y1 0 Y1 1 0
X1 A - X1 0 1
Yo 0 Yo 1 0
X5 \T - Xp 0 1
Y3 0 Y3 1 0
X3 B - X3 0 1
hi hig h1ie
hsy hss
her Nz hee
Det, hy; filr die folgenden Terme stehen:
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DET

= 2*(

1)

.2)

.3)

.6)

1)

.2)

.3)

.4)

.6)

1)

2 2 2 2 2
- X3 Y2+ 2*X3 FY2*Y1 - X3 FYLl o+ 2FX3FY3FX2FY2 - 2FX3*Y3IFX2*FYL -

2

2FXIFYIFY2XXL 4+ 2FX3IFYIFXL*Y]L - 2*X3*X2*Y2*Y1 + 2*X3*X2*Y1 + 2*X3*

2 2 2 2 2 2 2

Y2 *X1 - 2*X3*Y2*X1*Y1l - Y3 *X2 + 2*Y3 *X2*X1 - Y3 *X1 + 2*Y3*xX2 *

Y1

2 2 2
- 2FY3FEX2FY2HFXL - 2*Y3FX2FXL*YL 4+ 2*FY3*Y2*X1 - X2 *Y1 4+ 2*X2*Y2*

2 2

X1*Y1l - Y2 *X1 )

2 2 2
2*( - X3*Y3*Y2 + X3*Y3*Y1 + X3*Y2 - X3*Y2*Y1l + Y3 *X2 - Y3 *YI1 -

2
Y3*XX2*Y2 - Y3*X2*Y1 + 2*Y3*Y2*X1 + X2*Y2*Y1l - Y2 *X1)

2 2 2
2*(X3*Y3*Y2 - X3*Y3*Y1l - X3*Y2*Y1l + X2*Y1 - Y3 *X2 + Y3 *X1 + 2*Y3

2
AX2*YL - ¥Y3*Y2*X1 - Y3*X1*Y1 - X2*Y1 4+ Y2*X1*Y1)

2 2
2* (- X3*Y2 4+ 2FX3FY2*Y1 - X3*Y1 4+ Y3*X2*Y2 - Y3*X2*Y1 - Y3*Y2*X1

2 2
+ Y3FX1I*YL - X2*Y2*Y1 + X2*Y1 4+ Y2 *X1 - Y2*X1*Y1l)

2 2
X3 *Y2 - X3 *Y1 - X3*Y3*X2 + X3*Y3*X1 - X3*X2*Y2 + 2*X3*X2*Y1l - X3*

2 2
Y2*X1 4+ Y3*X2 - Y3*X2*X1 - X2 *Y1 + X2*Y2*X1

2 2 2
- X3FY3FYZ2 + X3FY3IFYL + X3*Y2Z2 - X3*Y2*Y1 + Y3 *X2 - Y3 *X1 - Y3*

2
X2*Y2 - Y3*X2*Y1 + 2*Y3*Y2*X1 + X2*Y2*Y1l - Y2 *X1

2 2
- X3 *Y2 + X3 *Y1 4+ X3*Y3*X2 - X3*Y3*X1 - X3*X2*Y1 + 2*X3*Y2*X1 -

2 2
X3*X1*Y1 - Y3*X2*X1 + Y3*X1 + X2*X1*Y1l - Y2*X1

2 3 2
X3*Y3*Y2 - X3*Y3*Y1l - X3*Y2*Y1l + X3*Y1 - Y3 *X2 + Y3 *X1 + 2*Y3*X2

2
*Y1 - Y3*Y2*X1 - Y3*X1*Y1l - X2*Y1 + Y2*X1*Yl1

2
X3*X2*Y2 - X3*X2* Y1 - X3*Y2*X1 + X3*X1*Y1l - Y3*X2 + 2*Y3*X2*X1 -

2 2 2
Y3*X1 4+ X2 *Y1 - X2*Y2*X1 - X2*X1*Y1l + Y2*X1

2 2
- X3*Y2 A4 2FX3*Y2*FYD - X3*YL 4 ¥Y3*FX2*YZ2 - Y3*X2*Y1 - Y3*Y2*X1 +

2 2
Y3*X1*Y1 - X1*Y2*Y1 + X2*Y1 + Y2 *X1 - Y2*X1*Y1

0
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(3.

(3

(3

(3.

(3.

(4.

(4.

(4.

(5.

(5

.3)

.4)

.2)

.3)

1)

.2)

.3)

2 2
2% (X3 *Y2 - X3 *Y1 - X3*Y3*X2 + X3*Y3*X1 - X3*X2*Y2 + 2*X3*X2*Y1l -

2 2
X3*Y2*X1 + Y3*X2 - Y3*X2*X1 - X2 *Y1 + X2*Y2*X1)
0
2 2
2*( - X3 *Y2 4+ X3 *Y1 + X3*Y3*X2 - X3*Y3*X1 - X3*X2*Y1 + 2*X3*Y2*X1
2 2
- X3FXI*FYL - Y3*X2*FX1 + Y3*X1 + X2*X1*Y1l - Y2*X1 )
0
2
2X(X3*X2*Y2 - X3*X2*Y1 - X3*Y2*X1 + X3*X1*Y1l - Y3*X2 + 2*Y3*X2*X1
2 2 2
- Y3FX1 o+ X2 *Y1 - X2*Y2*X1 - X2*X1*Y1 + Y2*X1 )
2 2
X3 *Y2 - X3 *Y1 - X3*Y3*X2 + X3*Y3*X1 - X3*X2*Y2 + 2*X3*X2*Y1l - X3*
2 2
Y2*X1 - Y3*X2 - Y3*X2*X1 - X2 *Y1 + X2*Y2*X1
2 2 2
X3*Y3*Y2 - X3*Y3* Y1l - X3*Y2 + X3*Y2*Y1l - Y3 *X2 + Y3 *X1 + Y3*xX2*
2
Y2 + Y3*X2*Y1 - 2*%Y3*Y2*X1 - X2*Y2*Y1 + Y2 *X1
2 2
- X3 Y2 4+ X3 *Y1 4+ X3*Y3*X2 - X3*Y3FXL - X3*X2*Y1 + 2*X3*Y2*X1 -
2 2
X3*X1* Y1 - Y3*X2*X1 + Y3*X1 + X2*X1*Yl - Y2*X1
2 2 2
X3*Y3*Y2 + X3*Y3*Y1l + X3*Y2*Y1l - X3*Y1l + Y3 *X2 - Y3 *X1 - 2*Y3
2
FX2*Y1 4+ Y3*Y2*X1 + Y3*X1*Y1 + X2*Y1 - Y2*X1*Y1
2
X3*X2*Y2 - X3*X2*Y1 - X3*Y2*X1 + X3*X1*Y1l - Y3*X2 + 2*Y3*X2*X1 -
2 2 2
Y3*X1 4+ X2 *Y1 - X2*Y2*X1 - X2*X1*Y1l + Y2*X1
2 2
X3*Y2 - 2*X3*Y2*Y1 + X3*Y1 - Y3*X2*Y2 + Y3*X2*Y1 + Y3*Y2*X1 - Y3~*
2 2
X1*Y1 + X2*Y2*Y1l - X2*Y1 - Y2 *X1 + Y2*X1*Y1l
2 2 2

2*( - X3 *Y2 4 X3 *Y2*Y1 + 2*X3*Y3*X2*Y2 - X3*Y3*X2*Y1 - X3*xY3*Y2*

2 2 2 2 2
X1 = X3*X2*Y2*Y1 + X3*Y2 *X1 - Y3 *X2 + Y3 *X2*X1 + Y3*X2 *Y1

- ¥Y3*FX2*Y2*X1)

2 2 2
2* (X3 *Y2*Y1 - X3 *Y1 - X3*Y3*X2*Y1 - X3*Y3*Y2*X1 + 2*X3*Y3*X1*Y1

2 2 2 2
+ X3*X2*Y1 - X3*Y2*X1*Y1 + Y3 *X2*X1 - Y3 *X1 - Y3*X2*X1*Yl

2
+ Y3*Y2*X1 )
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(6.

.4)

.5)

.6)
1)

.2)

.3)

.4)

5)

0
2 2 2
2x (- X3*FX2*Y2*Y1 + X3*X2*Y1 + X3*Y2 *X1 - X3*Y2*X1*Y1l + Y3*X2 *V1
2 2 2
S Y3FX2XY2XXT - Y3FX2*X1I*YD 4+ Y3*Y2*xX1 - X2 *Y1 + 2*X2*Y2*X1*
2 2
Y1 - vz *X1 )

0
0

2 2 2
2*( - X3 *Y2 o+ X3 *Y2*Y1 + 2*X3*FY3IFX2*Y2 - X3*FY3I*X2*Y1 - X3*Y3*Y2x

2 2 2 2 2
X1 - X3*X2*Y2*Y1 + X3*Y2 *X1 - Y3 *X2 + Y3 *X2*X1 + Y3*X2 *Y1

- Y3*X2*Y2*X1)

2 2 2
2% (X3 *Y2*Y1 - X3 *Y1 - X3*Y3*X2*Y1 - X3*Y3*Y2*X1 + 2*X3*Y3*X1*Y1

2 2 2 2
+ X3*FX2*Y1 - X3*Y2xX1* Y1 + Y3 *X2*X1 - Y3 *X1 - Y3*X2*X1*Y1l

2
+ Y3*Y2*X1 )

2 2 2
2* (- X3*FX2*Y2*Y1 + X3*X2*Y1l + X3*Y2 *X1 - X3*Y2*X1*Y1l + Y3*X2 *V1

2 2 2
S Y3FX2FY2XXD - Y3FXZ2AXLI*YL 4+ Y3*Y2*X1 - X2 *Y1 4+ 2*FX2*Y2*X1*

2 2
Yl - Y2 *X1 )
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Anhang 2

3
ti3 b3
1 -
tyo
cos?ty,  sin2ty;,  sinty,
X, = cos?t,y;  Ssin2t,;  sint,s
cos?ty;  sin2tys  sinftys
kin kg Kis
x = L k k k
1 Det 21 22 23 s
ks1 ka2 Ks3
die folgenden Terme stehen:

wobei die Symbole

Det, kjj fir
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2 2 2 2

DET = - SIN(2*T13)*SIN(T23) *COS(T12) + SIN(2*T13)*C0S(T23) *SIN(TI12) + SIN
2 2 2 2
(2*T23)*SIN(T13) *COS(T12) - SIN(2*T23)*CO0S(T13) *SIN(T12) - SIN(2*T12
2 2 2 2

J*SIN(TI3) *COS(T23) + SIN(2*T12)*COS(T13) *SIN(T23)

2 2
- SIN(2*T13)*SIN(T23) + SIN(2*T23)*Sin(T13)

K (1.1) =
2 2
K (1.2) = SIN(2*T13)*SIN(T12) - SIN(2*T12)*SIN(T13)
2 2
K (1.3) = - SIN(2*T23)*SIN(T12) + SIN(2*T12)*SIN(TZ23)
2 2 2 2
K (2.1) = - SIN(T13) *C0S(T23) + COS(TI13) *SIN(TZ23)
2 2 2 2
K (2.2) = SIN(T13) *C0S(T12) - COS(T13) *SIN(T23)
2 2 2 2
K (2.3) = - SIN(T23) *CO0S(T12) + COS(T23) *SIN(TI12)
2 2
K (3.1) = SIN(2*T13)*C0S(T23) - SIN(2*T23)*C0S(T13)
2 2
K (3.2) = - SIN(2*T13)*C0S(T12) + SIN(2*T12)*C0S(T13)
2 2

K (3.3) = SIN(2*T23)*C0S(T12) - SIN(2*T12)*C0S(T23)

149



Anhang 3

1
(STH Ztlg -sin 2t13)

cos 2ty, - cos 2tz

j(g = i
Co0s 2ty3 - cos 2ty E(sin2t13751n2tgg
. 1 K1 SP
= — ,
D
ke ke

wobei die Symbole Det, ky; flr die folgenden Terme stehen:

DET = ( - COS(2*T13)*SIN(2*T12) + COS(2*T13)*SIN(2*T32) + COS(2*T12)*SIN(2*T13
) - COS(2*T12)*SIN(2*T32) - SIN(2*T13)*C0S(2*T32) + SIN(2*T12)*COS(2*
T32))/2

K (1.1) = (SIN(2*T13) - SIN(2*T32))/2
K (1.2) = (SIN(2*T13) - SIN(2*T12))/2
K (2.1) = - CO0S(2*T13) + CO0S(2*T32)
K (2.2) = - C0S(2*T13) + CO0S(2*T12)
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BIVARIATE POLYNOME ZUR GENAHERTEN BESTIMMUNG VON
UTM-KOORDINATEN (EUROPA-DATUM 1950) AUS
GAUSS-KRUGER-KOORDINATEN (POTSDAM-DATUM)

von Klaus KRACK und Albert SCHODLBAUER

SUMMARY

The transformation of Gauss-Kriiger-coordinates (Deutsches Hauptdreiecks-
netz, Potsdam datum) into UTM-50-coordinates (Europdisches Dreiecksnetz
1950, European datum 1950) is generally performed by means of meshwise
affine transformations. This procedure requires the coordinates of all con-
trol points of both primary networks. For an approximate solution a closed
system of two bivariate fifth-order-polynomials is proposed. The obtained
accuracy with maximum deficiencies of 35 cm is sufficient for many tasks.

ZUSAMMENFASSUNG

Anstelle der maschenweisen affinen Umformung der GauB-Krilger-Koordinaten
(Deutsches Hauptdreiecksnetz, Potsdam-Datum) in UTM-50-Koordinaten (Euro-
pdisches Dreiecksnetz 1950, Europa-Datum 1950), die die Kenntnis der Koordi-
naten aller Festpunkte der zugeordneten Grundlagennetze voraussetzt, wird
als Ndaherungsldsung ein geschlossenes System von zwei bivariaten Polynomen
fiinfter Ordnung angegeben. Die Abweichungen erreichen Maximalwerte von

35 cm, was fir zahlreiche Aufgabenstellungen ausreicht.
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1. EINFUHRUNG

Entgegen allen Vereinheitlichungsbemiihungen sind im Bereich der Bundesrepu-
bTik Deutschland immer noch mehrere Koordinatensysteme nebeneinander in Ge-
brauch, die - mehr oder weniger unabhdngig voneinander - die Lage der Punk-
te des landesweiten geoddtischen Festpunktfeldes beschreiben. An Systemen,
die bei praktischen Vermessungen, insbesondere im amtlichen Vermessungswe-
sen eine Rolle spielen, sind hier die "alten" Koordinatensysteme der frihen
deutschen Landesvermessungen, das GauB-Kriiger-System (Potsdam-Datum) und
das UTM-System 50 (Europa-Datum 1950) zu nennen. Die Systeme stitzen sich
Jeweils auf verschiedene Bezugsfldchen und auf spezifisch zugeordnete
Grundlagennetze, denen unterschiedliche Ausgleichungsmodelle und zum Teil

unterschiedliche Beobachtungsdaten zugrunde liegen.

Das GauB-Krlger-System ist mit Datum Potsdam (Datum Rauenberg) dem Deut-
schen Hauptdreiecksnetz (DHDN) und dem Bessel-Ellipsoid zugeordnet (APEL,
1975; WOLF, 1981), das UTM-System 50 mit Europa-Datum 1950 dem aus dem Zen-
traleuropdischen Netz (ZEN) entwickelten Europdischen Dreiecksnetz 1950
(DEN 50) bzw. dem Internationalen Ellipsoid (WOLF, 1975, 1981; KOBOLD, 1976).

(Die Begriffe GauB-Kriger- und UTM-50-System, die im folgenden noch mehrfach
benutzt werden, kennzeichnen - wie man erkennt - im hier gegebenen Zusam-

menhang nicht nur und nicht so sehr die Art der Abbildung des Bezugsellip-
soids in die Abbildungsebene, sondern darlber hinaus und vor allem die zu-
grundeliegenden Dreiecksnetze und ihre Verkniipfungen mit den jeweiligen Be-

zugsellipsoiden.)

Wdhrend die alten Systeme mehr und mehr an Bedeutung verlieren, werden sich
das GauB-Kriger- und das UTM-50-System auch in der ndchsten Zukunft konkur-
rierend gegeniiberstehen. (Die Konkurrenz dreier Systeme mit den verschiede-
nen Entwicklungsstufen des Réseau Européen Trigonométrique - RETrig - hat
vorldaufig rein wissenschaftlichen Charakter, da die aus der RETrig flieBen-
den Koordinaten nicht als Gebrauchskoordinaten genutzt werden.) Nutzer des
GauB-Krilger-Systems sind in erster Linie zivile Stellen, vor allem die
Dienststellen der Vermessungsverwaltungen der Ldnder der Bundesrepublik
Deutschland. Der Schwerpunkt der Nutzung des UTM-50-Systems liegt bei den

Streitkrdaften der NATO, in jlngerer Zeit mehren sich aber auch fir dieses
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System die zivilen Anwendungen, insbesondere bei grenziberschreitenden Pro-
jekten, z.B. im Rahmen der ibernationalen Raumplanung, die mehr und mehr an
Bedeutung gewinnt. Dabei sind Wirtschaftsdaten, soziodkonomische und sozio-
dkologische Daten sowie Umweltdaten, die aufgrund statistischer Erhebungen,
Messungen vor Ort und Satellitenaufnahmen anfallen, mit dem durch die Koor-
dinaten beschriebenen "Raum" (GroBraum) zu verknilpfen.

Im GauB-Kriger-System ist das gesamte, in der Bundesrepublik Tiegende amt-
lTiche Lagefestpunktfeld beschrieben, von den trigonometrischen Punkten des
DHDN {ber alle Netzhierarchien bis hin zu den Punkten des Aufnahmenetzes
und des Katasterfestpunktfeldes. Dagegen ist im UTM-50-System nur eine Teil-
menge dieser Punkte nach Koordinaten erfaBt, wobei gegeniiber dem GauB-Kri-
ger-System grundlegende Unterschiede in der Art und Weise der Koordinaten-
berechnung bestehen. Diese erfolgte und erfolgt im GauB-Kriiger-System, aus-
gehend von den Koordinaten des DHDN, unter Nutzung aller verfiigbarer MeBda-
ten im Wege der Punkteinschaltung in mehreren Hierarchien (Einzelpunkt-
oder Mehrpunkteinschaltung nach vermittelnden Beobachtungen, Polygonierung,
Orthogonal- und Polaraufnahme, photogrammetrische Aufnahmeverfahren), im
UTM-50-System stiitzt sich nur das Grundlagennetz, das EDN 50, auf origindre
MeBdaten, die Koordinaten aller lbrigen Netzpunkte wurden und werden durch
maschenweise Umbildung im Wege der Affintransformation aus dem GauB-Kriiger-
System abgeleitet (SCHODLBAUER, 1982, S. 258-271); sie k&nnen insofern nur
als Ndherungskoordinaten betrachtet werden. Der Grund fiir die unterschied-
lTiche Sachbehandlung liegt in den Zugriffsmdglichkeiten auf die urspringli-
chen MeBdaten und in der Bedarfslage der Nutzer begriindet: Bei den Haupt-
nutzern des GauB-Kriger-Systems, den Dienststellen der Vermessungsverwal-
tung, der Trend zum Kordinatenkataster, in dem im Laufe der Entwicklung
Jjeder Grenzstein und jeder topographische Gegenstand durch Koordinaten ho-
her Genauigkeit festgehalten werden soll, auf der Seite der Nutzer des
UTM-50-Systems aufgabenbedingte Beschrankung auf ein verhdltnismdBig grobes
Punktraster, das im wesentlichen durch die Trigonometrischen Punkte gebil-
det wird, mit im Ubrigen geringeren Genauigkeitsansprichen. Mittlerweile
wird auch im UTM-50-System fir verschiedene neue Aufgaben eine wesentlich

hohere Punktdichte angestrebt.

2. AFFINTRANSFORMATION

Bei der bereits erwdhnten maschenweisen Umbildung im Wege der Affintransfor-

mation werden die im GauB-Kriiger-System beschriebenen Maschen des DHDN auf
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die Maschen des EDN 50 abgebildet, wobei die Zuordnung iber die in der Na-
tur identischen Mascheneckpunkte erfolgt. Die affine Transformation ist
eine lineare Transformation, mit der eine Ebene in eine andere abgebildet
werden kann, wobei Punkte wieder als Punkte, gerade Linien und parallele
Geraden als parallele Geraden dargestellt werden und die auf (geraden)

Strecken bestehenden Streckenverhdltnisse erhalten bleiben.

Mit den Koordinatenbezeichnungen

R = Rechtswert . )
im GauB-Kriiger-System

H = Hochwert

und

m
Il

Easting
} im UTM-50-System

Northing

=
Il

Tauten die Transformationsformeln flr eine bestimmte Dreiecksmasche, etwa

jene mit der laufenden Maschen-Nummer k

Ev = an-Retag-He+as

Ny

Dy R +boy + Hi + b3y

Die einzelne Transformation ist - wie man erkennt - bei ajx-byy -
as by = 0 durch sechs Transformationsparameter ajy, as, azk, b1k, Doy
Py umkehrbar eindeutig bestimmt. Mit ihr 148t sich ein vorgegebenes Drei-

eck in ein beliebiges anderes lberfiihren.

Diese Eigenschaft der Affintransformation 148t sich nutzen, um - wie be-
reits erwdhnt - die Dreiecke des DHDN und die von den Dreiecksmaschen um-
schlossenen Ausschnitte des Festpunktfeldes auf der einen Seite und die
Dreiecke des EDN 50, die sich aufgrund der geschilderten Unterschiede in
den geoddtischen Grundlagen im GauB-Kriger- und im UTM-50-System in gering-
fligig unterschiedlicher Form und GroBe darstellen, auf der anderen Seite,
aufeinander zu beziehen (SCHODLBAUER, 1982, S. 258-271).

Die Auswertung der Formeln (1) fir beliebige in der Bundesrepublik Tiegende

Punkte setzt die Kenntnis der GauB-Kriger- und der UTM-50-Koordinaten aller
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identischen Festpunkte des DHDN und des EDN 50 voraus, was die Bereitstel-

Tung umfangreicher Koordinatenverzeichnisse des Ausgangspunkte erfordert.

3. TRANSFORMATION DURCH BIVARIATE POLYNOME

Im folgenden wird ein auf Polynome mit zwei

schlossenes Formelsystem entwickelt, das unabhdngig von der Kenntnis der

Verdnderlichen aufgebautes ge-

Koordinaten des DHDN und des EDN 50 die Umformung von GauB-Kriiger- in UTM-50-

Koordinaten fiir ein ganzes Meridianstreifensystem in einem GuB bewirkt, wo-

bei gewisse GenauigkeitseinbuBen von vorneherein hingenommen werden.

Diese

Einschrdnkung ist jedoch fir zahlreiche Anwendungen mit Genauigkeitsanspri-

chen oft nur im Meter-Bereich ohne Belang,

bildung nur die Qualitdt einer Ndherungsldsung zugesprochen werden kann.

Der L6sungsansatz Tautet:
m m

AE = Z Zaij-ARi-AHj

i=0 j=0

AN = ZO JZWObUAR]'-AHJ

i=

mit i+j<m.

Er stellt eine Beziehung her zwischen den auf die jeweiligen Schwerpunkte

bezogenen Koordinatenunterschiede im GauB-Kriger-System

AR = R - R,

AH

Il
=
|
o
»

und den entsprechenden Koordinatenunterschieden im UTM-System

AE

Il
nal
I
m
1%]

AN

Il
=
1
=
1%]
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Die 2-u=(@m+1)-(m+2) Koeffizienten a;; wund by; werden nun durch Para-
meterschdatzung so bestimmt, daB die Differenzen zwischen den vorgegebenen
Koordinaten E und N der Punkte des EDN 50 und den aus den Koordinaten

R und H der Punkte des DHDN abgeleiteten, nach (2) umgeformten Koordina-
ten E und N, also die Restklaffungen E-E wund N-N (ber

Z{(E-E)ZJr(N-N)Z}:mim'mum (3)

einer plausiblen Minimumsbedingung unterworfen werden. (3) ist dabei Uber
alle in einem bestimmten Meridianstreifensystem liegenden Festpunkte der

aufeinander bezogenen Grundlagennetze zu summieren.

Uber den Grad der Entwicklung m kann mit Einschrdnkung noch oben hin zu-
ndchst frei verflgt werden. (Die Beschrdnkung ist wegen der Eigenschaft von
Polynomfunktionen geboten, bei zu vielen Stitzstellen u.U. zu "schwingen".)
Im einfachsten Fall, der flir m=0 vorliegt, werden die Koordinatensyste-
me lediglich durch Parallelverschiebung aneinander herangefihrt. m=1
steht fir eine Affintransformation nach dem von HASSE (1963) und WOLF
(1968, S. 444-446) beschriebenen Prinzip, das der Minimierungsvorschrift der
"Helmert-Transformation" folgt. Man wird die Entwicklung zweckmdBigerweise
dort abbrechen, wo der zusdtzliche Rechenaufwand, den die Erweiterung der
Polynome zwangsldufig ausldst, im Verhdltnis zum Genauigkeitsgewinn nicht
mehr sinnvoll erscheint. Kriterien fir die Glite der Anndherung sind die aus

allen Restklaffungen flieBenden

mittleren Restklaffungen

- 2
E-E
rog = =* glﬁﬁ————l— und

. /z(N-Nf

die den Grad der Anpassung des Umformungsmodells (2) an das Modell der ma-

schenweisen Affintransformation (1) beschreiben, und die

maximalen Restklaffungen
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Fmaxe = Maximalwert aus allen |E - E|

Fmaxy = Maximalwert aus allen [N - N|

Die Indizes E und N bei ry und ru,x kennzeichnen die beiden Koordinaten-

richtungen,

>
Il

Anzahl der Vergleichspunkte und

s
Il

Anzahl der Parameter a;; bzw. bj;, die mit dem Entwicklungsgrad

m Uber 2-u=Mm+1)-(m+2) zusammenhdngt.

Zu (2) inverse Polynome

m m

BR= D i -0E AN

=0 j=0

AH = Z ib%-AE"-ANJ
3=0

i=0

mit i+j<m,

die fir die Berechnung von GauB-Kriiger- aus UTM-50-Koordinaten benutzt
werden kdnnen, Tassen sich in analoger Weise finden, wenn in allen An-
sdtzen (2) bis (5) die Koordinatensysteme R, H auf der einen und E, N auf
der anderen Seite miteinander vertauscht werden. Weitere Ldsungsansdtze er-
geben sich durch den Einsatz der von GLASMACHER/KRACK (1984) angegebenen
Verfahren der Reihenumkehr, durch die (6) unmittelbar aus (2) entwickelt

werden kann.

4. KOEFFIZIENTENBESTIMMUNG

Zur Bestimmung eines konkreten Koeffizientensatzes ajj, bj; wurden alle
in der UTM-Zone 32 (9°-System mit einer Streifenbreite von 6°) liegenden
Punkte des DHDN und des EDN 50 herangezogen und gleichgewichtig in den Aus-
gleichungsalgorithmus eingebracht. Die der Beurteilung der gewonnenen Poly-

nome dienenden Ergebnisse sind in der nachfolgenden Tabelle 1 wiedergegeben.
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m u "oE "oN "max E "max N

0 1 + 50,6 m + 95,2 m 100,6 m 177,4 m
1 3 + 0,75 m + 0,68 m 2,6 m 2,1 m
2 6 + 0,20 m £ 0,19 m 0,72 m 0,84 m
3 10 + 0,13 m + 0,16 m 0,43 m 0,61 m
4 15 £+ 0,11 m £+ 0,13 m 0,34 m 0,46 m
5 21 = 0,10 m £ 0,11 m 0,29 m 0,41 m
6 28 + 0,08 m + 0,10 m 0,25 m 0,51 m

Tabelle 1

Man erkennt, daB mit steigender Ordnungszahl m des Entwicklungsgrades der
eingesetzten Polynome die mittleren Restklaffungen ry,z und roy immer klei-
ner werden. Dies entspricht dem Anpassungsverhalten und -vermdgen der Poly-

nome.

Mehr als die mittleren Restklaffungen sind flir den Anwender die maximalen
Restklaffungen ru.ceg und ruaey Vvon Bedeutung, die die Grenzen der Poly-
nomanpassung und damit eines auf diesem Wege abgeleiteten Formelsystems
erkennen lassen. Auch diese Klaffungen nehmen gendhert mit zunehmender Ord-
nungszahl m ab, erreichen dann aber bei m =5 ein Minimum. Mit Sicht auf
die maximalen Restklaffungen liefern offenbar Polynome 5. Ordnung bessere

Ergebnisse als die entsprechenden Polynome der 6. Ordnung.

Die in Tabelle 1 ausgewiesenen Zahlenwerte ergaben sich, wie bereits er-
wahnt, bei gleichgewichtiger Behandlung aller Restklaffungen im Ausglei-
chungsmodell. Untersuchungen mit verschiedenen anderen Gewichtsmodellen
zeigten, daB mit proportional zu den Restklaffungen angesetzten Gewichten
noch eine weitere Minimierung der maximalen Restklaffungen erreicht werden

kann. Flr den Entwicklungsgrad m =5 -ergibt sich dabei:
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m u roE Fon "max E "max N

5 21 + 0,10 m + 0,11 m 0,25 m 0,35 m

Tabelle 2

Die diesen Ergebnissen entsprechenden Parameter as; und by; bzw. aj; und
b% sind in die nachfolgend angegebenen Rechenformeln (7) und (8) Ubernom-

men.

5. RECHENFORMELN

Nachfolgend sind die Formeln zusammengestellt, die fir den Bereich der Bun-
desrepublik Deutschland zur Transformation von UTM-50-Koordinaten der Zone
32 (6°-12° 6.L.) in GauB-Kriiger-Koordinaten des 9°-Meridianstreifensystems

sowie fir die Umkehrung diesen Vorgangs ermittelt wurden.

Fir den Bereich 10°30'-12° 6.L. ist dabei zu beachten, daB die amtlichen
Verzeichnisse die hier einschldgigen GauB-Kriiger-Koordinaten nicht im
9°-System (Kennziffer 3), sondern im 12°-System (Kennziffer 4) ausweisen.
GauB-Kriger-Koordinaten des 12°-Systems im Bereich 10°30'-12° (Kennziffer 4,
Rechtswert R < 500 km) sind daher vor Anwendung der Formeln (7) mit Hilfe
einer Meridianstreifentransformation z.B. nach SCHODLBAUER (1982, S. 137-225)
in das 9°-System (Kennziffer 3) Uberzufiihren. Entsprechendes gilt fiir die
Weiterverarbeitung der Ergebnisse aus (8). Fallen die Punkte in den vorerwdhn-
ten Bereich, so missen die nach (8) ermittelten Koordinaten mit Hilfe einer
Meridianstreifentransformation aus dem 9°-System (Kennziffer 3) in das

12°-System (Kennziffer 4) umgesetzt werden.
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UTM-50-Koordinaten (Zone 32) aus GauB-Kriiger-Koordinaten (9°-System)

AR =R - Rg mit Rg =3 512 691,423 m

AH = H - Hg Hs = 5 658 061,458 m

AE = - 0,384 m AN = - 0,145 m

+(- 0,387247-10°3 + 1)-AR - 0,1129 -10°4 -AR

+0,7141 -10°° -A\H +(- 0,390609-1073 + 1) -A\H
- 0,1650 -10710 m-1.AR? +0,6631 10711 ml.AR?
+0,4884 10711 m'l.AR -AH - 0,2662 -10710 m"1.AR -AH
+0,9376 -10°11 m! - AH? + 0,7037 -1071¢ m! - AH?
-0,8298 -10716 m2.AR3 + 0,5943 10716 m2.AR3
+0,8897 10717 m2.ARZ-AH + 0,7967 -10716 m 2.ARZ-AH
- 0,4666 -10716 m2.AR -AH? - 0,1064 -10716 m2.AR -AH?
+ 0,5642 -10718 m2 -AH3 - 0,1210 -10°16 p2 -AH3
+0,3724 -10°22 m3.AR% - 0,4731 -10°22 m3.AR%
- 0,1514 -10°21 m 3.-AR3-AH +0,1727  -10721 m 3.AR3-AH
+ 0,2004 -10722 m 3-ARZ-AH2 - 0,6578 -10722 m 3.ARZ-AH?
- 0,5215 -10722 m 3-AR -AH3 - 0,2637 -10722 m 3-AR -AH3
+0,1679 -10722 m3 - AH4 +0,1944 -1023 m3 - AH4
+0,6216 -107¢7 m4-ARS - 0,1504 -10727 m4-ARS
- 0,3037  -10°27 m 4-AR%-AH - 0,6793 10727 m 4-AR%-AH
+ 0,1057 -107¢7 m4-AR3-AH2 - 0,1498 10727 m 4.AR3-AH?
+ 0,1993 10727 m4-ARZ-AH3 - 0,3840 -10727 m 4.ARZ-AH3
+0,1343  -10°27 m™4-AR -AH4 + 0,6315 10728 m 4.AR -AH4
+ 0,4290 -10728 m4 - AHS + 0,9029 -10728 m4 - AHS

E = Eq+AE mit Es = 512 693,746 m

N = Ng+AN Ng =5 656 440,634 m .

(7)
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GauB-Kriger-Koordinaten (9°-System) aus UTM-50-Koordinaten (Zone 32)

AE

AN =

AR

e
I

T
Il

Il
m
I
m
w

|
=

I
=

wm

Il
+
o

Rs + AR

H + AH

,384 m

,387397-10°
, 7147 <107
,1652 107
,4891  -10°
,9387  -10°
,8911  -10°
,8911  -10°
,4674 <107
,5658  -10°
,3731  -10°
,1517 107
,2008  -10°
,5225  -10
,1682 107
,6231  -10
,3045  -10°
,1060  -10
,1997 107
,1346  -10
,4299 107

22 ;-3

27 -4

'27 m'4

34+1).

10 -1
11 -1
11 -1
16 p-2.
17 -2
16 -2
18 -2
22 ;-3
21 ;-3.

22 ;-3

22 ;-3

-27 4.

27 m'4

27 m-4

28 ;-4

AE

-AE2

-AE

AE3

-AE2.

-AE

'AE4
AE3.
AE2.

-AE

AE®

-A\E4.
.AE3.
AE2.

-AE

- AN

- AN

< AN2

AN

< AN2

<AN3

AN

AN2

-AN3

< AN4

AN
AN2

AN3

- AN4

< AN®

mit ES

Ns

AH

mit RS
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512 693,746 m

5 656

+ 0,

+ 0

3512

5 658

,1130

,6638
,2666
, 7049
,5952
,7979
,1065
,1212
, 4739
,1730
,6592
,2642
,1948
,1508
,6809
,1501
, 3849
,6332

,9050

440,634

145 m

,390761-

691,423
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m

-10°

10
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-10°

-10°

-10°

-10°

-10°

-10
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6. RECHENBEISPTEL

Die folgende Tabelle weist fiir den TP "Minsing Kirche" die Ergebnisse der

Transformation nach den Formeln (7) und (8)

aus.

Zum Vergleich sind auch

die Ergebnisse einer Affintransformation nach (1) angegeben, die sich auf

die Masche des DHDN/EDN 50 "Minchen,

nediktbeuern,

Benediktenwand" beziehen.

Frauenkirche - Hohenpeissenberg - Be-

GK-Ausgangskoordinaten im 12°-System (Kennziffer 4)

R 44 52 783,94 m Upberftihrung in das 9°-System

H 53 07 417,56 m | z.B. nach SCHODLBAUER (1982, S. 137-225)
GK-Ausgangskoordinaten im 9°-System (Kennziffer 3)

R 36 77 042,16 m Rs 35 12 691,42 m AR 164 350,74 m

H 53 09 940,33 m Hs 56 58 061,46 m AH - 348 121,13 m
UTM- aus GK-Koordinaten durch Polynomtransformation (7)

E 676 978,01 m Es 512 693,75 m AE 164 284,26 m

N 53 08 454,98 m Ns 56 56 440,63 m AN - 347 985,65 m
GK- aus UTM-Koordinaten durch Polynomtransformation (8)

R 36 77 042,17 m Rs 512 691,42 m AR 164 350,75 m

H 53 09 940,33 m Hs 56 58 061,46 m AH - 348 121,13 m
Vergleichsergebnisse durch Affintransformation (1)

P4 Minchen, Fr.Ki. P, HohenpeiBenberg Ps Benediktenwand

Ry 36 91 564,20 m R, 36 50 592,78 m R 36 85 301,31 m

Hq 53 36 611,13 m H, 52 97 872,95 m Ha 52 82 371,37 m

E, 691 494,43 m E, 650 539,14 m Es 685 233,82 m

A} 53 35 115,08 m N, 52 96 392,33 m N, 52 80 896,84 m

E 676 978,06 m | Alle UTM-Koordinaten beziehen

N 53 08 454,88 m sich auf UTM-Zone 32
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STRENGE, NICHT DIFFERENTIELLE LOSUNG FUR DEN ELLIPSOIDUBERGANG
UND DIE KOORDINATEN-TRANSFORMATION NACH HELMERT IM SYSTEM DER
GEOGRAPHISCHEN KOORDINATEN

von Albert SCHODLBAUER

SUMMARY

Helmert's method for ellipsoid transition and displacement, rotation and
scale change of two dimensional horizontal geodetic networks extended on
reference ellipsoids uses the total differentials of the corresponding
transfer functions (system functions). The method yields correct results
only by applying complicated rigorous formulas of the partial derivatives
and by restricting its application to small (differential) changes of the
parameters.

The solution described in the following introduces the transfer functions
themselves. With the aid of modern computing potentials no difficulties

are rising in the evaluation of these functions to any accuracy and without
restrictions in the magnitude of changes of the parameters.

ZUSAMMENFASSUNG

Das von Helmert angegebene Verfahren fiir den Ellipsoid-Ubergang sowie zur
Verschiebung und Drehstreckung geoddtischer Lagenetze auf Bezugsellipso-
iden stitzt sich auf totale Differentiale der entsprechenden Ubertragungs-
funktionen (Stammfunktionen). Es fihrt bei ausgedehnten Netzen nur dann zu
richtigen Ergebnissen, wenn fir die auftretenden partiellen Differential-
quotienten strenge Formeln verwendet werden, deren Auswertung jedoch sehr
umstdndlich ist. Das Verfahren gilt im Ubrigen nur fir differentielle Vor-
gdnge.

Der im folgenden dargestellte neue Ldsungsweg benutzt die Ubertragungsfunk-
tionen selbst, die aufgrund der heute zu Gebote stehenden rechentechnischen
M&glichkeiten in aller Strenge ausgewertet werden kénnen. Sie Tiefern auch
bei beliebig ausgedehnten Netzen und bei beliebigen Betrdgen der Netzver-
schiebung, -drehung und -streckung genaue Ergebnisse.
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Zu den Grundaufgaben der geoddtischen Praxis zdhlt das Problem, Koordinaten
eines Punktfeldes, die durch unterschiedliche MeBdaten, Datumsvereinbarun-
gen und Ausgleichungsverfahren in zwei voneinander unabhdngigen geoddti-
schen Systemen bestimmt sind -"ungleichartige Koordinaten" -, miteinander
in Beziehung zu bringen. Die Aufgabe stellt sich bei allenthalben notwen-
digen Koordinatenvergleichen, aber auch, wenn Koordinaten des einen Systems,
des "Startsystems", in solche des anderen, des "Zielsystems", Uberfihrt wer-
den sollen, z.B. GauB-Kriiger- oder geographischen Koordinaten von Punkten,
die dem Deutschen Hauptdreiecksnetz angehdren oder daraus abgeleitet sind
(Bessel-E1lipsoid, Potsdam-Datum), in UTM- oder geographische Koordinaten
im System des Zentraleuropdischen Netzes (Internationales Ellipsoid, Euro-
pa-Datum). Aufgrund der fehlenden Verknipfung der beiden Systeme sind die
Koordinaten des einen Systems mit denen des anderen nur beschrdnkt kompati-
bel.

Die strenge LOsung der Aufgabe wiirde erfordern, die Punktverdichtung in
beiden Systemen mit identischem Datenmaterial und nach einheitlichen Aus-
gleichungsregeln nachzuvollziehen. Wegen meist fehlender Zugriffsmdglich-
keiten auf die Ursprungsdaten, aber auch wegen des Umfangs der dabei notwen-
digen Rechenarbeiten, ist dieser unter theoretischen Aspekten winschenswerte

Weg in der Regel nicht gangbar.

Vor diesem Hintergrund vermdgen Ndaherungsverfahren, mit denen ungleichartige
Koordinaten miteinander verglichen und verkniipft werden k&nnen, wertvolle

Dienste zu leijsten.

Die folgenden Betrachtungen befassen sich, wie bereits beispielhaft angedeu-
tet, mit Punktfeldern, die durch ungleichartige geographische oder GauBsche
Koordinaten auf Bezugsellipsoiden verankert sind. Es handelt sich dabei vor
allem um die nach den Verfahren der Landesvermessung entwickelten weitrdumi-
gen Lagenetze, die das betreffende Punktfeld je nach dem jeweils zugeordne-
ten Bezugsellipsoid und in Abhdngigkeit vom Datum des Koordinatensystems,

vom Beobachtungsmaterial und vom Ausgleichungsverfahren unterschiedlich mo-

dellieren und koordinatenmdBig festlegen.
Als wichtigste Ndherungsverfahren fir den Vergleich und die Verknlpfung un-

gleichartiger Koordinaten der Landesvermessung stehen die Affintransforma-
tion (SCHODLBAUER, 1982, S. 258-271) sowie verschiedene Verfahren fir "E1lip-
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soidibergang und Netzverschiebung" (JORDAN / EGGERT / KNEISSL, 1959, S. 1247-
1282) zur Verflgung. Unter der Tetztgenannten Gruppe von Transformationen,
die eine Reihe von miteinander konkurrierenden Verfahren enthdlt, ist vor
allem der Beitrag von HELMERT (1880, S. 279-296; 1893) hervorzuheben, der
Theorie und Praxis nachhaltig befruchtet hat. Auch die nachfolgenden Be-

trachtungen heben darauf ab.

Helmert denkt sich bei dem Vorgang die auf einem Bezugsellipsoid I veran-
kerten Punkte des Punktfeldes P! auf einen Zentralpunkt P) bezogen und
durch geoddtische Polarkoordinaten - Azimute Aéi, kiirzeste Verbindungsli-
nien S& - festgelegt. In einem ersten Schritt ("Ellipsoidibergang") werden
ohne Anderung der Polarkoordinaten die Ellipsoidkonstanten so gedndert, daB
die Dimension des korrespondierenden Ellipsoids II erreicht wird. Der zwei-
te Schritt ("Netzverschiebung", "Drehstreckung") beinhaltet die Verschie-
bung des Zentralpunktes mit gleichzeitiger Drehung und MaBstabsdnderung des
polaren Koordinatensystems. Beide Schritte haben Lagednderungen der Punkte
P} des Punktfeldes zur Folge, die sich bei differentieller Betrachtung wie

folgt darstellen:

08, = 0B gar OB e OB g OB g B ga OBy
R PR T 3B, P T BL, YT A, amy; "
(1)
dl = 95 e 08 e 08 g O g 9N gae 9Ny
I PR T 3B, e B YT Fa, amg, oM

Die Ausdricke sind die totalen Differentiale von Funktionen

Bi

B(a.,f.By.LosAgisSoi)

Li =L(.f.By,Lo.AgisSe0)

die die sogenannte Erste geoddtische Grundaufgabe auf Bezugsellipsoiden be-

schreiben. Die Variablen dieser Funktionen haben dabei folgende Bedeutung:
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a = groBe Halbachse

b = kleine Halbachse des Bezugsellipsoids

a-b
a

| ——

= Abplattung

B, = geographische Breite
} des Zentralpunkts P,

L, = geographische Ldnge
B; = geographische Breite
} der Feldpunkte P;

L; = geographische Ldnge

>
<.
[

Azimute der geoddtischen Linien P,P; in P,

Soi = Geoddtische Linien (Linienabschnitte) P,P;

Auf diese Variablen beziehen sich auch die Differentiale von (1), wobei
Uber dSy; = Syi-dm  eine Beziehung zwischen den Strecken Sg; und einem an

alle Strecken anzulegenden MaBstabsfaktor m hergestellt ist.

Fr die partiellen Differentialquotienten in (1) bzw. fir Differentialquo-
oB;  OB; Ol 0B; oL;
da '~ 0e?’ 0e? ' 0S,i = 0Sy;
der "ersten numerischen Exzentrizitdt"). die - wenn auch mit anderen Parame-
oB; oB; OdL; 0B;

da ' of ° of * omy; '

die Auswirkungen von differentiellen Dimensionsdnderungen des Bezugs-

tienten

(B = "reduzierte Breite", e? = Quadrat

tern - gleichwertig zu den hier benutzten Ausdriicken
oL;
omg;
ellipsoids auf die Lage der Punkte P; darlegen, hat HELMERT (1880, S. 282,

283, 285, 292, 293, 294, 295) strenge und gendherte Formeln angegeben (siehe
hierzu auch JORDAN/EGGERT/KNEISSL, 1959, S. 1253-1260), die die differentiel-

len Zusammenhdnge zwischen den unabhdngigen und den abhdngigen Verdnderli-

chen von (2) erschdpfend und in aller Strenge beschreiben. Kennzeichnet man
die beiden Uber die Differentialbezeichnungen (1) korrespondierenden Bezugs-
ellipsoide und die jeweils zugeordneten Punktkoordinaten durch die Indizes 1

und II, so lautet die Ldsung des Problems

168



mit da

I
o

df = il - !
dB, =B.'-B!

dl, = Lob- L]

dAgi = dA (= Adj - Ags)

dmg: = dm (= (Soi-S0:)/Ss1)

nach Auswertung von (1):

BIl = B! +dB;

L = Lh+dLy

Die strengen Ausdriicke von (1), insbesondere diejenigen, die den Ellipsoid-
ibergang beschreiben, waren weden ihrer komplizierten Struktur urspriinglich
kaum auswertbar und schon HELMERT (1880, S. 285, 295) hat sich mit Hilfe
sphdrischer Approximationen um Vereinfachungen bemiiht (siehe hierzu auch
JORDAN/EGGERT/KNEISSL, 1959, S. 1255, 1259), um die praktische Anwendung der
Formeln zu erleichtern. Beitrdage von HRISTOW (1942) und WELSCH (1969) auf
der Grundlage von Taylor-Entwicklungen zielten in gleiche Richtung. Alle
Vereinfachungen muBten aber mit Einschrdnkungen in der Reichweite erkauft

werden.

Heute bereitet die Auswertung der Helmertschen Formeln keine unitberwindli-
chen rechentechnischen Schwierigkeiten mehr (SCHNADELBACH, 1982). Die

Struktur des Losungsalgorithmus bleibt jedoch kompliziert.

Eine Mdglichkeit, die Aufgabe "Ellipsoidibergang, Netzverschiebung und Dreh-
streckung"™ mit einfacheren Strukturen und ohne Kenntnis des Differentialquo-
tienten in (1) zu 16sen, bieten die Funktionen (2), aus denen sie abgeleitet

sind (Stammfunktionen) in Verbindung mit ihren Umkehrfunktionen

Aoj A(asfyBosLO9Bi9L1)

Soi S(a,f,BO,LO,Biji)
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Beide Funktionsgruppen sind algorithmisch hinreichend erschlossen, entspre-
chende Algorithmen stehen in groBer Auswahl und allen Genauigkeitsanspri-
chen genitigend zur Verfiigung (SCHODLBAUER, 1981, S 18-71, 72-115). Der MWeg
tiber die Stammfunktionen hat dariiberhinaus noch den Vorzug, daB die Ldsung
nicht auf differentielle Vorgdnge beschrdnkt ist. Dieser Ldsungsweg, der

sich in drei Schritte gliedert, 188t sich wie folgt skizzieren:

Erster Schritt: Berechnung der Polarkoordinaten der Punkte P; beziiglich

eines Zentralpunktes P, auf Ellipsoid I vermittels (5)

A = A(al. 1,85, L0, B, L)
(6)
Sei = S(al, 1.8y, Ly,BYL L)

/weiter Schritt: Drehstreckung des Punktfeldes (der Punkte P%) um den Punkt
Pé, wobei die neuen Polarkoordinaten gleichzeitig als Po-

larkoordinaten des Ellipsoids II verstanden werden

Aot = Ay +da
(7)
Soi = Soi + Soi-dm .

Dritter Schritt: Neukoordinierung des Punktfeldes auf Ellipsoid II von

einem vorgegebenen Zentralpunkt P.' aus mit Hilfe von (2)

Bt =B (a8 L AL SE)
(8)

L= (et ettt A s

Nun tritt die Aufgabenstellung in der Regel nicht in der durch die Formeln
(3), (1), (4) bzw. (6), (7), (8) beschriebenen elementaren Form auf, son-
dern als Problem der "Anfelderung" oder im Zusammenhang mit einer Lotab-
weichungsausgleichung. In diesem Fall sind fir bestimmte Punkte P; des Punkt-
feldes (Verknlpfungspunkte) die auf unterschiedliche geoddtische Grundlagen
bezogenen Koordinaten Bi, LI (Startsystem) und §§I,f? (Zielsystem) vorgege-
ben. Ellipsoidibergang, Netzverschiebung und Drehstreckung, d.h. Uberfihrung
der Koordinaten B%,L% des Systems I in solche des Systems II: §§I,I? sind

dabei nach einem von HELMERT (1893) eingefiihrten Minimumsprinzip ("Helmert-
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Transformation") so vorzunehmen, daB die Restklaffungen

B; - Bi!

<
jos]
Il

—I1I
v, = L; - Lit

die bei der Transformation der Koordinaten Bi, Li in Koordinaten B!, Li’
wegen der Ungleichartigkeit der verglichenen Koordinaten zwangsldufig ver-

bleiben, der Bedingung

n
zz (vg, +cos?B;-vf ) =minimal (10)
=1

genligen. Dies kann unter Zuhilfenahme des Algorithmus der Ausgleichung nach

vermittelnden Beobachtungen iiber die "Fehlergleichungen"

_ 0B; dB + 0B; dL+ 0B; dA+ 0B; dm - 1
s T 3B, 3L, A, amg, oMol
Gewichte: 1
(11)
oL; 4B oL; dL+ oL dA+ oL, dm - 1
YL T 3B, 3L, A, amg, oML
Gewichte: cos?B;
mit den "Beobachtungen"
= B a2 s
BT 3 90T oF W
=11
dBﬁ=Bﬁ’Bi
= O e 2 gr e
LT 3 YT oF W
—11
dl_j=|_j‘|_1

und den Unbekannten (geklrzten Parametern)

dB,, dL,, dA und dm
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erfolgen. Nach Ermittlung der Unbekannten auf dem iblichen Weg Uber Normal-
gleichungen flieBen die gesuchten transformierten Koordinaten Bi', Li' der

Punkte P; aus den Gleichungen (1) und (4) ein.

Die Genauigkeit des Verfahrens wird maBgeblich von der Genauigkeit der in
(11) und (1) auftretenden Differentialquotienten bestimmt, deren exakte

Berechnung - wie bereits dargelegt - Schwierigkeiten bereitet.

Der im folgenden dargestellte neue LOsungsweg fir den Ellipsoidibergang und
die Helmert-Transformation auf Bezugsellipsoiden unterliegt dieser Ein-
schrénkung nicht. Er stitzt sich auf den in (6), (7) und (8) niedergelegten
strengen Ldsungsansatz, der analog zu (9), (10) und (11) in einen Ausglei-
chungsalgorithmus eingebaut wird. Die Im Rechenablauf in (11) bendtigten
Differentialquotienten dienen dabei nur als Hilfsmittel in einem Iterations-
prozeB, bestimmen aber - anders als bisher - nicht die Genauigkeit der Er-
gebnisse. Daher werden an ihre Genauigkeit keine hohen Anspriiche gestellt,
so daB an Stelle der (komplizierten) ellipsoidischen die (wesentlich ein-

facheren) sphdrischen Ausdricke treten kdnnen.

Der Rechengang wird - analog zur Vorgehensweise nach Helmert - durch Fest-
legung eines Zentralpunktes Pé in der Mitte des Punktfeldes vorbereitet.
Dieser Punkt lbernimmt die Funktion des Poles eines Polarkoordinatensystems.
Eine plausible Punktlage im Startsystem, also im Koordinatensystem des

E1lipsoids I. Daher ergibt sich dabei zu

n_ gl
Bl = —Wnl !
(12)
© n

Bezogen auf diesen Pol Pé werden nun im Startsystem die Polarkoordinaten
A&, St. der Punkte und die entsprechenden Gegenazimute A% nach (5) und
(6) berechnet:
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Aot = A(al, 1,8}, L5, BT, L))
Soi = S (a'. 8o, Lo BT L) (13)

Aal,f',BI,Li,Bs,Ls

3>
2
Il

Diese auf das Ellipsoid I bezogenen Polarkoordinaten (einschlieBlich der Ge-
genazimute) werden sodann mit zundchst willklrlich gewdhltem Pol, mit will-
kiirlTicher Orientierung und ohne MaBstabsdnderung auf das Ellipsoid II {ber-

tragen:

(Soi) = Sos (14)

Setzt man den Zentralpunkt (P.') des Polarkoordinatensystems auf dem E11ip-

soid II in Analogie zu (12) zundchst zu

g
B
(B$5 _ i ;‘

—I1
oL
(L(I,I) _ i ;] i

fest, so bestimmen (15) und (14) auf Ellipsoid II ein zum Startsystem analo-

ges Punktfeld, dessen geographische Koordinaten sich tber (2)/(8) zu

(811) - B (aII’fII,(Bél)’(Lél)’(Aé%),(SéI))

(L =L (aII’fII,(Bél)’(Lél)’(Aé%),(SéI))

ergeben. Der verdnderten Geometrie des Bezugsellipsoids II wird dabei durch
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die entsprechenden Ellipsoidkonstanten a'l und i Rechnung getragen.

Wegen der bei der Wahl des Zentralpunktes (Py') sowie der Orientierung und
des MaBstabes gelibten Willkiir, aber auch wegen der vorausgesetzten Ungleich-
artigkeit der Koordinatensysteme werden die Koordinaten (Bi'), (L!') nicht
mit den Bezugskoordinaten B;, L; Ubereinstimmen. Man wird zwischen diesen

vielmehr die Ausgangsklaffungen

—I1I
lg = -dBi' = -<B1~ - (B%I))
(17)

—II
1= gLl - (Lj mg)

feststellen.

Uber den Weg einer Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen kdnnen nun
aus den Ausgangsklaffungen, die formal als Beobachtungen betrachtet werden,
die Parameter des funktionalen Modells "Helmert-Transformation" abgeleitet
werden, wobei die Verbesserungen die verbleibenden Restklaffungen beschrei-

ben. Die entsprechenden Fehlergleichungen Tlauten:

0B; 0B; 0B; 0B;
11 _ i I, i 1, i S j 11 q11
Vg, Tﬂi:'dBo aLO.dLO Ao, .dA ?%ET.dm T8,
Gewichte: 1
(18)
oL; oL; oL; oL;
11 _ i I, i 1, i S j 11 q11
Vi, aBO.dBO aLO.dLO Ao, .dA ?%ET.dm 1L

Gewichte: cos?B;

Mit den unterschiedlichen Gewichten 1 und cos?B; wird dem Umstand Rechnung
getragen, daB den Winkelelementen 1g, und 1., in geographischer Breite und
Ldnge unterschiedliche LinearmaBe auf der Ellipsoidoberfldche entsprechen,

namlich = 1z R, bzw. 1, R,

Wie bereits erwdhnt, kdnnen die in (18) enthaltenen partiellen Differential-
quotienten durch ihre rein sphdrischen Ndherungen ersetzt werden, die sich
aus der Spezialisierung der Formeln von HELMERT (1880, S. 282, 283, 292, 293)
oder - unabhdngig davon - aus rein sphdrischen Betrachtungen wie folgt erge-

ben, ohne daB Fehler im Endergebnis zu befilirchten wdren:
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881 Soq’ . .
- COS—— - SiNnAyi-SinA;j, - coSAyi- cosAij, = cos(Li-Ly)
0B, Ro

881’ . Sow’ inA _ B . (|_ ’L)
8Am S1n Ro STNAj, COS by S1TN(L; o

an’ _ Soi A
amm R, COS Ay,

tanB;-sin(L;-L,)

oL; Csin(Li-Lg) - cos Ay,
aAm' SinAm

oL; Sei SinAio

OMgs Ry cos B;

mit R, = GauBscher Krimmungsradius des Bezugsellipsoids in P,.

Die gesuchten gekiirzten Parameter dB.', dLl', dA'', dm!! werden - dem Aus-
gleichungsalgorithmus entsprechend - lber die dem System (18) entsprechenden
Normalgleichungen gewonnen. Mit diesen GrdBen lassen sich die durch (14)
festgelegten Naherungswerte (BJ'), (L") fir den Zentralpunkt (Pi') und fir

die Polarkoordinaten (Ag) und (Sg) der Punkte P? verbessern.
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Bs' = (Bo')+dBy

o' = (Ls') +dLy'
(20)
Aot = (A5i)+dA"

Soi = (Soi) + (Soi)-dm!!

Die neue, und in den meisten Fdllen endgiiltige Lage der Punkte PP - ausge-
drickt im System der geographischen Koordinaten - findet man auf der Grund-

lage dieser Ergebnisse schlieBlich durch Auswertung von (8)

Bi' =B (a8 Lot AT, SHd)

(21)
1 _ 11 eI oI 11 411 (II
L= n(at et L AL set)

—I1I —I1I
Der Vergleich dieser Ergebnisse mit den Bezugskoordinaten B; , L; der Ver-
kntipfungspunkte P; entsprechend (9) ergibt - konkurrierend mit (18) - die
exakten Werte der Restklaffungen
—I1I
vgl =By - B}
(22)

—I1I
I 7. 1
Vi Li - Lj

Der AbschluB der Berechnungen an dieser Stelle ist freilich nur mdglich,
wenn die Tinearisierten Fehlergleichungen (18) in Verbindung mit den gena-
herten Differentialquotienten (19) die nichtlinearem funktionalen Zusammen-
hdnge zwischen den Ausgangsklaffungen (17) und den auf dem Weg Uber (21) er-
mittelten Restklaffungen (22) hinreichend genau beschreiben, was nur bei
kleinen Punktfeldern und kleinen (differentiellen) Betrdgen der Netzver-
schiebung, -drehung und -streckung zu erwarten und an der Identitdt der aus

(18) und aus (22) flieBenden Ergebnisse zu erkennen ist.

Bei ausgedehnten Punktfeldern und gréBeren Netzbewegungen wird diese Bedin-
gung nicht mehr erflillt sein. In diesem Fall miissen die Ergebnisse aus (21)
analog zu denen aus (16) noch als vorlaufig angesehen werden, was dazu

zwingt, (17) bis (22) mit verbesserten Ausgangswerten (Bi'), (Li') erneut zu
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durchlaufen. Die neuen Ausgangswerte Tiefern die Algorithmen (21), die da-

mit an die Stelle von (16) treten
BT (21) — (B! (16)
LHren — (ihHae

Der Vorgang ist gegebenenfalls mehrmals zu wiederholen und zwar so lange,
bis die Betrdge der gekiirzten Transformationsparameter dB.!', dLl!, datt,

dm!! "verschwinden", d.h. vorgegebene numerischen Schranken unterschreiten:
|dBI| < AdB (AdB z.B. 10°")
|[dLs"| < AdL (AdL z.B. 10°"/cosB;)
|[da"| < AdA (AdA Z.B. Ro107°" /S )

[dm!!| < Adm (Adm 7.B. RO-10'5"/(smax-p")) .

Die durch den IterationsprozeB bewirkte Konvergenz dieser Werte nach Null,
148t es zu, die Genauigkeitsanspriche an die Differentialquotienten der
Fehlergleichungen (18) niedrig zu halten. Die Ndherungswerte, die sich aus
den sphdrischen Ausdricken (19) ergeben, werden diesen Ansprichen ohne wei-
teres gerecht. Die Vernachldssigungen aufgrund der Substitution der stren-
gen ellipsoidischen Differentialquotienten durch (19) wirken sich allenfalls
auf die Konvergenz des Iterationsprozesses (ohne sie dabei zu gefdhrden oder
wesentlich zu beeintrdchtigen), nicht aber auf die Genauigkeit der Ergeb-

nisse aus, die von den strengen Beziehungen (21) bestimmt wird.
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RECHENBEISPIEL

Das folgende Rechenbeispiel stitzt sich auf sechs Punkte, die sowohl dem
Deutschen Hauptdreiecksnetz als auch dem Europdischen Dreiecksnetz 1950 an-
gehdren. Die zugeordneten Koordinaten beziehen sich demnach zum einen auf
das Bessel-Ellipsoid mit Datum Potsdam (System I), zum anderen auf das In-
ternationale Ellipsoid mit Europa-Datum 1950 (System II). Die Koordinaten-
Transformation erfolgte dabei von System I in System II, wobei zwei Itera-

tionsschritte erforderlich waren.

Die Berechnungen dienten im vorliegenden Fall nicht der Netzanalyse, sondern
allein der anschaulichen und beispielhaften Erlduterung des Rechenablaufs.
Diese Zielsetzung legte eine Beschrdnkung der Anzahl der Verknlpfungspunkte

auf nur sechs nahe.

Modell-Matrix "Helmerttransformation"
(berechnet aus den Elementen der Tabelle "0. Iteration")

A diag P
38 9B 38 38
I G B ¢ v I e B v !
aL, aL, aL, aL, 2
(aeo) <8Lo> <8A0i> <8moi> cosB;
1 0,998 404 0 - 0,035 626 - 0 056 136 1
0,062 066 1 0,083 258 0,053 050 | 0,452 95
2 0,999 910 0 0,008 487 - 0,052 456 1
- 0,014 875 1 - 0,078 081 - 0,012 676 | 0,450 05
3 0,999 936 0 - 0,007 125 0,000 577 1
0,013 904 1 0,000 913 0,011 317 | 0,449 18
4 0,999 059 0 0,021 368 - 0,004 215 1
- 0,052 936 1 0,075 393 - 0,043 242 | 0,401 74
5 0,999 743 0 0,014 281 0,044 963 |
- 0,030 556 1 0,075 393 - 0,024 034 | 0,354 37
6 0,999 916 0 - 0,007 377 0,065 871 1
0,016 490 1 0,113 640 0,112 779 | 0,334 74

178



Ausgangslage System

I

. B! B Ao
1 Li Lo Soi
1 47°42715,568 18" 50°52'58,152 49" 161,210 671 24 gon
12°00"48,912 54" 08°46'33,388 70" 424 620,676 m
2 47°52728,170 07" 210,879 866 56 gon
08°00"18,222 95" 339 183,910 m
3 50°55" 3,703 83" 94,309 096 99 gon
09°25"23,295 88" 45 688,309 m
4 50°40" 2,593 58" 292,426 389 20 gon
06°17721,685 12" 176 994,337 m
5 53°28%10,795 29" 381,527 652 30 gon
07°28%42,998 45" 301 162,523 m
6 54°39"48,084 01" 6,520 426 47 gon
09°26%45,217 24" 423 073,764 m
0. Iteration
dA!! dBl! (851
0 0 50°52'56,496 85"
dm’! dLl! (Lh
0 0 08°46'33,933 71"
_ (Aot) = Ass B (81") Ty, = -dBj’
1 (Se1) = Sbs [ (Lih 1, = -dL’
1 161,210 671 24 gon 47°42715,495 77" 47°42'15,640 80" 0,145 03"
424 620,676 m 12° 0747,418 95" 12°00"'47,497 58" 0,078 63"
2 210,879 866 56 gon 47°52728,012 39" 47°52'28,125 20" 0,112 81"
339 183,910 m 08° 019,052 68" 08°00'19,236 34" 0,183 66"
3 94,309 096 99 gon 50°55" 2,008 97" 50°©55' 2,030 51" 0,021 54"
45 688,309 m 09°25%23,392 44" 09°25'23,421 70" 0,029 26"
4 292,426 389 20 gon 50°40" 1,120 59" 50°40' 1,072 23" 0,048 36"
176 994,337 m 06°17723,629 93" 06°17'23,831 51" 0,201 58"
5 381,527 652 30 gon 53°28" 7,877 97" 53°28' 7,729 07" 0,148 90"
301 162,523 m 07°28%44,502 83" 07°28'44,435 17" 0,067 66"
6 6,520 426 47 gon 54°39%44,465 43" 54°©39'44,351 26" 0,114 17"
423 073,764 m 09°26"45,605 40" 09°26'45,287 80" 0,317 60"
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1. Iteration
dall dl! (8.9
0,644 11 mgon 0,006 15" 50°©52'56,503 00"
dm'! dlt (L)
1,0360-10°° - 0,025 72" 08°46'33,907 99"
. () 2y &1") 1o, = s’
1 (s6) [ (th 1, = -dlff
1 161,211 315 35 gon 47°42715,495 77" 47°42'15,452 17" 0,043 60"
424 625,075 m 12° 0%47,418 95" 12°00'47,411 72" 0,007 23"
2 210,880 gon 47°52728,012 39" 47°52'28,036 82" 0,024 43"
339 187,424 m 08¢ 019,052 68" 08°00'19,020 53" - 0,032 15"
3 94,309 741 10 gon 50°55" 2,008 97" 50°©55"' 2,022 98" 0,014 01"
45 688,782 m 09°25%23,392 44" 09°25'23,422 12" 0,029 68"
4 292,427 033 31 gon 50°40" 1,120 59" 50°40" 1,126 62" 0,006 03"
176 996,171 m 06°17"23,629 93" 06°17'23,699 33" 0,069 40"
5 381,528 296 41 gon 53°28* 7,877 97" 53°28' 7,861 25" - 0,016 72"
301 165,643 m 07°28"44,502 83" 07°28'44,515 33" 0,012 50"
6 6,521 070 58 gon 54°39%44,465 43" 54°©39'44,482 83" 0,017 40"
423 078,147 m 09°26"45,605 40" 09°26'45,526 56" 0,078 84"
2. Iteration (definitive Berechnung)
dall ngI (Bél) _ dBéI
- 0,000 50 mgon 0,000 04" 50°52'56,503 04"
dm!! dLéI (Ly) _ dLy
-1,3-1077 0,000 00" 08°46'33,907 99"
, (Aoi) = Aas B (87) =8}’ Ty, = -dB{" = vg,
1 (Set) = S T (L= 1, = -dl =y,
1 161,211 314 85 gon 47°42715,495 77" 47°42715,452 42" 0,043 35"
424 625,020 m 12° 0747,418 95" 12°00"47,411 72" 0,007 23"
2 210,880 510 17 gon 47°52728,012 39" 47°52728,036 98" 0,024 59"
339 187,380 m 08° 019,052 68" 08°00719,020 69" - 0,031 99"
3 94,309 740 60 gon 50°55* 2,008 97" 50°55" 2,023 03" 0,014 06"
45 688,776 m 09°25%23,392 44" 09°25723,427 09" 0,034 65"
4 292,427 032 81 gon 50°40" 1,120 59" 50°40" 1,126 63" 0,006 04"
176 996,148 m 06°17723,629 93" 06°17723,699 45" 0,069 52"
5 381,528 295 91 gon 53°28" 7,877 97" 53°28" 7,861 16" - 0,016 81"
301 165,604 m 07°28"44,502 83" 07°28%44,515 26" 0,012 43"
6 6,521 070 08 gon 54°39%44,465 43" 54°39%44,482 72" 0,017 29"
423 078,092 m 09°26"45,605 40" 09°26745,526 34" 0,079 06"
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UNTERSUCHUNG UND EINSATZ VON
POTENTIOMETRISCHEN WEGAUFNEHMERN
von Wilfried ELLMER

SUMMARY

Besides other Tinear transducers precision potentiometers can be employed
for the measurement of small linear displacements. The paper deals with the
special features of these potentiometers in comparison with other trans-
ducers. A series of measurements is analysed to identify advantages and
disadvantages of the former and to find the best conditions for the appli-
cation of such linear potentiometers. A practical example is given.

LUSAMMENFASSUNG

Zur kontinuierlichen Messung kleiner Wegdnderungen kdnnen neben anderen
Wegaufnehmern auch Prdzisionspotentiometer eingesetzt werden. Die Eigen-
schaften dieser Aufnehmer werden mit denen anderer Systeme verglichen. Auf-
grund von Laboruntersuchungen kdnnen wesentliche Vor- und Nachteile darge-
stellt werden, und es wird erldutert, unter welchen Bedingungen mit Poten-
tiometerwegaufnehmern optimale Ergebnisse zu erzielen sind. Der Bericht wird
durch ein Anwendungsbeispiel abgeschlossen.
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1. EINFUHRUNG

Verfolgt man die Literatur Uber geoddtische Deformationsmessungen, so fallt
auf, daB zur kontinuierlichen Messung kleiner Wegdnderungen Uberwiegend in-
duktive Wegaufnehmer eingesetzt wurden. Andere Wegaufnehmer fanden nur in
Einzelfdllen Anwendung. In der MeBtechnik, die im Bereich der Elektrotech-
nik und des Maschinenbaus sehr weit entwickelt ist, findet sich eine groBe
Auswahl von Wegaufnehmern mit sehr unterschiedlichen Eigenschaften. Es ist
wichtig, diese Eigenschaften zu kennen, um im konkreten Anwendungsfall den
glinstigsten Aufnehmertyp einsetzen zu k&nnen. Ein Vergleich dieser Charak-
teristika 148t erwarten, daB Prdzisionspotentiometer den induktiven Wegauf-
nehmern gegenitiber einige Vorteile bei der ingenieurgeoddtischen Anwendung
aufweisen. Am Institut fir Geoddsie wurden einige Potentiometer im Labor

untersucht und in der Praxis eingesetzt.

2. POTENTIOMETERWEGAUFNEHMER UND THRE BESONDEREN EIGENSCHAFTEN

2.1 Prinzipielle Wirkungsweise

Potentiometerwegaufnehmer gehdren zur Gruppe der analogen Wegaufnehmer. Bei
dieser Gruppe wird die EingangsgrdBe "Weg" auf eine kontinuierliche Aus-
gangsgrdBe abgebildet, wdhrend bei digitalen Aufnehmern einem Wertebereich
der MeBgroBe ein eindeutiger Ausgangswert (etwa eine Zahl) zugeordnet wird.
Bei Potentiometerwegaufnehmern wird die AusgangsgrdBe mit Hilfe eines ohm-
schen Widerstandes gebildet. Andere analoge Wegaufnehmer arbeiten mit den
GroBen Induktivitdt, Kapazitdt, Frequenz usw.. Ndheres dazu lese man bei
KAHMEN (1978), ROESEMANN (1976) und BOCK (1982).

Das MeBprinzip beruht auf der variablen Teilung einer Spannung entlang eines
Widerstandes. Dieser Widerstand Rs habe die Lange 1 (Abb. 1). Die Wegab-
hdngigkeit wird durch einen Schleifer realisiert, der die Leiterbahn in die

Stiicke 1, und 1, teilt. Ist der Widerstandsbelag c¢ konstant, so gilt:

R1=C'11
R2=C'12 (2-1)
RS=C']
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Ist U die Versorgungsspannung und U; die an der Strecke 1; abgegriffe-
ne Spannung, so gilt unter der Voraussetzung, daB der Spannungsteiler unbe-

lastet ist,

Ry 1
R = - (2-2)
Liegt jedoch an U; ein Verbraucher mit relativ niedrigem Widerstand an,

so ist wegen des hohen Stromes, der am Abgriff B abflieBt, die Beziehung

zwischen U; und 1; nicht Tinear.

A
T T
I Re
U B
R
5 f?
U,
\ R
o
c f c

Abb. 1 Unbelasteter Spannungsteiler

2.2 Aufbau

Ihrem duBeren Aufbau nach bestehen die Potentiometerwegaufnehmer dhnlich
wie die induktiven Wegaufnehmer (Differentialtransformatoren) aus einem
runden oder kantigen K&rper und einer Schubstange. Der MeBbereich dieser
Wegaufnehmer Tiegt etwa zwischen 12 mm und 1 m. Der Kdrper ist etwa 100 bis
200 mm Tdnger als der MeBbereich und 20 bis 35 mm dick. Die Befestigung des
Korpers am MeBobjekt erfolgt meist durch Flansche oder Schellen, wdhrend
die Schubstange an ihrem Ende gewdhnlich ein Schraubgewinde hat. Daneben
gibt es noch Ausflihrungen mit Feder und Tastspitze sowie selbsttragende

Wegaufnehmer, die mit ihren Enden an Kugelkdpfen aufzuhdngen sind.

Im inneren Aufbau unterscheidet man nach dem Material, aus dem die Wider-
standsbahn gefertigt ist, zwei Gruppen. Darlberhinaus gibt es noch eine
Mischform. Die herkdmmliche Art ist die des Drahtpotentiometers, bei dem um
einen Kern herum ein feiner Draht gewickelt ist. Anfang der 60-er Jahre be-

gann man, Prdzisionspotentiometer zu entwickeln, bei denen die Drahtwick-
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Abb. 2 Ausfilhrungsformen von Potentiometerwegaufnehmern

lung durch eine Schicht aus Leitplastik ersetzt wurde. Dabei wurden je

nach Anforderung (hohe Lebensdauer oder rauhe Umgebungsbedingungen) ver-
schiedene Techniken angewandt. In der Praxis wird meistens eine Herz-Koh-
lenstoff-Mischung auf einem Trdgerfilm verwendet. Zwischen diesen beiden
Ausfiihrungsformen steht das Hybrid-Potentiometer. Hier ist auf einer Draht-

wicklung eine Leitplastik-Schicht aufgebracht (ROESEMANN 1976, GASS 1978).

2.3 Eigenschaften im Vergleich mit anderen Wegaufnehmersystemen

Bei der Auswahl eines fiir die jeweilige MeBaufgabe geeigneten Aufnehmertyps
sind die besonderen Vor- und Nachteile gegenliber anderen Typen zu berick-

sichtigen. Dabei kdnnen folgende Kriterien in Betracht gezogen werden:

- Aufldsungsvermdgen

- MeBldnge

- Linearitdat

- Verfahrgeschwindigkeit

- Rickwirkung auf das MeBobjekt

- Stromversorgung

- MeBwerterfassung

- Umwelteinfllsse

- Empfindlichkeit gegeniliber Stdrimpulsen
- Zuverldssigkeit, Lebensdauer

- Kosten

Einige dieser Kriterien beeinflussen die Genauigkeit der MeBergebnisse. Da-

bei ist unter Genauigkeit das Zusammenwirken aller Glieder der MeBkette zu

186



verstehen, angefangen mit dem MeBgrdBenaufnehmer {ber eventuell vorhandene
Unformer bis hin zur MeBwertausgabe. Was nun das einzelne Glied der MeBket-
te betrifft, so ist es auch hier nicht eine einzelne Eigenschaft, wie z.B.
das Aufldsungsvermdgen oder die Temperaturempfindlichkeit, die die Genauig-
keit bestimmt, sondern es ist die Gesamtheit aller Einfliisse, die sich je
nach den Einsatzbedingungen eines MeBgerdtes verschieden stark auswirken.
Dementsprechend erhdlt man aus Firmenprospekten auch keine Angaben Uber die
Genauigkeit eines Gerdtes, wie dies bei geoddtischen Instrumenten iblich

ist.

2.3.1 Aufldsungsvermdgen

Was das Aufldsungsvermdégen betrifft, so muB unterschieden werden zwischen
endlicher und (zumindest theoretisch) unendlicher Aufldsung. Drahtpotentio-
meter sowie alle digital arbeitenden Aufnehmer (z.B. InkrementalmaBstdbe)
haben eine endliche Aufldsung. Sie hdngt bei Drahtpotentiometern von der
Dicke des Drahtes ab und Tiegt zwischen 2 und 100 pm. Dagegen haben Leit-
plastikpotentiometer, induktive und kapazitive MeBsysteme eine theoretisch
unendlich feine Aufldsung. Hier wird die Genauigkeit allein durch die Li-

nearitdt und durch duBere Einfliisse bestimmt.

2.3.2 MeBldnge

Potentiometerwegaufnehmer werden in sehr unterschiedlichen MeBbereichen an-
geboten. Die kleinsten gibt es fir 12,5 mm, die ldngsten Tiegen bei 1 m.

Damit liegen sie etwas {ber dem Bereich der induktiven Wegaufnehmer, die ih-
rerseits wiederum ganz kurze Wege bis unter 1 mm sehr genau erfassen konnen.
Ldngere Wege kdnnen durch optische Wegaufnehmer gemessen werden, z.B. werden
InkrementalmaBstdabe angeboten, die aus mehreren Teilstlicken zusammengesetzt

eine Ldnge von 20 m abdecken kdnnen.

2.3.3 linearitdt

Die Linearitdt eines Aufnehmers hdngt zum Teil vom MeBprinzip, zum Teil von
der Fertigungsgenauigkeit ab. Potentiometerwegaufnehmer arbeiten, soweit
der Schleiferstrom gering genug ist, theoretisch vdllig Tinear. Im Gegen-
satz dazu haben z.B. induktive Wegaufnehmer nur eine begrenzte Linearitdt,
die umso gilinstiger wird, je mehr man den MeBbereich einschrdnkt. Andere

Aufnehmer haben von ihrem MeBprinzip her eine nichtlineare Kennlinie, z.B.
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Schwingsaitenwegaufnehmer. Aber in allen Fdllen ist die Linearitdt von der
Genauigkeit, mit der ein Aufnehmer gefertigt wird, abhdngig. Die Grenze
wird bei Potentiometerwegaufnehmern mit 0,1 oder 0,2 % des MeBbereiches an-

gegeben.

2.3.4 Verfahrgeschwindigkeit

Die Verfahrgeschwindigkeit ist ein MaB dafiir, ob ein Aufnehmer fir dynami-
sche Aufgaben geeignet ist. Sie gibt an, bis zu welcher Geschwindigkeit
einwandfreie MeBergebnisse erzielt werden kdnnen. Beim Prdzisionspotentio-
meter wird sie wesentlich durch den Schleiferdruck mitbestimmt. Je fester
der Schleifer auf die Leiterbahn driickt, desto schneller kann noch gearbei-
tet werden, jedoch wird dadurch die Lebensdauer kiirzer und die MeBkrdafte
gréBer. Nach Angaben einiger Firmen liegt die Verfahrgeschwindigkeit etwa
bei 1 m/s. Andere Firmen geben an, daB Bewegungen bis zu 200 Hz bei 1 mm
oder 300 Hz bei 0,5 mm Schwingungsamplitude gemessen werden kdnnen. Damit
sind schnellere Messungen mdglich als z.B. Messungen mit Schwingsaiten-
aufnehmern, die nur quasistatische Bewegungen von einigen Hz erfassen kon-
nen. Auch optische Systeme, wie InkrementalmaBstdbe, arbeiten etwas langsa-
mer als Potentiometer. Fir noch schnellere Messungen muB auf induktive oder
kapazitive MeBsysteme zuriickgegriffen werden. Bei induktiven Aufnehmern
kann mit Geschwindigkeiten bis zu maximal einem Zehntel der Trdgerfrequenz
(bis mehrere kHz) gemessen werden (HERCEG 1976, S. 4-8).

2.3.5 Rickwirkung_auf das MeBobjekt

Vollkommen beriihrungslos arbeitende MeBsysteme beruhen auf induktiven und
kapazitiven MeBverfahren. Allerdings sind dem MeBbereich Grenzen gesetzt,
und Umwelteinflisse sind schwierig abzuschirmen. Dariiberhinaus gibt es wei-
tere, optische MeBsysteme, die mit positionsempfindlichen Dioden oder Dio-
denfeldern arbeiten. VerhdltnismdBig reibungsarm sind auch Spulen mit Eisen-

kern und entsprechend gebaute Kondensatoren.

Die meisten der lbrigen MeBsysteme verlangen dagegen relativ hohe Verschie-
bungskrdfte, sei es, weil sie stark abgedichtet werden missen, sei es, um
den Schleiferdruck eines Potentiometers zu Uberwinden. So werden z.B. fir
InkrementalmaBstdbe als MeBtaster 0,1 bis 4 N und als seitlich gefiihrte

LdngenmeBsysteme bis 10 N angegeben. Fir Prdzisionspotentiometer werden
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Krdfte im Bereich von 0,2 bis 2 N angenommen.

2.3.6 Stromversorgung

Die Spannungsversorgung kann einen wesentlichen EinfluB auf die Wirtschaft-
lichkeit eines MeBsystems haben. Dabei kénnen folgende Kriterien ausschlag-
gebend sein:

- Gleich- oder Wechselspannung

- frei wdhlbare oder vorgegebene Spannung

- EinfluB von Spannungsdnderungen auf das MeBsignal

- Empfindlichkeit des Systems gegen Spannungsabfall

Prdzisionspotentiometer sind in dieser Hinsicht verhdltnismdBig flexibel.
Sie kdnnen sowohl mit Gleich- als auch mit Wechselspannung betrieben wer-
den, eine feste Spannung ist nicht vorgesehen (bis etwa 10 V, teilweise
auch tber 100 V) und die gemessenen Werte dndern sich nach einem Spannungs-
ausfall nicht. Allerdings hdngt das MeBsignal bei den Ublicherweise angege-
benen Schaltungen Tinear von der Versorgungsspannung ab. Somit wird eine
stabilisierte Spannungsquelle bendtigt; doch sind auch Schaltungen denkbar,

bei denen dieser EinfluB berilicksichtigt werden kann.

Andere Systeme sind weniger flexibel. Induktive und kapazitive Aufnehmer
benttigen stets eine Versorgung mit Wechselspannung bei sonst dhnlichen
Eigenschaften. Sie werden jedoch auch mit eingebautem Oszillator und Demodu-
lTator angeboten, die wiederum den Nachteil haben, nur bei einer bestimmten
Gleichspannung, z.B. 5 V, einwandfrei zu arbeiten. Digitale Systeme haben
meist eine eingebaute Spannungsversorgung, die mit einer fest vorgegebenen
Wechselspannung (z.B. 220 V) zu speisen ist. Nachteilig kann sein, daB die-
se Systeme oft gegen Spannungsspitzen und Netzausfdlle recht empfindlich
sind. Insbesondere ist bei inkrementell arbeitenden MaBstdben der Nullpunkt

neu zu definieren.

2.3.7 MeBwerterfassung

Die Art der MeBwerterfassung hdngt von der Art des ausgegebenen Signals (di-
gital oder analog) ab. Digitale Systeme werden in der Regel mit einem
Steuergerdt angeboten, welches auch eine direkte Anzeige ermdglicht. Zur
Weiterverarbeitung oder Fernibertragung des MeBsignals steht meist ein Da-

tenausgang zur Verfiigung, an den auch Gerdte anderer Hersteller angeschlos-
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sen werden kdnnen, unter der Voraussetzung, daB die Schnittstelle einheit-

lich definiert wurde.

Die MeBsignale analoger Wegaufnehmer haben meist einen so hohen Signalpegel,
daB sie gut an einem einfachen MeBinstrument (Voltmeter o0.a.) ablesbar sind.
Das gilt auch fir Prdzisionspotentiometer, soweit dabei ein bestimmter
Schleiferstrom noch lberschritten wird. Eventuell missen geeignete Anpas-
ser zwischengeschaltet werden. Die Weiterverarbeitung von MeBwerten ist mit
Hilfe von MeBwerterfassungsanlagen méglich, soweit geeignete Eingdnge vor-

handen sind.

2.3.8 Umwelteinfllsse

Die Empfindlichkeit gegen Umwelteinfllsse aller Art ist nicht allein eine
Frage des MeBprinzips, sondern auch eine Frage der Ausfiihrung des einzelnen
Aufnehmertyps. Gerade Potentiometerwegaufnehmer werden in sehr unterschied-
licher Bauweise geliefert, auch von ein und derselben Firma. Das gilt ganz
besonders fir kapazitive Wegaufnehmer oder fir InkrementalmaBstdbe, die vom
MeBsystem her sehr empfindlich gegen Staubeinwirkung sind, jedoch bei guter

Abschirmung dahnlich zuverldssig arbeiten wie andere Aufnehmer auch.

Der wichtigste EinfluB fir alle Aufnehmer ist die Umgebungstemperatur. Im
Gegensatz zu den digitalen ist bei analogen Systemen davon nicht nur der

Aufnehmer selbst, sondern das gesamte MeBsystem betroffen.

2.3.9 FEmpfindlichkeit gegeniiber Stérimpulsen

Eine besondere Gruppe der Umwelteinflisse ist die der elektrischen Stérun-
gen. Digitale MeBsysteme haben dabei den Vorteil, daB die Signalverfdlschun-
gen in der Regel (auBer bei InkrementalmaBstdben) so deutlich wird, daB sie
als grob fehlerhaft erkennbar sind. Das gilt vor allem fir absolut arbei-
tende MeBsysteme wie schrittmotorgesteuerte MeBspindeln (ELMETER) oder co-

dierte Lineale.

Analoge Systeme sind gegen elektrische Stdrungen meistens weniger empfind-
lich, dafir ist die Verfdlschung nicht so deutlich am MeBsignal zu erken-
nen. Insbesondere kdnnen induktive und kapazitive MeBsysteme auf elektro-
magnetische Felder empfindlich reagieren. Potentiometerwegaufnehmer, insbe-

sondere Leitplastikpotentiometer, sind dagegen unempfindlich.
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2.3.10 Lebensdauer

Durch die vom MeBprinzip vorgegebene mechanische Abnutzung ist die Lebens-
dauer der Potentiometerwegaufnehmer im Gegensatz zu der von anderen Aufneh-
mern begrenzt. Sie betrdgt bei Drahtpotentiometern je nach den Umgebungsbe-
dingungen und der Dicke des Drahtes 2 bis 10 Millionen Hiibe. Hierin liegt
ein wesentlicher Vorteil der Leitplastikpotentiometer, deren Lebensdauer je
nach Ausfihrung zwischen 10 und 250 Millionen Hiben liegt. Die der Hybrid-
potentiometer liegt in ihrer GréBenordnung dazwischen. Ein weiterer, die
Lebensdauer bestimmender Faktor ist der Schleiferdruck und die Auswirkung
der Umgebung, vor allem der Temperatur. SchlieBlich kann noch die Lebens-
dauer durch fehlerhafte Bedienung in Form von elektrischer Uberlastung ein-
geschrdnkt werden. Leitplastikpotentiometer vertragen nur geringe Schlei-
ferstrome, meist nur 1 pA, weshalb sie immer als Potentiometer und nicht

als variabler Widerstand geschaltet werden.

3. LABORUNTERSUCHUNG VON POTENTIOMETERWEGAUFNEHMERN

Die erwdhnten Eigenschaften machen die Anwendung von Prdzisionspotentiome-
tern im Bereich geoddtischer Deformationsmessungen interessant. Verschiede-
ne Prdzisionspotentiometer wurden am Institut fir Geoddsie untersucht

(BRAUER 1982).

3.1 Ziele der Untersuchung

Bei einem idealen Potentiometerwegaufnehmer lautet die Kennlinie:

U=a+bx , (3-1)

wobei U die Ausgangsspannung, x der Weg und a wund b Konstante sind.
In der Praxis jedoch treffen diese Annahmen (Linearitdt und Konstanz der
Parameter) aus den oben genannten Griinden nicht immer zu. Ziel der Untersu-
chung war es dabei, herauszufinden, welche GroBen die MeBsignale am meisten
beeinflussen, wie stark dieser EinfluB im Einzelfall ist und ob es sinnvoll
ist, diesen EinfluB (z.B. durch eine nichtlineare Kennlinie) nachtrdglich

zu berilcksichtigen.
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3.2 Aufnehmer und Versuchsaufbauten

Fir die Untersuchungen standen insgesamt sechs Potentiometeraufnehmer und

zum Vergleich ein induktiver Aufnehmer zur Verfligung.

Nr. Typ MeBldange Anzahl und Art der Spuren

Potentiometer-Wegaufnehmer der Firma Penny & Giles

1 HLP 129 100 mm 1 Leitplastik-Hybrid
2 HLP 190 250 mm 2 Leitplastik-Hybrid
3 HLP 350 1000 mm 2 Leitplastik-Hybrid
4 LP 21 C/F 914,4 mm 2 Draht

Potentiometer-Wegaufnehmer der Firma Novotechnik

5 LFW 6-150.1 150 mm 1 Leitplastik-Film
6 LFW 36-900.1 900 mm 1 Leitplastik-Film

Induktiver Wegaufnehmer der Firma Collins

7 SS 109 102 mm 1 Differentialtransformator

Tab. 1 Untersuchte Wegaufnehmer

Es waren Wegaufnehmer in den Ldngen zwischen 100 und 1000 m, von denen
einer ein Drahtpotentiometer, drei Leitplastik-Hybrid-Potentiometer und
zwei Leitplastik-Film-Potentiometer waren. Der induktive Wegaufnehmer (be-
trieben mit exakt 6 V Gleichspannung) wurde zum Vergleich mit herangezogen.
Anzumerken ist noch, daB zwei Hybridpotentiometer und das Drahtpotentiome-
ter je zwei Bahnen haben, die elektrisch v611ig unabhdangig arbeiten und da-

her auch getrennt voneinander untersucht werden muBten.

Die Erfassung der MeBwerte wurde mit einer MeBwerterfassungsanlage der Fir-
ma COMPULOG durchgefiihrt. Diese Anlage ist in erster Linie fir Widerstands-
messungen konzipiert und in der Lage, die Wegaufnehmer mit einem kurzzeiti-
gen Spannungsimpuls selbst zu versorgen. Lediglich der induktive Wegaufneh-
mer muBte mit einem externen Spannungskonstanter betrieben werden. Die MeB-
werterfassungsanlage ist in Fortran IV frei programmierbar, so daB unmittel-
bar im AnschluB an die Erfassung der Messungen auch die Auswertung mdglich

ist.
Die Untersuchungen gliedern sich im wesentlichen in zwei Gruppen:

- Messungen an der Priifstrecke

- Temperaturuntersuchungen
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Die Messungen an der Prifstrecke dienen zundchst der Ermittlung der Kenn-
linie eines einzelnen Aufnehmers, dann aber auch der mehr allgemeinen Beob-
achtung einiger Eigenschaften wie Linearitdt, Hysterese, Reproduzierbarkeit
und langfristiger Anderung der Kennlinie. Fir diese Untersuchungen wurde
die Prifstrecke des Geoddtischen Instituts benutzt, deren Laser-Interfero-
meter eine Genauigkeit der Messung von besser als £ 1 pm/m zuldBt. Die Mes-
sung und Auswertung wurde mit einem Programmpaket in zwei Schritten durch-
gefihrt. Der erste Schritt, die Messung, wird interaktiv gesteuert; die MeB-
werte werden auf eine Diskette angelegt. Im zweiten Schritt, der Ausglei-
chung, werden Funktionen in Form von Polynomen oder trigonometrischen Rei-
hen als Kennlinien bestimmt. Diese liefern im Vergleich untereinander Aus-
sagen Uber das glnstigste funktionale Modell, wonach durch statistische

Tests die den MeBwerten am besten angepaBte Funktion bestimmt wird.

Fiir die Temperaturuntersuchungen stand die Klimakammer des Geoddtischen In-
stituts zur Verfiigung, in der Messungen zwischen -20°C und + 40°C durchge-
fihrt wurden. Zur Festlegung bestimmter MeBldngen wurde fir jeden Wegauf-
nehmer eine Befestigungseinrichtung eingesetzt, die fir die meisten Fdlle
drei konstante MeBpunkte vorsah. Mit der Erfassung der MeBwerte wurde
gleichzeitig die Temperatur mittels Pt-100-Temperaturaufnehmern beobachtet,
so daB die Ldngendnderung zwischen den Befestigungspunkten (Metallausdeh-

nung) sofort rechnerisch berilicksichtigt werden konnte.

Wegaufnehmer Bef?gtigungs- Allut?winium-
~pun y platte
' 2,

|
7727777777 7 7

Abb. 3 MeBaufbau in der Klimakammer

3.3 Messungen auf der Prifstrecke

Ziel der Messungen auf der Prifstrecke ist es zundchst einmal, die Kennlinie
eines jeden Wegaufnehmers zu bestimmen. Diese ist grundsdtzlich im Gesamtzu-
sammenhang Spannungsversorgung - Wegaufnehmer - Ubertragungsweg - Analog-/
Digitalwandler zu sehen und ist bei jeder Anderung dieses Zusammenhangs neu

zu bestimmen. Diese Messungen wurden einer eingehenden Analyse unterworfen,
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aus der hier einige Schlisse gezogen werden sollen:

Lineare Ausgleichung Polynome hdheren Grades

Linea-
Nr. [Vinaxl So ritat Grad [Vinaxl Sg
Lmm] [%] Lmm] (%] (%] [mm] [%] [mm] (%]

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11)
1 0.06 0.06 0.04 0.04 0.2 -

2A 0.76 0.30 0.41 0.16 0.2 2 0.40 0.16 0.17 0.07

B 0.20 0.08 0.11 0.04 0.2 -

3A 2.72 0.27 1.14 0.11 0.2 -

B 1.13 0.11 0.69 0.07 0.2 2 0.54 0.05 0.26 0.03
4A 0.74 0.08 0.26 0.03 0.2 2 0.27 0.03 0.12 0.01

B 0.37 0.04 0.12 0.01 0.2 2 0.25 0.03 0.10 0.01
5 0.05 0.03 0.02 0.01 0.1

6 0.36 0.04 0.14 0.02 0.1 3 0.27 0.03 0.11 0.01
7 0.20 0.20 0.11 0.11 0.7-1,0 3 0.10 0.10 0.04 0.04

Tab. 2 Ausgleichung der Kalibrierung

Tabelle 2 stellt einige Ergebnisse der Ausgleichung zusammen. Dabei sind die
Aufnehmer wie in Tabelle 1 numeriert. A und B Dbezeichnen die verschiede-
nen Spuren. Als erstes sind die Ergebnisse der Geradenausgleichung darge-
stellt. Dabei ist sy der mittlere Fehler der Einzelmessung absolut in mm
und im Verhdltnis zum MeBbereich angegeben. Da die Linearitdt nach Firmenan-
gabe in Spalte 6 ein MaB fir die maximale Abweichung ist, ist in den Spalten
2 und 3 die maximale Verbesserung angegeben (wieder absolut und im Verhdlt-
nis zum MeBbereich). Die Spalten 7 bis 11 enthalten die Ergebnisse der Poly-
nomausgleichungen hdheren Grades, soweit sie sich als statistisch signifi-
kant erwiesen haben.

Die Tabelle bestdtigt, daB die Genauigkeit mit kleiner werdendem MeBbereich
zunimmt. Die grdBten Abweichungen von der Geraden liegen in allen Fdllen
(auBer Nr. 2A und 3A) im Bereich der angegebenen Linearitdt, teilweise er-
heblich besser.

In einige Fdllen, vor allem bei Tangen Wegaufnehmern, beschreiben quadrati-
sche und kubische Polynome das tatsdchliche Verhalten des Instruments bes-

ser, so daB eine Berilicksichtigung solcher Polynome die MeBgenauigkeit stei-
gert. Dies gilt insbesondere fiir die Aufnehmer der Firma Penny & Giles. Bei
den Potentiometern der Firma Novotechnik fihrt die Einfihrung von Gliedern

hoherer Ordnung zu keiner Genauigkeitssteigerung, da die Kennlinie von Haus
aus ausreichend Tinear ist. Das Vergleichsinstrument, der induktive Wegauf-
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nehmer, zeigt die fir diesen Typ ausgeprdgte Kurve dritten Grades (KAHMEN
1978, S. 218). Entsprechend ist auch hier die Genauigkeit zu steigern, in-
dem Glieder hdherer Ordnung eingefiihrt werden oder der MeBbereich einge-

schrankt wird.

Nr. [by - Dby [ (by - b1) /by
[1/100 mm/digit] [%]
1 0.00047 0.10
2A 0.00020 0.02
B 0 0
3A 0.00150 0.04
B 0 0
4A 0.00184 0.06
B 0.00020 0.01

Tab. 3 Kalibrierungen vor und nach den Temperaturuntersuchungen

Um die Reproduzierbarkeit der Kennlinien zu untersuchen, wurden in Tabelle 3
die Tinearen Parameter (b; und b,) aus den Kalibrierungen vor und nach den
Temperaturuntersuchungen miteinander verglichen. Fir die Wegaufnehmer Nr. 1
bis 4 (siehe Tabelle 1) ergeben sich keine deutlichen Anderungen. Die Daten
der Aufnehmer 5 und 6 lassen keine Schliisse zu, da im Datensatz der Jjeweils
ersten Messung grdBere Fehler durch zu starke Reibungskrdfte (Hysterese)

auftraten. Erst nach der ersten Messung konnten diese Probleme behoben wer-

den, so daB keine echten Vergleichswerte vorliegen.

3.4 Messungen in der Klimakammer

Zur Untersuchung des Temperatureinflusses auf die Wegaufnehmer wurden Mes-
sungen in der Klimakammer, wie schon vorher angegeben, im Bereich von -20°C
bis 40°C durchgefiihrt. Dazu wurde Jjeder Aufnehmer an zwei bis vier fest de-
finierten Stellen in 10°C-Schritten ausgemessen und an jeder dieser Stellen
eine ausgleichende Gerade in Abhdngigkeit von der Temperatur bestimmt. Die

Ergebnisse dieser Ausgleichungen sind in Tabelle 4 dargestellt.

Unter Nr. stehen die in Tabelle 1 genannten Gerdtenummern, sSg sind die

mittleren Fehler aus Tabelle 2 zum Vergleich in 1/100 mm und 1 die Entfer-
nung zwischen dem Endpunkt der Auszugsstange und dem vorderen Befestigungs-
punkt des Wegaufnehmers in mm. Al st die ausgeglichene Differenz des MefB-

signals bei -20°C und bei 40°C, umgerechnet in Wegeinheiten (1/100 mm). Ein
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1 45 110
- 20.0 - 222 4
2 28 158 222
A + 1.9 - 7.6 1.4 17
B 17.7 23.0 18.2 11
3 51 303 555 807
A + 22.6 - 6.9 - 17.4 34.7 114
B + 3.5 13.8 - 34.6 55.4 26
4 67 319 823
A 0 - 12.8 51.0 12
B 22.3 44.7 81.3 10
5 92 157 222
+ 73.4 - 28.7 11.7 )
; 116 368 872
+ 405.7 + 264.6 - 35.3 11
7 92
27 +327.1 - 145.1 4

Tab. 4 Ausgleichung der Temperaturmessungen

positiver Wert besagt, daB am MeBwert bei hdherer Temperatur eine grdéBere

Verbesserung anzubringen ist.

Es zeigt sich, daB die MeBwerte bei grdBeren Temperaturunterschieden vom
Sollwert stark abweichen. Meist sind bei hohen Temperaturen negative Korrek-
turen anzubringen, die, auBer bei Nr. 2 und 5, umso kleiner werden, je wei-
ter der MeBfilihler ausgezogen ist. Auffallend ist, daB die Draht- und Hybrid-
potentiometer (Nr. 1 bis 4) die geringsten Korrekturen haben, wdhrend die
pbeiden Leitplastik-Film-Potentiometer (Nr. 5 und 6) wesentlich grdBere Ver-
besserungen zeigen. Der induktive Wegaufnehmer Tiegt mit seinem Wert noch-
mal um den Faktor 7 héher. Das stimmt auch mit den Angaben bei GASS (1978)

Uberein.

Natlrlich ist die Temperaturdifferenz von 60°C sehr groB, will man aber mit
den Temperaturfehlern im Bereich des mittleren Fehlers sqg bleiben, so muB
sichergestellt sein, daB die Temperaturen bei den Aufnehmern Nr. 1 bis 4 um
hochstens 10°C bis 20°C und bei den Nr. 5 und 7 um weniger als 1°C von der

Bezugstemperatur der Kalibrierung abweichen.

Vergleicht man jedoch die hier ermittelten Werte mit den Angaben der Firmen

(£ 125 ppm/°C fir die Aufnehmer Nr. 1 bis 4 und * 350 ppm/©°C fir die Nr. 5
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und 6), so liegen alle gemessenen Werte innerhalb dieser Schranken.

Ein weiterer Aspekt, der in diesem Zusammenhang von Interesse ist, ist das
zeitliche Verhalten der Wegaufnehmer bei Temperaturdnderungen. Bei stdrke-
ren Temperaturschwankungen reagieren die verschiedenen Aufnehmer unter-
schiedlich. Nur bei wenigen Gerdten folgen die MeBwerte unmittelbar den Tem-
peraturdnderungen (Nr. 1, 2A und 6). Die Signale der Aufnehmer 2B, 4A und
B zeigen zundchst flir eine gewisse Zeit eine entgegengesetzte Tendenz, bevor
sie sich Tangsam dem endgiiltigen Wert anndhern. Der Verlauf der Ubrigen Auf-
nehmersignale unterscheidet sich wiederum davon und ist eher einem langsa-
men Einschwingvorgang zu vergleichen. Aus diesen Beobachtungen ist der
SchluB zu ziehen, daB wdhrend starker und pldtzlicher Temperaturschwankun-

gen sehr prdzise Messungen nicht méglich sind.

3.5 Ergebnisse der laboruntersuchung

Die Untersuchungen zeigen deutlich, daB mit den Potentiometerwegaufnehmern
durchaus prdzise Messungen mdglich sind, die einem Vergleich mit induktiven
Wegaufnehmern gut standhalten kdnnen. Dabei sind, wie bei allen Aufnehmern,
bestimmte Anforderungen zu berilicksichtigen. Eine Voraussetzung ist zundchst
eine hohe Konstanz der Eingangsspannung, da sich diese in vollem Umfang auf
das MeBergebnis auswirkt. Die relative Genauigkeit des Aufnehmers kann nie
hoher sein als die relative Genauigkeit der Spannung. Der am schwierigsten
zu beherrschende EinfluB ist der der Temperatur. Dazu muB flr genaue Messun-
gen die Kennlinie unbedingt im Bereich der Betriebstemperatur bestimmt wer-
den; unter Umstdnden sind mehrere Kennlinien notwendig. AuBerdem ist zu be-
ricksichtigen, welche Teile der MeBkette (Aufnehmer, Kabel, A/D-Wandler)
eventuellen Temperaturschwankungen ausgesetzt sind. Weiter kénnen hochprdzi-
se Messungen die Berlicksichtigung einer nichtlinearen Kennlinie notwendig
machen, ein Umstand, der bei programmierbaren MeBwerterfassungsanlagen keine
Probleme aufwirft. SchlieBlich hat es sich bei der Untersuchung noch als be-
deutsam herausgestellt, daB wegen der teilweise hohen Reibungskrdafte auf
eine gute Befestigung der Aufnehmer geachtet werden muB, um Hystereseeffekte

ZU vermeiden.

Dabei ist es sinnvoll, zu beachten, daB Leitplastik-Hybrid-Potentiometer die
besseren Temperatureigenschaften, dafir aber oft erkennbare Nichtlinearita-

ten und geringere Lebensdauer haben.
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4. POTENTIOMETERSYSTEM ZUR MESSUNG VON BRUCKENTRAGERVERSCHIEBUNGEN

Als ein Anwendungsbeispiel soll im folgenden der Aufbau und die Funktion
eines kleinen MeBsystems dargestellt werden, welches zur Ausmessung von

Brickentrdgerverschiebungen konzipiert wurde.

4.1 Aufgabenstellung

Fir den Bau eines elektromagnetischen Schnellbahnsystems ist es notwendig,

die 25 m oder 37 m langen Beton-Fahrwegtrdger so genau auf den Stitzen zu

positionieren, daB die eigentliche Fahrwegausriistung auf ihnen mit hdchster
Prdzision justiert werden kann. Dazu wird der Trdger mit einer Genauigkeit
von £ 30 mm grob positioniert. Diese Istlage wird mit geoddtischen Methoden
eingemessen, um anzugeben, um welche Betrdge der Trdger in die Sollposition
verschoben werden muB. Vom Bedienungsstand hydraulischer Pressen aus sollte
danach die Méglichkeit bestehen, die Bewegung in Fahrbahnrichtung, quer zur

Trasse und in der Hdhe zu verfolgen.

Es war nun die Aufgabe gestellt, ein MeBsystem zu entwickeln, mit dem die
Verschiebung in Fahrbahnrichtung (x-Richtung) gemessen werden konnte. Gefor-
dert war eine Genauigkeit von £ 1 mm Uber einen MeBbereich von mindestens
100 mm. Dardberhinaus sollte in 30 m Entfernung vom MeBort (Spalt zwischen
zwei Briickentrdgern) eine Anzeige installiert werden, an der der Verschie-
bungswert kontinuierlich und direkt in einer Wegeinheit abgelesen werden

kann.

4.2 Aufbau des Systems

Wegen der Kosten, der Zuverldssigkeit und der gilnstigsten Lieferzeit wurde
zur Ldsung dieser Aufgabe auf ein Prdzisionspotentiometer als Wegaufnehmer
zuritickgegriffen. Die auch in Erwdgung gezogenen MeBsysteme mit inkremental
geteilten GlasmaBstdben wurden nicht eingesetzt, da ihr AnschluB auch mit

Verldngerungskabel eine Fernilibertragung der MeBsignale nur bis 17 m zulieB.

Der gewdhlt Wegaufnehmer ist ein Leitplastik-Hybrid-Potentiometer, der etwa
mit dem Aufnehmer Nr. 2 in Tabelle 1 verglichen werden kann, allerdings mit
nur einer Spur. Um fir den Betrieb geniligend Sicherheit zu geben, wurde ein

MeBbereich von 125 mm gewdhlt, so daB mit einer Genauigkeit von = 0,3 mm ge-
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rechnet werden konnte. Dieser Aufnehmer wurde mit einer Feder versehen und
auf einer Platte montiert, so daB er auf dem Fahrweg befestigt werden konn-
te. Auf der gegeniiberliegenden Seite wurde eine verstellbare Platte als An-

schlag angebracht (Abb. 4).

Uber ein Kabel ist der Aufnehmer mit einer Anzeigeeinheit verbunden, die
fir den Bedienungsstand der Pressen vorgesehen ist. Die Schaltung dieser An-

zeigeeinheit ist in Abbildung 5 dargestellt.

Die Speisung des Aufnehmers erfolgt Uber ein stabilisiertes Netzteil, wel-
ches eine konstante Spannung zwischen 7 und 15 Volt Tiefert. Diese Spannung
wurde auf 12,5 V eingestellt, kann aber jederzeit nachgeprift und Uber ein
Potentiometer justiert werden. Ein weiteres Potentiometer dient der Festle-
gung des Nullpunktes in der Mitte des MeBbereichs. Die Abtastung erfolgt
tber in Digitalvoltmeter, dessen Dezimalpunkt so verschoben wurde, daB

durch den MaBstab 0,1 V £ 1 mm genau der Verschiebeweg in mm angezeigt wird.

4.3 Testmessungen

Das System wurde vor seinem Einsatz umfangreichen Testmessungen unterworfen.
Diese unterscheiden sich von den in Kapitel 3 genannten vor allem dadurch,

daB hier das gesamte System mit Spannungsversorgung und Kabel untersucht und
kalibriert wurde. Im folgenden sollen einige Ergebnisse zusammengefaBt wer-

den.

Der MaBstab des Systems wird wesentlich durch die Speisespannung bestimmt.
Diese kann so genau eingestellt werden, daB keine signifikanten Verfdlschun-

gen des MaBstabs festzustellen sind.

Verb.
mm A
NP
/i >
- 60 10 60 mm
\J/ \/ Anzeige

Abb. 6 Verbesserungskurve
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Abbildung 6 zeigt eine typische Verbesserungskurve, die auch Uber andere
MeBreihen reproduzierbar ist. Auffallend ist dabei die Hysterese, die sich
bei Hin- und Riickgang aus der relativ hohen Reibung und im Verhdltnis dazu
geringem Andruck der Feder ergibt. In einer linearen Ausgleichung ergibt

sich ein mittlerer Fehler einer Anzeige von = 0,1 mm.

Bei den Temperaturuntersuchungen wurde das Anzeigegerdt teils in der Klima-
kammer und teils auBerhalb untergebracht. Dabei ist auffallend, daB die
MeBergebnisse sehr stark von der Temperatur des Anzeigegerdts abhdngen. Fir

einen Weg von 60 mm ergibt sich eine Temperaturverbesserung von £ 0,01 mm/°C.

Insgesamt erwies sich das MeBsystem als sehr zuverldssig und den Anforderun-

gen entsprechend.

5. ZUSAMMENFASSUNG

Aus diesen Erkenntnissen heraus 138t sich feststellen, daB Prdzisionspoten-
tiometer fiir ingenieurgeoddtische Anwendungen einige Vorteile gegeniiber an-
deren Wegaufnehmern haben. Als wichtig wdre zu nennen, daB sie flexibel im
MeBbereich sind, vor allem in den Bereichen, die fir Deformationsmessungen
von Bedeutung sind. Weiter ist die hohe Reproduzierbarkeit der MeBwerte zu
erwdahnen. Dariberhinaus sind sie einfach in der Handhabung und relativ un-
empfindlich gegeniliber duBeren Einflissen. Ein wichtiger Nachteil ist fir

manche Anwendungen sicher der, daB die Messung nicht berilihrungsfrei ist, da
zur Verschiebung des Gebers ein gewisser Kraftaufwand ndtig ist. Um gute Er-
gebnisse zu erzielen, ist es notwendig, systematische Fehlereinflisse der

Speisespannung, Temperatur und der Nichtlinearitdt der Kennlinie zu berilick-

sichtigen.

Bei normalem, einigermaBen sorgfaltigem Einsatz lassen sich ohne weiteres

Genauigkeiten von 0,2 % des MeBbereichs erzielen. Werden jedoch die genann-
ten Einflisse durch Abschirmung reduziert oder durch eine entsprechende Aus-
wertung berilicksichtigt und stdndig kontrolliert, 148t sich die Genauigkeit

auf 0,05 % oder besser steigern.
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AUFBAU UND FUNKTIONSWEISE VON KOMPENSATOREN IN OPTISCHEN
SEKUNDENTHEODOLITEN UND ELEKTRONISCHEN THEODOLITEN

von Axel GEIGER

SUMMARY

The principle of vertical circle compensators and their classification are
treated in this paper. Especially the principle and the function of the
compensators of the mostly used optical one-second-theodolites as well as
the electronical theodolites, including systematical drawings are described
in detail. The most important technical data are put together in a table.

LUSAMMENFASSUNG

In dem vorliegenden Beitrag wird die Wirkungsweise von Kompensatoren und
ihre Einteilung behandelt. Insbesondere wird der Aufbau und die Funktions-
weise sowohl der gebrduchlichsten optischen Sekundentheodolite als auch

der elektronischen Theodolite, jeweils mit einer Systemskizze versehen, be-
schrieben. Die wichtigsten technischen Daten sind in einer Tabelle zusam-
mengestellt.
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1. EINLEITUNG

Als Neigungskompensatoren werden im geoddtischen Instrumentenbau jene Ein-
richtungen bezeichnet, die bei automatischen Nivellieren die Ziellinienho-
rizontierung und bei Theodoliten mit automatischem Hohenindex die Index-

stabilisierung bewirken.

Die Verwendung des Begriffs "Neigungskompensator" ist in der Literatur
nicht einheitlich, da verschiedene Auffassungen dariliber bestehen, welche
Bauteile zum Neigungskompensator gehéren. Teilweise verstehen die Autoren
unter diesem Begriff nur das Kompensatorpendel, teilweise zdhlen aber auch
fernrohrfeste optische Elemente dazu. Da letztere keinen EinfluB auf die
eigentliche Kompensation haben, zdhlen hier nur das Pendel und das von die-

sem gesteuerte Element zum Neigungskompensator.

Fiir den Begriff Neigungskompensator gibt es in der Literatur mehrere Syno-
nyme: automatischer HOhenindexkompensator, automatischer Kompensator, Kom-
pensationsvorrichtung etc. 1In dieser Abhandlung wird einheitlich der Be-

griff "Kompensator" verwendet.
Der vorliegende Bericht soll einen Uberblick iber den Aufbau und die Funk-

tionsweise jener Kompensatoren vermitteln, die in den gebrduchlichsten op-

tischen Sekundentheodoliten und elektronischen Theodoliten eingebaut sind.

2. WIRKUNGSWEISE EINES KOMPENSATORS

Unter dem EinfluB der Schwerkraft bezieht der Kompensator die Ablesung am
Vertikalkreis auf die Lotrichtung am Beobachtungsort, indem er die in der
/ielebene liegende Komponente der restlichen Stehachsneigung automatisch
perlcksichtigt. Die Wirkungsweise eines Neigungskompensators wird an Abbil-

dung 1 erldutert.

Bei streng lotrechter Stehachse VV und genauer Horizontierung der Ziel-
achse ZZ des Fernrohrs steht der Index I der Ablesestelle A am Verti-
kalkreis gegeniiber. Die gemessene Zenitdistanz betrdgt 100 gon. Wird ein
Stehachsenfehler o erzeugt, weicht die Stehachse V'V' jedoch vom Lot

ab. Der Index befindet sich dann in I'. Da der Teilkreis diese Bewegung mit-

macht, gelangt A nach A', womit die Ablesung noch nicht fehlerhaft wdre.
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Abb. 1 Wirkungsweise eines Neigungskompensators

Erst die Rickdrehung der Zielachse von Z'Z' nach Z7 beim Wieder-
einstellen des Zieles bewirkt eine falsche Messung, weil dabei die dem In-
dex I' gegeniiberliegende Ablesestelle A' wieder nach A gelangt. Der am In-

dex abzulesende Wert weicht also um o von Sollablesung 100 gon ab.

Die Aufgabe eines Kompensators besteht nun darin, die Ablesestelle A so auf
den Index der Strichplatte des Ablesemikroskops zu projizieren, daB stets
die vom Neigungsfehler o befreite Ablesung A erhalten wird. Dazu sind ver-
schiedene konstruktive Mdglichkeiten entwickelt worden. Als wichtigste

seien genannt:

a) Einbau eines Kompensators in den Strahlengang des

Ablesemikroskops
b) Automatische Verschiebung des Indexstriches
c) Automatische Verschiebung des Mikroskopobjektives

d) Erfassen der Lotabweichung durch Sensoren und

rechnerische Verbesserung (elektronische Theodolite).

Bei der unter a) genannten Konstruktion wird in das Mikroskop ein Kompensa-

tor eingeschaltet (Abbildung 2), der den Abbildungsstrahlengang in der Ebe-
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ne durch D um einen Winkel B, der von der Stehachsneigung o abhdngig ist,

abknickt. Der Abbildung ist die Justierbedingung

B _a r
5 5 s n const
zU entnehmen.
Héhenkreis
Objektiy
Skalenebene
| . r Hori
I e Ty ~—~EQEEE1E~_ o—
\ //S\’.». _— M
Index{— D
(D) //////
/j:/”’
S
—_ a —

Abb. 2 Schematische Strahlengang im Ablesemikroskop

fir den Hbhenkreis

3. EINTEILUNG VON KOMPENSATOREN

Zur Korrektur der Stehachsneigung sind neben den verschiedenen Anordnungen
der Kompensatoren im Strahlengang auch fir die Kompensatoren selbst ver-

schiedene konstruktive Ldsungen entwickelt worden. Allen L&sungswegen ist
gemeinsam, daB ein Teil des Kompensators fest mit dem Instrument verbunden

ist, wdhrend ein anderes Teil beweglich ist und der Schwerkraft unterliegt.

3.1 Kompensatoren optischer Theodolite

Die allgemein in Theodoliten eingebauten Kompensatoren Tassen sich in drei

Gruppen einteilen:
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a) das freischwingende Pendel

b) Pendel mit erzwungenen Schwingungen -

auch astasiertes Pendel genannt

c) Flussigkeitskompensatoren.

Einen guten Uberblick gibt die von GRABER (1980) aufgestellte Einteilung der
Kompensatoren mit Angabe der Theodolite, die diese Kompensatoren eingebaut
haben (Abbildung 3). Besonders gekennzeichnet sind die Kompensatoren, die

im Rahmen dieser Arbeit beschrieben werden.

| [

IKnmpensatnren in Thendn]iten]

>1 <1
Einfaches Pendel Fliisigkeitskompensatoren | L{Aswsiemes Pendel L
T 1A, DEM-2A

Zielstrahldehnung | Drehung l Parallelversatz |

| | | ‘ ‘
[pend. Umenkpr"smal [pend 0hjekt1’v| |Pende]spiege1‘ Planplatte | Mikroskop ‘ | Planplatte |

TU, FT 1A K1Ra, 41494, T5 Theo 002
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Thd | 42 Th 2 Theo OL0A / 0204 T2

Abb. 3 Ubersicht der wichtigsten Kompensatorprinzipien

in Theodoliten

Die Theorie zu den Pendelkompensatoren wird ausfiihrlich in HOFMANN (1958)
behandelt.

3.2 Kompensatoren elektronischer Theodolite

Bezeichnend fir elektronische Theodolite ist die elektronische Kreisablesung.
Bei der Konstruktion dieser Instrumente gilt die Bestrebung, den Stehachsfeh-
ler dahingehend zu eliminieren, daB an den Ablesungen keinerlei Korrekturen
angebracht werden missen. Dazu werden von der Schwerkraft gesteuerte Senso-
ren verwendet. Diese Bauteile sind mit den Kompensatoren in Nivellieren und

Theodoliten vergleichbar. Sie kdonnen in Fllssigkeitssensoren und Pendelsenso-

ren eingeteilt werden.
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4. ANFORDERUNGEN AN KOMPENSATOREN

Prinzipiell kénnen alle Kompensatoren als Pendel betrachtet werden. Das
Pendel, das ein optisches Element steuert, nimmt gegeniiber einer Basis eine
pbestimmte Stellung ein, die der Jjeweiligen Basisneigung entspricht. Das
Pendel kann durch ein einfaches Pendel, ein astasiertes Pendel, eine Flis-
sigkeit oder eine Gasblase dargestellt werden. Unabhdngig von der Konstruk-

tion muB ein Kompensator verschiedene Bedingungen erfillen:

- die Kompensatorfehler missen kleiner sein als die anderen
auf die Messung wirkenden Einflisse (Zielfehler, Koinzi-

denzfehler, Kreisteilungsfehler)

- der VergrdBerungsfaktor des Pendels

o Neigung des Pendels relativ zur Basis
B Neigung der Basis relativ zur Horizontalen

n =

muB im Arbeitsbereich konstant sein

- der Nullpunkt muB zumindest fir die Dauer der Messung

konstant sein.

5. KOMPENSATORFEHLER

Die Arbeitsweise der Kompensatoren ist nicht fehlerfrei. HOFMANN (1958) und
WENZEL (1969) unterscheiden entsprechend der wichtigsten Fehlerursachen
Kompensationsfehler, Umkehrspanne, Einspielfehler mit Temperatureinfllssen.
Die Instrumentenhersteller geben nur fir den "mittleren Einspielfehler"
einen Wert an, der bei durchschnittlich £ 0,1 mgon Tiegt. Eine ausfihrli-
che Beschreibung von Kompensationsfehlern in optischen Sekundentheodoliten
und deren Bestimmung befindet sich in GEIGER (1982). Untersuchungen zur Ge-
nauigkeit der Kompensatoren in elektronischen Theodoliten gibt es bisher

nur wenige.
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6. AUFBAU UND FUNKTIONSWEISE VON KOMPENSATOREN IN OPTISCHEN
SEKUNDENTHEODOLITEN

6.1 Jenoptik Theo 010A

Beim Theo 010A ist das gesamte Mikroskop mit Ausnahme der Strichplatte und
des HBhenindex an einem federgehdngten Pendel befestigt. Der VergrdBerungs-
faktor n ist dabei < 1.

In Abb. 4 ist die Stehachse um den Winkel o gegen das Lot LL geneigt. Die
Pendelaufhdngung ist aus LL nach VV ausgewandert. Da diametrale Kreisstel-
len zusammen abgebildet werden missen, wird das Objektivsystem an dem He-
beTarm 1, durch den EinfluB der Schwerkraft um den Winkel w gedreht. Die

verbesserte Abbildung erfolgt in der Weise, daB die Teilkreisstelle A; auf

die Teilkreisstelle A, abgebildet wird.

Abb. 4 Kompensator des Jenoptik Theo 010A
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6.2 Kern DKMZ2-A

Beim Kompensator des DKMZ2-A (Abbildung 5) wird die Totalreflexion, die ein
Lichtstrahl beim Austritt aus einem optisch dichteren Medium in ein op-
tisch dinneres Medium erfdahrt, ausgenutzt. Ein Fllssigkeitsbehdlter (1) ist
instrumentenfest montiert. An seiner Bodenfldche befindet sich ein symme-
trisches, trapezfdérmiges Prisma (2). Der Brechungsindex der Fllssigkeit
(Silikond1) hat nahezu die gleiche GrdBe wie der von Glas. Bei lotrechter
Aufstellung (LL) werden die diametralen Kreisstellen A; und A, in A, abge-
pbildet. Bei einem Stehachsfehler (VV) sind die instrumentenfesten Teile um
den Winkel v geneigt. Der von A; kommende Lichtstrahl wird an der horizon-
talen Flissigkeitsoberfldche um 100 gon + 2 v nach A"y reflektiert. Das Mit-
tel aus A'; und A', Tiefert die vom Stehachsfehler befreite Ablesung. Der
Kompensator spiegelt also die diametralen Kreisstellen zusammen und elimi-
niert somit die Stehachsschiefe.

|
|
|

|
|
|
|
|
V L

Abb. 5 Kompensator des Kern DKMZ2-A
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6.3 Wild T2

Bei dem Kompensator (1) des Wild T2 (Abbildung 6) handelt es sich um ein
mechanisches Kreuzfedergelenk, das sich durch je zwei sich kreuzende Béan-
der (2) auszeichnet. Der WinkelvergrdBerungsfaktor n ist dabei < 1. Das
hdngende Pendel ist sowohl magnetisch (3) als auch Tuftgeddmpft (4). Daher
reagiert der Kompensator auf Storungen relativ unempfindlich. Das Pendel
steuert die beiden Planplatten (5) und (6). Nach der Kompensation der Steh-

achsneigung fallen die Ablesestrahlen auf die Ableseprismen (7) und (8).

/7 W - 3 A 8|/
7\ i i |7

Abb. 6 Kompensator des Wild T2
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6.4 7Zeiss Th?

Der Kompensator des Zeiss Th2 (Abb. 7) ist ein X-formiges Gelenkviereck,
das wie ein mechanisches Hebelgetriebe wirkt. Der WinkelvergroBerungsfak-
tor n ist > 1. Der Schwerpunkt der beweglichen Kompensatorteile Tiegt Ulber
dem Drehpunkt. Durch ein 1ldngs der Pendelstange verschiebbares Gewicht

kann die Schwerpunktlage und somit der VergrdBerungsfaktor reguliert wer-
den. Die gesteuerten optischen Bauelemente sind zwei planparallele Platten,
die das Bild der Kreisteilung soweit versetzen, daB eine Stehachsneigung
(VV) kompensiert wird. Der Kompensator wirkt auf beide diametrale Kreis-
stellen. Die fiktive Pendelldnge des Kompensators, berechnet aus der
Schwingungsdauer, betrdgt 1,7 m. Dadurch ist der Kompensator gegeniliber von
auBen aufgezwungenen Schwingungen weitgehend unempfindlich. Der Kompensator
ist Tuftgeddmpft. Uber einen Hebelarm wird ein Kolben in einen Zylinder
eingeflihrt. Durch die kreisférmige Bewegung des Kolbens ist seine Eindring-
tiefe in den Zylinder begrenzt. Dadurch wird der Arbeitsbereich des Kompen-

sators eingeschrankt.

Abb. 7 Kompensator des Zeiss Th?
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/. AUFBAU UND FUNKTIONSWEISE VON KOMPENSATOREN IN ELEKTRONISCHEN
THEODOLITEN

7.1 AGA Geodimeter 140

Auf eine Beschreibung des im Geodimeter 140 eingebauten Kompensators mufB
leider verzichtet werden, da vom Hersteller AGA keine exakten Angaben er-
hdaltlich waren. Vermutlich ist der Kompensator des Geodimeter 140 dhnlich
dem der Semi-Totalstation Geodimeter 120. Hier wird zur Streckenreduktion
die Zenitdistanz mit einem mechanischen Pendel als Neigungssensor durch
einen Nullabgleich ("Strapdown-Technik") bestimmt. Eine genaue Beschrei-
bung dieses Kompensators befindet sich in SCHERER (1982).

/.2 Hewlett-Packard 3820 A

Hewlett-Packard verwendet in seiner Totalstation 3820 A einen elektroopti-
schen Fllissigkeitssensor (Abb. 8). Das System arbeitet mit einem Quecksil-
berhorizont. Die Stehachsschiefe in zwei zueinander senkrechten Richtungen
wird in elektronische Signale umgewandelt. Die Quecksilberoberfldche dient
als horizontaler Spiegel fir ein Autokollimationsfernrohr mit vertikaler
Achse. Durch einen Kondensor (2) wird das Licht einer Leuchtdiode (1) auf ei-
nen Sinusschlitz (3) gebracht. Das Licht durchdringt die beiden Objektiv-
glieder, wird am Quecksilber (4) reflektiert und gelangt lber die beiden
Objektivglieder zu den Sensoren (5). Dort wird die Stehachsschiefe mit zwei
Phasenmessern bestimmt, deren Aufldsung 0,1 mgon betrdgt. Der zweite Sen-
sor liegt senkrecht zu dem in der Zeichnung dargestellten Sensor. Die Oxy-

dation des Quecksilbers wird durch eine Schicht SiTikondé1 (6) verhindert.

Der Kompensationsbereich ist auf 45 mgon beschrédnkt. Ein Uberschreiten
wird durch ein Blinkzeichen angezeigt. Mit den vom Schwerkraftsensor ge-
lieferten Werten werden in einem Rechner Zenitdistanz und Horizontalwinkel

korrigiert.
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Abb. 8 Flissigkeitskompensator Hewlett-Packard 3820 A

/.3 Kern E?

Im Gegensatz zum DKMZ2-A befindet sich der Kompensator des EZ2 nicht im Able-
sestrahlengang der Teilkreise, sondern ist ein getrenntes Bauteil (Abb. 9).
Die Kompensation beruht auf der Spiegelung an einer horizontalen Flissig-
keitsoberfldche (1). Der Lichtpunkt einer Beleuchtungsdiode (3) wird nach
der Reflektion an der Flissigkeit auf einer Photodiode (4) abgebildet.
Diese Diode funktioniert als zweidimensionaler Positionsdetektor. Trifft
der Lichtpunkt auf die Fldche des Detektors, ergeben sich an den vier seit-
lich angebrachten Elektroden Photostrdome. Da diese Photostrdme umgekehrt
proportional zum Abstand des Lichtpunktes von den Elektroden sind, kann

die Lage des Lichtpunktes koordinatenmdBig festgelegt werden. Die eine Ko-
ordinate ist ein MaB fir die Neigung des Theodolits in Zielachsrichtung,

die andere flr die Neigung in Kippachsrichtung. Die Kompensationswerte las-
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sen sich von der Ablesung trennen und kdénnen separat angezeigt werden.

Abb. 9 Kompensator des Kern EZ2

/.4 Keuffel und Esser Vectron

Beim Vectron befindet sich der elektronische Neigungsmesser (Abb. 10) in der
dem Vertikalkreis gegeniiberliegenden Fernrohrstiitze. Der Kompensator be-
steht aus einem Tuftgeddmpften Pendel, das in einem geschiitzten Gehduse
eingebaut ist. Die Richtung der Stehachse wird in Bezug auf die Schwer-
kraft digital angezeigt. Der Korrekturbereich betrdgt maximal £ 65 mgon. Der
Neigungssensor kann manuell exakt justiert werden. Die Lage des Pendels in
Bezug auf die Stehachse wird mit Hilfe eines Differentialkondensators be-
stimmt, der die MeBdaten an die Auswerteelektronik weitergibt. Mit den sich
ergebenden Neigungen werden die gemessenen Richtungen automatisch verbes-

sert.
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Pendel

Auswerte-
elektronik

Kondensator

Abb. 10 Pendelsensor des Keuffel und Esser Vectron

7.5 Wild Tachymat TCI

Beim Wild Tachymat TCl besteht der Kompensator aus einem Kreuzbandpendel
(Abb. 11), das dem im Wild T2 (siehe Abbildung 6) eingebauten entspricht.
Das Pendel ist an der dem Vertikalkreis gegeniliberliegenden Fernrohrstiitze
angebracht. Es schwingt in einer zum Fernrohr parallelen Vertikalebene und
definiert so die Lotlinie. Durch ein Abtastsystem, das aus einem kreisfdr-
migen Ausschnitt mit einer Rasterteilung besteht, wird die Lage des Pendels
relativ zum Theodoliten gemessen. Vier Photodetektoren sind so angeordnet,
daB sie vier um 100 gon verschobene Sinussignale liefern. Durch Addition
und Subtraktion entstehen dadurch vier um 50 gon gegeneinander verschobene
Signale mit acht gleichmdBig lber die Moiréperiode verteilten Nulldurchgdn-
gen. So wird der EinfluB restlicher Horizontalfehler wie bei einem aufge-
setzten Index am Vertikalkreis kompensiert. Da die Winkel- und die Sensor-
messungen erst im Rechner verknlpft werden, kann der Sensor bei Bedarf

(z.B. bei Wind oder Erschiitterungen) ausgeschaltet werden.

Ein neu auf den Markt kommender elektronischer Theodolit ist der Wild T 2000,

der einen Fllssigkeitskompensator besitzt.
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el
Abb. 11 Pendelsensor des Wild Tachymat TC1

/7.6 Zeiss Elta 2

Der im Elta 2 eingebaute Neigungskompensator ist weitgehend identisch mit
dem des optischen Theodolits Th 4. Es handelt sich um ein mechanisches
V-formiges Gelenkviereck mit Planplatte (Abb. 12), das die Kompensation der
Stehachsschiefe bewirkt. Der WinkelvergréBerungsfaktor ist > 1.

Der Schwerpunkt S der beweglichen Teile des luftgeddmpften Kompensators
liegt Uber dem Drehpunkt. Durch ein 1dngs der Pendelstange verschiebbares
Gewicht kann die Schwerpunktlage und somit der Vergr&Berungsfaktor regu-
liert werden. Das Code- und Koinzidenzbild des Vertikalkreises wird Uber
die Planplatte des Kompensators zweifach auf die Ablese- und Koinzidenz-
elektronik {bertragen. Bei einer Stehachsschiefe wird diese Abbildung ent-

sprechend der Planplattenkippung auf der Empfdngereinheit verschoben.
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Abb. 12 Kompensator des Zeiss Elta 2

8. ZUSAMMENSTELLUNG TECHNISCHER DATEN

In den folgenden Tabellen 1 und 2 sind die Kompensatorprinzipien, die Ar-
beitsbereiche sowie die mittleren Einspielfehler, getrennt nach optischen
Sekundentheodoliten und elektronischen Theodoliten, zusammengestellt. Die

Zahlenwerte sind Herstellerangaben.
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9. ZUSAMMENFASSUNG

Die zur Indexstabilisierung verwendeten Kompensatoren in Theodoliten haben
einen hohen technischen Stand erreicht und arbeiten duBerst zuverldssig
und prdzise. Die Kompensatoren erleichtern und beschleunigen die Arbeit
des Vermessungsingenieurs betrdchtlich. Sie sind zu einem unentbehrlichen

Bestandteil eines jeden Theodolits geworden.

LITERATUR

GIGER, A.: Entwicklung und Erprobung eines Prazisionsneigungstisches
zur Kalibrierung geodatischer Instrumente. Schriftenreihe des wiss.
Studiengangs Vermessungswesen der HSBw Minchen, Heft 8, Dezember 1982.

GORT, A.F.: Die Hewlett-Packard 3820A integrierte elektronische Mef3station.
VR 40/2, Mdrz 1978, S. 61-75.

GRABER, R.: Systematische Darstellung aller Verfahren zur Ziellinien- und
Indexstabilisierung. Unverdffentlichte Diplomarbeit des wiss. Studien-
gangs an der HSBw Minchen, 1980.

LEITZ, H.: Zehn Jahre elektronische Tachymetrie — Zeiss: 1968 Reg Elta 14 -
Elta 2 und Elta 4. /fV (103), Heft 9, 197/8.

MUNCH, K.H.: Der Elektronische Prazisions-Theodolit Kern E.2. Presented
Paper zum 17. FIG-KongreB 1983, Sofia, Bulgaria, Kommission 5.

SCHERER, M.: Untersuchung von DistanzmefRteil und Reduktionssensor der
Semi-Totalstation AGA Geodimeter 120. Forum Nr. 2 11/82.

SCHWENDENER, H.R.: MeRBsysteme und Registrierung des Wild Tachymat TC1.
Wild A.G., Heerbrugg, Schweiz.

220



EINIGE MODERNE VERFAHREN
ZUR KALIBRIERUNG VON NIVELLIERLATTEN

von Roland TILLE

SUMMARY

The during the last ten years developed comparator equipments for the cali-
bration of invar tape levelling rods are brought into comparison. It proves
that at present three different procedures have been applied which are
characterized as statical-visual, dynamical-analogous and dynamical-digi-
tal. The most important components of the comparators are analyzed regard-
ing their influence on the accuracy and some results obtained from compari-
son calibrations are represented. Finally the impact of calibrations on
precision levelling is shown.

LUSAMMENFASSUNG

Die im letzten Jahrzehnt neu entwickelten Komparatoreinrichtungen zur Kali-
brierung von Invarbandnivellierlatten werden gegenibergestellt. Es zeigt
sich dabei, daB derzeit drei unterschiedliche Verfahren im Einsatz sind,
die als statisch-visuell, dynamisch-analog und dynamisch-digital bezeichnet
werden. Einige wichtige Komponenten der Komparatoren werden hinsichtlich
ihres Einflusses auf die Genauigkeit analysiert, und die bei Vergleichska-
librierungen erzielten Resultate werden dargestellt. SchlieBlich wird die
Bedeutung der Kalibrierung fir das Prdzisionsnivellement aufgezeigt.
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1. EINFUHRUNG

Wahrend in der Lagevermessung heute weitgehend elektromagnetische Wellen
den MaBstab der Strecken bestimmen, wird bei der geometrischen HOhenmessung
noch ein materieller MaBstab, die Nivellierlatte, fiir die Bestimmung von
Hohenunterschieden benutzt. Die auf einem Invarband aufgetragene Strichtei-

lung verkdrpert den MaBstab der Hohenunterschiede.

Bis vor wenigen Jahren wurden die Latten ausschlieBlich mit Normalmetern
auf Komparatoren kalibriert. Als Ergebnis erhielt man ein mittleres Latten-
meter, das zur Korrektur der H&henunterschiede verwendet wurde. Da man die
Lagefehler einzelner Teilstriche des Invarbandes auf diesem Wege nicht be-
stimmen konnte, wurde unterstellt, daB ihre GroBe vernachldssigbar klein
ist.

Genauere Untersuchungen haben aber gezeigt, daB die Abweichungen der Teil-
striche von ihrer Sollage bis zu 50 pm betragen und daB bei Berilcksichti-
gung eines mittleren Lattenmeters noch individuelle Strichfehler von mehr

als 10 pm Ubrigbleiben.

Da diese Teilungsfehler systematisch wirken und dieselbe Gr&Be annehmen
kdnnen wie die Standardabweichung der Ablesung mit einem Feinnivellier mit
Planplatte, konnten diese Kalibrierverfahren nicht als befriedigend angese-

hen werden.

Um bei den HOhenbestimmungen in den Genauigkeitsbereich von 10°% bis 107° m

zu gelangen - diese Anforderungen fallen bei folgenden Beobachtungen an

- Erdkrustenbewegungen: 0,1 - 0,5 mm/a
- Fundamentsetzungen von Prdzisionsmaschinen: < 1 mm

- Hohengrundlagenetze: systematische Fehler < 0,3 mm/km -
wurden im vergangenen Jahrzehnt neue Kalibrierverfahren entwickelt.
Sind auf herkdmmliche Weise einzelne Abschnitte einer Latte stichprobenartig
visuell mit einem Meternormal verglichen worden, so werden jetzt die indi-
viduellen Fehler aller Teilstriche weitgehend automatisch mit einem Laser-

interferometer als Sekunddrnormal bestimmt. Die innere Genauigkeit ist bei

den meisten Verfahren dabei deutlich besser als 10 um.

Der Aufbau EDV-gestiitzter, automatisch ablaufender Kalibrierverfahren gelang
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zuerst beim Geoddtischen Institut der Universitdt Karlsruhe (SCHLEMMER
1975) und bei der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt in Braunschweig
(GRABE, LEBOWSKY 1979). Im deutschsprachigen Raum arbeiten heute finf wei-

tere Institute mit oder an dhnlichen Verfahren.

2. UBERSICHT UBER DIE BERUCKSICHTIGTEN KOMPARATOREN

Am hiesigen Institut wurden 1982/83 drei MaBstabsproben kompariert, die an-
schlieBend auf den Komparatoren von vier anderen Instituten untersucht wur-
den. Die Messungsergebnisse wurden analysiert und anldBlich des "Workshop
on Precise Levelling" im Mdarz 1983 in Hannover vorgestellt (HEISTER, CAS-
PARY, TILLE 1983). Die dabei erarbeitete Zusammenstellung der eingesetzten
Komparatoren wird im folgenden um die Angaben zweier weiterer Institute er-
gdnzt. Damit sind, soweit dem Autor bekannt, alle im deutschsprachigen Raum
entwickelten Komparatoren, die zur rationellen Ermittlung von Strichverbes-

serungen geeignet sind, erfaBt (siehe Tabelle 1).

In den folgenden Kapiteln werden sodann die wesentlichen Komponenten der

Komparatoren verglichen und diskutiert.

3. DAS LANGENNORMAL

Alle Institute verwenden als Ldngennormal einen stabilisierten Helium-Neon-
Laser, der sich wegen der folgenden Eigenschaften bestens bewdhrt hat
(KUNZMANN 1979).

Die Laserstrahlung kann mit optischen Bauteilen flexibel in beliebige Rich-
tungen gelenkt oder in zwei bis drei Strahlen aufgeteilt werden. Auf dem

Komparator sind daher mit einer Lichtquelle mehrere MeBachsen zu verwirkli-
chen. Die kompakte Bauweise (Laserkopfldnge ca. 300 mm), die Leistungsauf-
nahme von etwa 15 Watt und die fir das menschliche Auge unschddliche Strah-

lungsleistungen von etwa 1 mW sind weitere Vorziige fiir ein Laborgerdt.

Um aus der Laserstrahlung Ldngen interferometrisch abzuleiten, gibt es zwei
Moglichkeiten: die Uberlagerung von Wellenamplituden (Michelson-Prinzip)
und die Uberlagerung von Frequenzen (Doppler-Prinzip). Die Umsetzung der
Interferenzen in MeBwerte geschieht jeweils mit Photoempfdngern und nachge-

schalteter Verstdrker- und Zdahlelektronik.
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Institute RWTH PTB Univ.
Aachen Braunschweig Karlsruhe
Ldngennormal He-N-Laser He-N-Laser /weimoden He-N-Laser

Hersteller

Frequenzstabilitdt

Atmosphdrische
Korrektur

Laborbedingungen

Aufldsung

MeBsystem M 100
SORO METRILAS
+ (107 -10°)

manuell
automat. moéglich

temperaturstabil
auf £ 1°C
nicht klimatisiert

0,1 pm

Stabilisierung und
Interferometersystem
von PTB entwickelt

> 107

Wellenldnge nach Edlen
Temperatur = 0,1°C
Druck + 0,5 mbar

temperiert £ 0,2°C

AL, A2, M4, M8

Interferometer Eigen-
bau, Frequenzstabili-
sierung nach PTB

ca. 107/

Erfassung und rechne-
rische Korrektion

thermisch isoliert
+ 3°C
nicht klimatisiert

0,3 pm

Stricherfassung

Koinzidenz

Methode

Geschwindigkeit

MeBdauer (3-m-Latte,
1 cm Doppeltlg. Hin-Rick)

Photoelektrisches
Mikroskop 'Schlemmer'
(s.a. Uni Karlsruhe),
zusdtzlich: Optisch-
visuelles Verfahren
mit Projektionsmikro-
skop ISOMA P 123
(s.a. ETH Zurich)

s. Univ. Karlsruhe
zus. manuell/visuell

dynamisch-analog
statisch-visuell

0,08 mm/s - 0,6 m/min

1,5 h
8,5 h

phot.
vis.

Photoelektrisches

Mikroskop,
VergroBerung 5x,
Spalt 10 - 100 um

Beleuchtung mit fre-
quenzstabilisiertem
He-Ne-Laser

Auswertung digitaler
Strichprofile mit
< 5000 Wertepaaren/s

dynamisch-digital
0,03 mm/s - 6 mm/s

1h

Photoelektrisches
Mikroskop 'Schlemmer',
VergrdBerung 1x,
Auflichtbeleuchtung
mit Hg-Lampe Uber
Lichtleiter und Ring-
Ticht

Symmetrievergleich
der Lichtintensitdt
auf einer Duo-Diode

dynamisch-analog

2 mm/s - 10 mm/s

Steuerung

des MeBablaufs

voll- oder teilautomat.
mit cbm 3032

Interaktive Steuerung
mit ProzeBrechner
Siemens R 30

automatisch

Lagerung

horizontal nach Abbé

horizontal auf zwei

horizontal auf MeBwa-

Unterstitzungen gen in Besselpunkten,
des Priuflings Korrektionen wegen
Nichtparallelitdt
Abstaqd Laser- <1 mm 50 mm 95 mm
Teilungsachse
Genauigkeit
Standardabweichung sg (phot.) = 2-10 um
einer Stricherfassung <5 pm 2 pm
(Reproduzierbarkeit) sp (vis.) = 2 pm
Standardabweichung sg (phot.) = 10 pm
einer Strichverbesse- 10 pym/m 10 pm
rung sg (vis.) = 5 um

Komparatorbank Holzkastenkonstruktion, GuBeiserne Schiene, Doppel-T-Tréger,
MeBschlitten in Kugel- MeBwagen auf Wdlz- MeBwagen auf Lauf-
blichsenfihrung auf Tagern und Flhrungs- und Fihrungsfldche
zwei Stahlwellen schiene aus gezogenem Flach-
25,2 m 6 m stahl

5m
Tabelle 1 Zusammenstellung der berilicksichtigten Komparatorsysteme

(ausflihrliche Beschreibungen folgen als Anhang diesem
Beitrag)
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HSBw
Minchen

Techn. Univ.
Minchen

Techn. Univ.
Wien

ETH
Zlrich

/weifrequenz He-Ne-Laser

Laser-Doppler-Interfero-
metersystem 5501 A
Hewlett-Packard

+5-107

Automatisch mit 5510 A
Temperatur £ 0,1 °C
Druck + 0,75 mbar
Feuchte + 10 %
kTimatisiert =+ 1°C

z.Z. 0,16 pm
(0,016 pym mogl.)

Zweifrequenz He-Ne-Laser

Laser-Doppler-Interfero-
metersystem 5526 A
Hewlett-Packard

+1-10%-107°

mehrere Thermoelemente
d. Fa. SIKA, + 0,1°C
Druck Paulin Barometer
+ 0,1 Torr mit rechne-
rischer Korrektur

nicht klimatisiert

0,1, 0,03, 0,01 pm

/weifrequenz He-Ne-Laser

Laser-Doppler-Interfero-
metersystem 5526 A
Hewlett-Packard

+1-107-10°®

automat. Kompensation
tiber hp-System

klimatisiert

0,1 pm

Zweifrequenz He-Ne-Laser

Laser-Doppler-Interfero-
metersystem 5526 A
Hewlett-Packard

+5-107

Manuelle Kompensation
Temperatur £ 0,1°C
Druck + 0,4 mbar
Feuchte + 10 %
klimatisiert £ 0,5°C

0,1 pm

Photoelektrisches Mikro-
skop LEITZ MPV-compact,
VergroBerung 4-20x,
variable Spaltbreite,
Auflichtbeleuchtung
durch Hg-Lampe, Licht-
Teiter und Ringkondensor

Auswertung digitaler
Intensitdtsprofile mit
200 Wertepaaren/mm

dynamisch-digital

Photoelektrisches
Mikroskop 'Schlemmer'
Auflichtbeleuchtung
durch Hg-Lampe,
Glasfaserleitung und
Ringkondensor

Symmetrievergleich
der Lichtintensitdt
auf der Duo-Diode

dynamisch-analog

Videokamera und Moni-
tor,

variable MeBmarken
durch Ausblenden von
Monitorzellen,
VergroBerung 10x

visuell/manuell

statisch-visuell

Optisch-visuell mit
Projektionsmikroskop
ISOMA,

VergréBerung 10x, 20x,
individuelle Strich-
maske, Auflichtbeleuch-
tung durch Hg-Lampe

mit 2 Lichtleitern

visuell/manuel

statisch-visuell

0,005 mm/s - 10 m/min bis 5 mm/s -
3 h 1,5 h 5h 2,5 h
Automatische Steuerung Vollautomatisch lber manuelle Ausldsung manuell im Dialog

Uber hp 9825 A

Steuerung der An-
triebsmdglichkeiten

der Datentbernahme
PET 2000

mit cbm 8032

horizontal auf MeB-
schlitten, andere An-
ordnungen moglich

Horizontalkomparator:
verschieden
Vertikalkomparator:

horizontal
Korrektur wegen
Nichtparallelitdt

horizontal
verschiedene Anord-
nungen moéglich

nach Abbé
<1 mm <1 mm keine Angaben < 10 mm
1 pm 1 -2 um 5 pm 3 -5 um
5 pm 1 -2 um 10 um keine Angaben
Feingeschliffene StahlguBbank, Aluminium-T-Trédger, IPE-400-Tréger,

Granitbldcke,
MeBschlitten auf
Luftlager

30m

MeBschlitten mit Ku-
gellager auf zwei
feingeschliffenen
Flilhrungsschienen

3 m horizontal

Schienensystem mit
2 MeBschlitten
7 m vertikal

MeBschlitten mit
Kugellagerbuchsen
auf 2 Stahlwellen
4,5 m

MeBwagen auf zwei
geschliffenen Rund-
und Flachflhrungs-
schienen

9 m
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Untersuchungen haben gezeigt, daB die Wellenldnge kommerziell angebotener
He-Ne-Laser bei ordnungsgemdBem Betrieb eine Stabilitdt von 1077 erreicht

(KUNZMANN 1979).

Das Problem Tiegt darin, diese Genauigkeit auf den MeBvorgang zu lbertra-

gen.

Tisch=
rechner
Antriebs= Strich= Meteorologie= Inteferenz=
regler erfassung erfassung zahler
Mikroskop MeRwertgeber Interferometer
Strahlen=
teiler
I 1 1 1 1 1 P ﬂ 1 1 1 1 I ‘ <} < > : <
rafling N < Laser
A A Reflektoren -"‘$
| Motor | N\ MeRBwagen ~\
\/ \/
Komparatorbank

Abb. 1 Prinzipskizze eines computergesteuerten Nivellierlatten-
komparators
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Der Laserstrahl &dndert seine Ausbreitungsgeschwindigkeit, wenn sich der
Brechungsindex n der Atmosphdre dndert. Der Brechungsindex kann nach ver-
schiedene Formeln unter Berilcksichtigung von Lufttemperatur T , Luftdruck
P , relativer Feuchte RF oder Wasserdampfdruck berechnet werden. Abschdt-
zungen zeigen, daB Temperatur, Druck und Feuchte den Brechungsindex unter

normalen Bedingungen (20°C, 1013 mbar, 50 % RF) wie folgt dndern:

dn 6 on-1

7 - 1-10 C

dn _ -7 -1
EE 310 * mbar

dn -9 -1
IF - 3-10 7 (% RF)

Alle Einfllsse sind ldngenproportional. Soll bei der Kalibrierung von Ni-
vellierlatten der meteorologische EinfluB nicht mehr als 3 pm auf 3 m =
1-10°° ausmachen, so muB die Temperatur auf 1°C und der Druck auf 3 mbar

erfaBt werden. Der EinfluB der Feuchte kann vernachldssigt werden.

Die einzelnen Institute haben unterschiedliche Wege beschritten, um die me-
teorologischen Daten wdhrend der Kalibrierung zu erfassen. Da die Kompara-
torrdume jedoch fast alle klimatisiert oder klimastabil sind, ist dies von
untergeordneter Bedeutung. Probleme sind nur dann zu erwarten, wenn sich

die Temperatur wdhrend der Kalibrierung wesentlich dndert.

4. DIE STRICHERFASSUNG

Die Komparierung aller Teilstriche einer Nivellierlatte erfordert 600 bzw.
1200 Beobachtungen. Wird dazu ein visuelles Verfahren benutzt, so bedeutet
dies fir den Beobachter mindestens vier Stunden konzentrierter Arbeit. Es
ist daher wichtig, ergonomisch ginstige visuelle Verfahren einzusetzen. Be-

wdhrt haben sich Projektionsmikroskope und Bildschirme.

Als Alternative ist ein beobachterfreies photoelektrisches Verfahren zu se-
hen, das auBerdem eine vollstdndige Automatisierung des Kalibriervorganges
ermdglicht. Die bei den in der Tabelle zusammengestellten Komparatoren ein-
gesetzten Verfahren zur Stricherfassung lassen sich in drei Gruppen eintei-

len:
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Statisch-visuelle Verfahren

Der Teilstrich wird automatisch oder manuell grob angefahren und vi-
suell koinzidiert. Danach wird seine Istlage registriert (TU Wien, ETH
Zirich, RWTH Aachen).

Dynamisch-analoge Verfahren

Durch Latten- oder Mikroskopvorschub wird die Teilung ohne Unterbre-
chung abgefahren. Die Teilstriche werden mit einem Tichtempfindlichen
Sensor erfaBt, der Licht in elektrische Spannungssignale umwandelt.
Durch die Anordnung von zwei Sensoren wird die Strichmitte Uber eine
Symmetrieeinstellung erhalten. Gleichzeitig wird die Strichlage regi-
striert (RWTH Aachen, Uni Karlsruhe, TU Minchen).

Dynamisch-digitale Verfahren

Die Teilung wird wie bei den dynamisch-analogen Verfahren abgefahren
und abgetastet. Das Spannungssignal wird in seinem Verlauf digitali-
siert. Es entsteht ein Intensitdtsprofil des Striches. Durch ein mathe-
matisches Modell wird aus dem Profil die Strichmitte abgeleitet (siehe
Abbildung 2).

ALV]
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0.51
1.54
2.01

0.0

Abb. 2 Intensitdtsprofil eines Striches
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Das statisch-visuelle Verfahren erfordert den geringsten Aufwand. Ein ein-
faches Projektionsmikroskop und auf Folie gezeichnete Strichmasken reichen
zum Stricheinfang aus. Auf diesem Wege wird im Labor eine Stricheinteilung
méglich, die direkt mit der Feldbeobachtung vergleichbar ist. Als Nachteil
seien der hohe Zeitaufwand und die damit verbundene Ermiidung des Beobach-

ters genannt, die das Kalibrierungsergebnis beeinflussen kdnnen.

Bei den dynamisch-analogen Verfahren wird das von SCHLEMMER (1975) entwik-
kelte photoelektrische Mikroskop benutzt. Dieses Mikroskop 18st im Moment
des Strichmittensignals der Duo-Diode eine LasermeBwertaufnahme aus. Dieses
Verfahren erlaubt eine hohe Abtastgeschwindigkeit (eine Lattenteilung im
Hin- und Rickgang ca. 0,5 h) bei geringem Datenanfall (z.B. Strichnummer,
Lage, atmosphdrische Daten). Besondere Sorgfalt erfordert das Ausleuchten
der Teilung, um sicherzustellen, daB der fir die Messung notwendige Kon-
trast gewdhrleistet ist. Das Abtasten von Strichen, die durch Beschddigung
asymmetrisch ausgebildet sind, fihrt zu Werten, die nicht unbedingt mit der

visuellen Mitteneinteilung lUbereinstimmen missen.

Bei dem dynamisch-digitalen Verfahren wird das Spannungssignal in mehrere
diskrete MeBwerte aufgeldst. Dadurch erhdlt man zusdtzlich eine Information
tber die Strichqualitdt. Durch geeignete mathematische Modelle wird die
Strichmitte festgelegt, wobei Unterschiede in der Ausbildung und Qualitdt
der Striche berilicksichtigt werden kdnnen. Um die groBe Menge anfallender
Daten moglichst in Echtzeit zu bewdltigen, sind schnelle Interfaces, schnel-

le Digitalvoltmeter und Assemblerprogrammierung notwendig.

Die am hiesigen Institut durch Vergleichsmessungen an drei MaBstabsproben
gewonnenen Erkenntnisse lber die Genauigkeit der Stricherfassung seien kurz

zusammengefaBt.

Die Standardabweichungen der Strichverbesserungen aus 16 Kalibrierungen von
drei MaBstdben (innere Genauigkeit) Tagen zwischen 2 und 9 um. Bei einigen
MeBreihen traten aber noch ein oder zwei AusreiBer auf (< 30), deren Ur-
sache ungekldrt ist (HEISTER, CASPARY, TILLE 1983).

Die mittleren Fehler der drei Kalibriermethoden, bezogen auf eine visuelle

Referenzkalibrierung (Mittel aus 17 Beobachtungsreihen), nahmen folgende

Werte an:
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+

statisch-visuell +1 - 5 pum
6 - 8 um
dynamisch-digital + 4 - 10 um

H+

dynamisch-analog

Die photoelektrischen Methoden weisen noch systematische Differenzen zu den
visuellen Verfahren auf, die bei extrem gestérten Strichen bis zu 20 pm be-
tragen. Bei der dynamisch-digitalen Methode kann die Profilanpassung an die

visuelle Strichlage noch verbessert werden.

5. DATENERFASSUNG UND DATENVERARBEITUNG

Bei allen angegebenen Kalibrierverfahren wird die Bestimmung der Strichver-
besserungen durch Teistungsfdhige Tischrechner unterstitzt. Wie die Gerdte-
konfiguration am Institut filir Geoddsie der Hochschule der Bundeswehr Min-

chen zeigt, reicht schon ein Rechner mit 16 kByte Kapazitdt aus, um den Ka-
libriervorgang vollstdndig zu automatisieren. Dazu sind in Echtzeit folgen-

de Daten zu verarbeiten:
- Laserinterferometerwerte

- analog/digital gewandelte Spannungswerte

(Mikroskop)

- digital/analog gewandelte Spannungswerte

(Motorsteuerung)

- Brechungsindex aus meteorologischen Daten fir die Lichtge-

schwindigkeit

- Daten an Anzeigegerdten und Druckern

Dabei wird ein Datenbussystem eingesetzt, das Ubertragungsraten von
40 kByte/s und Zyklen von Rechnerroutinen von 50 Hz aufweist. Je hoher die-
se Werte Tiegen, desto schneller kann der automatisch gesteuerte Kalibrier-

vorgang ablaufen.

Die als Ergebnis der Kalibrierung anfallenden Strichverbesserungen sind so
abzuspeichern, daB sie von dem Rechner gelesen werden kdnnen, mit dem die

Feldbeobachtungen korrigiert und die Ausgleichung durchgefiihrt werden. Nur
dann ist die Strichkalibrierung wirtschaftlich zu verwerten (GESSLER 1979).
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6. DIE LAGERUNG DES PRUFLINGS

Bei einem idealen Langenkomparator ist das ABBEsche Komparatorprinzip ver-
wirklicht, d.h. die MeBachse und die Priiflingsachse Tiegen auf einer Gera-
den (ABBE 1890). Diese Idealanordnung ist beim Nivellierlattenkomparator

aus mehreren Grinden nicht realisierbar.

Unter dem EinfluB der Strahlenbrechung verlduft der Laserstrahl nicht als
Gerade, sondern als eine sich kontinuierlich verdndernde Kurvenlinie. Diese
Verdnderungen k&nnen am Reflektor beobachtet werden, auf dem sich der
Laserpunkt mit einem Radius von wenigen Millimetern bewegt.

Auch die Achse der auf dem Invarband aufgetragenen Teilung wird keine idea-
le Gerade bilden, denn das gespannte Band wird zwischen den Nuten oder Hal-
terungen durchhdngen. Dazu kommen Durchbiegungen des Lattenrahmens, die
nachweislich der Untersuchungen von GOTTWALD und WITTE (1983) bei unzurei-
chender Unterstiitzung zu einem Banddurchhang von 2 mm und mehr flihren k&n-
nen. Diese Abweichungen der Teilungsachse von einer Geraden bewirken einer-
seits einen MaBstabsfehler, andererseits aber auch unterschiedliche Objekt-
abstdnde zum Mikroskop, wodurch die Abbildungsschdrfe verloren geht und
negative Auswirkungen auf die Genauigkeit der Stricherfassung zu erwarten
sind. Diesen Problemen kann dadurch entgegengewirkt werden, daB man bei
liegender Latte den Durchhang meBtechnisch erfaBt und in einem funktionalen
Modell seinen EinfluB bericksichtigt. Eine weitere Mdglichkeit besteht dar-
in, die Latte in vertikaler Stellung zu kalibrieren, wie es derzeit nur an

der Technischen Universitdt Minchen mdglich ist.

Bei angendherter Anordnung nach dem ABBEschen Prinzip ist der EinfluB der
Lattenflhrung von untergeordneter Bedeutung. Bei allen anderen Anordnungen
kann dieser EinfluB ausreichend genau erfaBt und beriicksichtigt werden. Es
wird daher in diesem Beitrag verzichtet, darauf ndher einzugehen, statt
dessen wird auf BRANDSTATTER (1982) verwiesen.

/. DIE TEMPERATURERFASSUNG AM PRUFLING

Ein immer noch aktuelles und oft vernachldssigtes Problem sowohl im Labor
wie im Feld ist die Bestimmung der Temperatur des Invarbandes. Wdhrend es
in einem temperaturstabilen MeBraum méglich ist, durch rechtzeitige Lage-

rung zu erreichen, daB sich die Temperatur des Priflings an die Umgebungs-
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temperatur angleicht, ist beim Feldeinsatz mit unkontrollierten Temperatur-
schwankungen zu rechnen. Neuere Untersuchungen zeigen (ZIPPELT 1983), daB
die Invarbdnder durch Sonneneinstrahlung bis zu 5°C hdhere Temperaturen
aufweisen als die umgebende Luft und daB auBerdem kurzzeitige Temperatur-
schankungen von der gleichen Gré&Benordnung beim Wechsel von Sonne in

Schatten und umgekehrt auftreten.
In Zukunft wird daher in ganz besonderem MaBe das Augenmerk auf die Erfas-

sung der aktuellen Invarbandtemperatur im Felde zu richten sein.

8. DIE GENAUIGKEIT DER STRICHVERBESSERUNGEN UND THRE BERUCKSICHTIGUNG
BEIM NIVELLEMENT

Auf dem Workshop on Precise Levelling in Hannover 1983 wurde die Empfehlung
ausgesprochen, Strichverbesserungen mit einer Genauigkeit von 10 upm pro
Lattenmeter zu bestimmen. Wdhrend die Standardabweichungen der Strichver-
besserungen, ermittelt aus Wiederholungsmessungen, deutlich unter 10 um
liegen, sind Uber die absolute Kalibriergenauigkeit nur sehr schwer zuver-
ldssige Aussagen zu gewinnen. Nach einer Abschdtzung von GRABE und LEBOWSKY
(1979) ist unter EinschluB von Fihrungsfehlern, Strichauffassungs- und
-auswertefehlern sowie Fehlern in der Lattenlagerung mit einer Gesamtstan-
dardabweichung von etwa 30 pm fir die Strichverbesserungen zu rechnen. An-

dere Abschdtzungen (siehe Tabelle 1) sind bedeutend optimistischer.

Beim Wiederholungsnivellement des Deutschen Haupthdhennetzes 1980 - 1985
wurden erstmalig Einzelstrichverbesserungen berilicksichtigt. Auf Empfehlung
der Arbeitsgemeinschaft der Vermessungsverwaltungen wurden bei der Physika-

lisch-Technischen Bundesanstalt 94 Nivellierlatten kalibriert.

Die Standardabweichungen im bis jetzt gemessenen ersten Drittel des Netzes,
berechnet aus Differenzen zwischen Hin- und Rickweg, liegen zwischen 0,1 -

0,4 mm/km (STURZER 1983). In dem Nivellementsnetz 1960 lagen die vergleich-
baren Fehler bei 0,33 - 0,41 mm/km. Die SchleifenschluBfehler von umgerech-
net 0,7 mm/km Tassen aber vermuten, daB sich damals systematische Fehler in
den Messungen summiert haben (DRAHEIM 1979). Vergleichswerte des neuen Net-

zes liegen derzeit nicht vor.

Von den neuen Lattenkalibrierungen wird erhofft, daB sie zur Minderung die-

ser systematischen Fehler beitragen.
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9. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Die vorgestellten Entwicklungen informieren {ber den derzeitigen Stand der
Kalibriertechnik fir Nivellierlatten. Aber auch die Entwicklung der Nivel-
lierlTatten selbst ist nicht stehengeblieben. Als Teilungstrdger werden Car-
bonbdnder getestet, die einen sehr geringen Ausdehnungskoeffizienten von
etwa 1-10°° haben, aber empfindlich auf Feuchtigkeit reagieren (FISCHER
1979). SCHLEMMER (1983) berichtete von einer neuen Teilungsanlage, die die
Teilungsstriche interferometrisch gesteuert auf den Teilungstrdger aus In-
var mit Laserenergie einbrennt. Nach diesem Verfahren soll der mittlere

Teilstrichfehler kleiner als 5 um sein.

DANKSAGUNG

Alle genannten Institute, die durch ihre freundliche Unterstiitzung bei
der Zusammenstellung der technischen Angaben behilflich waren, sei an die-

ser Stelle herzlich gedankt.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB am Institut fir Geoddsie der Hochschule
der Bundeswehr Minchen das Forschungsprojekt "Optimaler Einfang von Strich-
lagen durch photoelektrische Messungen" von der Deutschen Forschungsgemein-

schaft geférdert wird.
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Geoddtisches Institut

der Rheinisch-Westfdlischen Technischen Hochschule Aachen

Langennormal: He-Ne-Laser M 100 der Fa. SORO METRILAS, Michelson-Interfe-
rometer, Frequenzstabilitdt ca.x10 ' bis 10° (Werksangaben). Kompensation
meteorologischer Einflisse z.Z. manuell, automatische Kompensation mdglich.
Aufldsung des Ldangennormals 0,1 pym. MeBlabor auf £ 1°C temperaturstabil,

nicht klimatisiert.

Komparatorbahn: 25,2 m, justierbare Holzkastenkonstruktion.

MeBschlitten in Kugelblichsenflihrung zwangsfrei verschiebbar.
Antrieb des MeBschlittens je nach Aufgabe lber Seilzug oder Gewindespindel

mittels Gleichstrommotor.

Stricherfassung: Photoelektrisch = "Schlemmer'-Mikroskop.
Visuell = Projektionsmikroskop ISOMA P123. Strichplatten kdnnen auf

die Strichbreite des Priflings abgestimmt werden.

Beleuchtung: Hg-Lampe mit Lichtleiter und Ringkondensor oder
zweifach Punktlicht. Fahrgeschwindigkeit: Seilzug (fir EDM)
bis 15 m/min, Spindel (fur Niv.kal.) 0,05 bis 0,6 m/min.

MeBdauer: 3m-Latte photoelektr. ca. 1,5 h, visuell ca. 8,5 h.

Datenerfassung_und -verarbeitung: Commodore CBM 3032/4032, 32 kByte,
Floppy-Disk 2x170 kByte, Matrix-Drucker, Plotter hp 9872 C.
Interface: TEEE 488-Bus, 12-bit-Parallel-Bus (Eigenentwicklung).

Programmiersprachen: MICROSOFT-Basic, Assembler.

Steuerung_des MeBablauf: Voll- und teilautomatisch mit CBM 3032.

Peripherie (nur fir Niv.kal.): Schaltnetzteil (Motorsteuerung), Inter-

ferometer (Display), photoelektrisches Mikroskop (Auswerte-Elektronik).

Anordnung_des Priiflings: nach ABBE

Temperaturerfassung_am Prifling: {ber Thermistoren méglich (£ 0,1°C).

GenauigkeitsmaBe: Stricherfassung visuell ca. = 2 um (Standardabweichung

des Mittels aus sechs Koinzidenzen), photoelektrisch + (2 - 10) um in Ab-
hdngigkeit von der Verfahrgeschwindigkeit.
Reproduzierbarkeit: (Standardabweichung einer Strichverbesserung aus

Doppelmessungen) visuell =+ 5 pm, photoelektrisch = £ 10 pm.
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Physikalisch-Technische Bundesanstalt Braunschweig

- Industrielle LangenmeBtechnik -

Ldngennormal: He-Ne-Laser, Frequenzstabilitdt < £ 1077, Zihlerschritte
AL, N2, M4, A/8, Ausgabe in Dualzahlen, Berechnung der Wellenldnge
nach Ed1én unter Beriicksichtigung der Lufttemperatur (£ 0,1°C) und des

Luftdrucks (£ 0,5 mbar). Temperierter MeBraum (+ 0,2°C).

Komparatorbank: Sechsmeter-Schiene aus GuBeisen, zweifach unterstitzt.
MeBwagen auf Wdlzlagern, Antrieb durch Motor mit Tachogenerator {ber
Schneckenrad auf Kugellager. Fahrgeschwindigkeit stufenlos regelbar von
0,03 bis 6 mm/s.

Stricherfassung: Rechnergestiitztes dynamisches MeBsystem. Objektivver-

gréBerung 5x, Auflichtbeleuchtung mit stabilisiertem He-Ne-Laser, Regi-
strierung des rickgestreuten Lichtes Uber Spaltblende (10 - 100 pm)-Foto-
element-MeBverstdrker-Interface und ProzeBrechner, Datendichte der Inten-
sitdtsprofile I(nA) < 5000 Wertepaare/s.

MeBdauer: fir eine 3m-Latte 1 h.

Datenerfassung und -verarbeitung: Siemens R30 ProzeBrechner mit 128 kWor-

ten (a 16 bit) Arbeitsspeicher, zwei Plattenspeicher mit 5 und 25 MWorten,
Tektronix 4051 Terminal. Einzug der Ldngenkoordinaten und der Lichtinten-

sitdten Uber Interface FMRB 578. Programmiersprachen Fortran/Assembler.

Steuerung_des MeBablauf: Software-Paket mit Dialogbetrieb unter EinschluB

der Motorsteuerung (Lernphase, Messung, Auswertung, Ausgabe von Strichla-
gen, Teilungsfehlern und Strichbreiten, ferner graphische und numerische

Darstellung einzelner Profile, Rettungsdialog).

Anordnung_des Priflings: Horizontal auf zwei Unterstitzungen, Normal und

Prifling in 50 mm Abstand Ubereinander. Messungen in zwei um 180° gegen-

einander gedrehten Lagen, sofern méglich.

Temperaturerfassung_am Prifling: Hg-Thermometer (Ablesung = .02°C).

GenauigkeitsmaBe: Reproduzierbarkeit der Stricherfassung < + 5 pm,

Unsicherheit gemessener Teilstrichkorrektionen in Abhdngigkeit von der
Lattenqualitdt 2 £ 10 um/m.
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Geoddtisches Institut der Universitdt Karlsruhe

Ldngennormal: Zweimoden He-Ne-Laser, Modell 132 der Fa. SPECTRA PHYSICS,

Frequenzstabilisierung auf ca.*6-10"7 mit dem Verfahren "Kunzmann, Lebrow-

sky, PTB". Interferometer Eigenbau. Meteorologische Einfliisse werden er-
faBt und bei der Auswertung berilicksichtigt. Labor nicht klimatisiert, aber
thermisch isoliert auf ca. £ 3°C.

Aufldsung des LdngenmeBsystems 0,3 pm.

Komparatorbank: Finfmeter-Doppel-T-Trdger auf zwei Betonsockeln.

Die Lauffldchen des MeBwagens bestehen aus gezogenem Flachstahl. Der
MeBwagen besteht aus zwei Jje zweirddrigen Wagenteilen, die in einem
Abstand von 1,46 m durch zwei Stahlstangen verbunden sind.

Antrieb des MeBwagens Uber Stahlseil mit einem gleichstromgesteuerten

Motor.

Stricherfassung: Photoelektrisches Mikroskop Eigenbau.

Abbildung des Striches im MaBstab 1 : 1 auf einer Duodiode.
Auflichtbeleuchtung mit Hg-Lampe Uber Lichtleiter und Ringlicht.
Vergleich der Symmetrielage des Striches durch Intensitdtsvergleich aus
der Duodiode. Dynamische Registrierung mit 2 mm/s MeBgeschwindigkeit

(m6glich bis 10 mm/s).
MeBdauer: fir 3m-Latte Doppelteilung Hin- und Rickmessung ca. 2 h.

Datenerfassung_und -verarbeitung: Minc-11 Laborcomputer (PDP-11/03) mit
RX 02-Floppy-Doppellaufwerk, VT 105, 64 kByte, Epson MX 80 Printer.

Programmiersprachen: Basic, Fortran IV.

Steuerung_des MeBablauf: k.A.

Anordnung_des Priflings: Horizontal auf dem MeBwagen, in den Bessel-

punkten unterstiitzt. Longitudinalkomparator, wobei das ABBEsche Prinzip

nicht eingehalten ist. Korrekturwerte werden ermittelt und angebracht.

Temperaturerfassung_am Prifling: ---

H

GenauigkeitsmaBe: Standardabweichung einer Stricherfassung So 2 pm

Standardabweichung einer Strichverbesserung s + 10 um

(Reproduzierbarkeit)
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Institut fir Geoddsie

der Hochschule der Bundeswehr Minchen

Ldngennormal: Zweifrequenz He-Ne-lLaser, Teil des Laser-Doppler-Interfero-

meters 5501 A der Fa. Hewlett Packard.

Frequenzstabilitdt 1t. Hersteller +0,5-10° bzw. +1,5-10° mit automatischer
Kompensation meteorologischer Einflisse durch hp 5510 A Kompensator (Tem-

peratur = 0,1°C, Druck = 0,75 mbar, Feuchte £ 10 %).

Labor klimatisiert + 1°C. Aufldsung des LdangenmeBsystems 0,16 - 0,016 um.

Komparatorbank: 30 m Granitbank aus sechs Bld&cken. Jeder Block auf acht

Pfeilern justierbar gelagert. MeBschlitten durch Luftlager auf geschliffe-
nen Granitfldchen gefihrt. Antrieb des MeBschlittens mit gleichstromge-

steuertem Motorschlitten mit Winkelschrittgeber und zwangsfreier Koppelung.

Stricherfassung: Photoelektrisches Mikroskop MPV-compact der Fa. Leitz.

5 bis 20fache VergroBerung, variable Spaltblende, Auflichtbeleuchtung
durch Hg-Lampe {ber Lichtleiter und Ringkondensor. Digitales Intensitdts-
profil mit 200 - 300 Wertepaaren/mm. Dynamische Registrierung mit ca.

0,5 mm/s MeBgeschwindigkeit und hoéherer Fahrgeschwindigkeit (10 m/min flr
EDM-Kalibrierung).

MeBdauer: ca. 3 h fir 3m-Latte.

Datenerfassung_und -verarbeitung: hp 9825 A mit 64 kByte,
Kassette mit ca. 100 kByte, hp Interface-Bus (IEEE 488-1975).
Plotter hp 9872B, Printer 9871 A. Programmiersprache 'hpl'.

Steuerung_des MeBablauf: Vollautomatisch mit Controller hp 9825 A.
Digitalvoltmeter hp 3456A, D/A-Wandler hp 59501A fir Motorschlitten-

Antrieb, Quarzthermometer hp 28041 als Temperaturreferenz.

Anordnung_des Priiflings: 1in ABBEscher Anordnung Abstand Teilungsachse -

mittlere Interferometerachse < 1 mm.

Verschiedene Anordnungen mdglich.

Temperaturerfassung_am Prifling: Thermistor hp 10563 A
(£ 0,1°C bei 13 - 40°C). Automatische Kompensation mit hp 5510A Kompens.

GenauigkeitsmaBe: Standardabweichung einer Stricherfassung £ 1 pm.

Standardabweichung einer Strichverbesserung 2 = 5 um.

Individuelle Genauigkeitsanalyse ist vorgesehen.
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Geoddtisches Institut der Technischen Universitdat Minchen

Ldngennormal: Zweifrequenz He-Ne-Laser. Laser-Doppler-Interferometer
hp 5526 A von Hewlett Packard. Langzeitstabilitat + 1-10°°, Kurzzeitstabi-
1itdt £ 1-107%, Wellenldnge von 632.8 nm ~ + 2-10° genau (PTB). MeBge-
nauigkeit abhdngig von der Erfassung der atmosphdrischen Bedingungen (Druck

==+ 0,1 Torr, Trocken-, Feuchttemp. = £ 0,1°C). Temperaturerfassung Uber
Thermoelemente der Fa. SIKA an mehreren Stellen. Druckerfassung an Paulin-
Barometern, die am Standbarometer kalibriert werden. Nachtrdgliche Beriick-
sichtigung im Verlauf der Auswertung, soweit nicht durch MeBaufbau kompen-
siert. Aufldsung des LdngenmeBsystems 0,1 pm, 0,01 pm, 0,003 pm.

Komparatorbank Horizontal: Dreimeter-StahlguBbank der Fa. Hommel. MeB-

schlitten mit Kugellager gefiihrt. Flhrungsgenauigkeit < 0,3 mm. Antrieb
des MeBschlittens lber Gleichstrommotor. Geschwindigkeit regelbar.
Vertikal: Siebenmeter-Schienensystem mit zwei MeBschlitten, verbunden
durch 3,40 m Tange Aluminiumschiene zur Aufnahme von Invarlatten. Antrieb
tiber Spindel und Schrittmotor. Geschwindigkeit regelbar.

Stricherfassung: Photoel. Mikroskop 'Schlemmer'. Auflichtbeleuchtung durch

Hg-Lampe mit Glasfaserltg. und Ringkondensor (Kaltlicht). Stricherfassung
mit Doppeldiode (Symmetrieabfrage). Dynamische Registrierung mit 5 mm/s.

MeBdauer: 3m-Latte 0,5 cm Doppelteilung Hin und Rick: 1,5 h.

Datenerfassung_und -verarbeitung: MeBwerterfassungssystem mit CBM 8032,
Floppy-Disk 8250 2x1 MByte, Plotter Adcomp X100S (32 kByte), Printer Epson
XM100, Interface Eigenbau, ab 1983/84

Steuerung_des MeBablauf: Vollautomatisch tber Steuerung des Antriebs.

Anordnung_des Priflings: Horizontal verschiedene Anordnungen méglich. Ver-

tikal ABBEsche Anordnung. Abstand Teil.Achse - Interferom.Achse max. 1 mm.

Temperaturerfassung_am Prifling: Akklimatisierungszeit ca. 12 h. Luft-

temperatur = Materialtemperatur. Invartemperatur Uber Thermoelement, je-
doch zusdtzlich meBbar. Sonderanfertigung der Fa. SIKA.

GenauigkeitsmaBe: Reproduzierbarkeit der Stricherfassung 1 - 2 um (aus
Differenzen zwischen Hin- und Rickmessungen). Abhdngig von der Erfassung
der atmosphdrischen Bedingungen. Mittlere Strichgenauigkeit aus drei MeB-
reihen mit je Hin- und Rickmessung 1 - 2 pm.
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Institut fir Landesvermessung und Ingenieurgeoddsie

der Technischen Universitdt Wien

Ldngennormal: Zweifrequenz He-Ne-Laser, Teil des Laser-Doppler-Interfero-
meters 5526 A der Fa. Hewlett Packard.

Frequenzstabilitdt 1t. Hersteller 5.10°® bei automatischer Kompensation
meteorologischer Einfllsse durch 5526 A MeBsystem.

Labor klimatisiert.

Komparatorbank: T-Trdger aus Aluminium zur Lagerung des Priflings.

MeBwagen auf Fihrungs- und Entlastungswelle aus Stahl mit zylindrischen

Kugellagerbuchsen.

Stricherfassung: z.Z. mit Videokamera und Monitor. VergréBerung 10 : 1,

variable MeBmarken am Monitor durch Ausblenden von Zeilen, visuelle Koinzi-
denz, manuelle Ausldsung der MeBwertiibernahme. Geplant: kontinuierliche
Erfassung des Hell-Dunkelprofils mit Fairchild-Line-scan-Kamera CCD 1100 C,

Pixel-Locator und Controller 1320.
MeBdauer: z.Z. 5 h (3m-Latte).

Datenerfassung_und -verarbeitung: Commodore PET 2000, eigenes Interface

BCD-seriell, Aufzeichnung auf Datenkassette, Verarbeitung auf Commodore

CBM 3000. Programmiersprache Basic.

Steuerung_des MeBablauf: manuelle Ausldsung der MeBwertiibernahme, Uber-

mittlung der MeBwerte vom Interferometer zum Tischrechner mit Interface-
Eigenbau. Neigungsmessungen der Flhrungsbahn vor und nach jeder Kalibrie-

rung.

Anordnung_des Priiflings: keine ABBEsche Anordnung. Korrektur der MeBwerte

durch Kontrollmessungen..

Temperaturerfassung_am Prifling: MeBfihler an drei Stellen der MeBstrecke.

Automatische Kompensation lber hp 5526 A MeBsystem.

GenauigkeitsmaBe: Reproduzierbarkeit

Standardabweichung einer Stricherfassung = 5 pm,

Standardabweichung einer Strichverbesserung derzeit £ 10 pm.
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Institut fir Geoddsie und Photogrammetrie

der Eidgendssischen Technischen Hochschule Ziirich

Ldngennormal: Zweifrequenz He-Ne-Laser. MeBsystem 5526 A der Fa. Hewlett
Packard. Frequenzstabilitdt 5.107.

Manuelle Kompensation der meteorologischen Einflisse (Temperatur £ 0,1°C,
Druck = 0,4 mbar, Feuchte £ 10 % bei 20°C).

Labor klimatisiert, Temperatur £ 0,5°C.

Aufldsung des LdngenmeBsystems 0,1 pm.

Komparatorbank: Neunmeter-IPE 400 Trdger in den Besselpunkten unterstitzt.
MaBstabswagen T1duft auf geschliffener Rund- und Flachfihrung. Antrieb des

MaBstabswagens manuell.

Stricherfassung: Auflichtprojektor der Fa. ISOMA in Biel.

VergrdBerungen 10x und 20x. Individuelle Strichmaske, Auflichtbeleuchtung
durch Hg-Lampe mit zwei Lichtleitern. Manuelle Einstellung des Strichbil-

des auf Auflichtprojektor durch Verschieben des MaBstabswagens.
MeBdauer: flUr 3m-Latte (1 cm Doppelteilung, zwei Beobachter) ca. 2,5 h.

Datenerfassung_und -verarbeitung: Commodore CBM 8032 mit 32 kByte,
Dual-Drive Floppy Disk CBM 8050, 512 kByte/Disk.

Printer Centronics 770, Programmiersprache Basic.

Steuerung_des MeBablauf: manuell im Dialog mit Rechner.

Anordnung_des Priflings: Auflichtprojektor fest, Verschieben der Latte.

Abstand Teilungsachse - Interferometerachse 1 mm.
Oder Latte fest, Verschieben des Mikroskopwagens, Abstand Teilungsachse -

Interferometerachse 1 cm.

Temperaturerfassung_am Prifling: zwei MeBfihler Cuproswem mit £ 0,1°C
(bei -20 bis +50°C). Ab Sommer 1983.

GenauigkeitsmaBe:

Standardabweichung einer Stricherfassung 3 - 5 pm.
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