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1. Kombinatorik

1.1. Experimente mit abzahlbaren Ausgangen

Die Durchfiihrung von Experimenten kann haufig nicht als rein deterministischer Vorgang
gesehen werden. Deshalb werden sie auf Basis stochastischer Ansatze modelliert. In der
Stochastik sind Ergebnismengen von zentraler Bedeutung. Mit der Festlegung von Ergeb-
nismengen wird die Grundlage zur theoretischen Behandlung von Experimenten und prak-
tischen Verarbeitung von Daten aus Experimenten geschaffen.

Erlauterung

Wir unterscheiden zwischen endlichen, abzahlbaren und Uberabzahlbaren Mengen.
Endliche Mengen lassen sich in dem Sinne hinschreiben, dass eine vollstédndige Auf-
zahlung z.B. in Form einer Nummerierung der einzelnen Elemente mdglich ist. Dage-
gen sind abzé&hlbare und Uberabzahlbare Mengen unendliche (nicht endliche) Men-
gen und so beschaffen, dass sich nicht alle Elemente hinschreiben lassen. Bei ab-
zahlbaren Mengen ist eine Nummerierung der einzelnen Elemente mdglich. Doch es
lasst sich keine vollstandige Auflistung der Elemente durchfihren. Die ,kleinste* ab-
zahlbare Menge ist die Menge N der natiirlichen Zahlen. Sie besitzt unendlich viele
Elemente, was durch |[N| = R, bezeichnet wird. Der Index 0 bei X, deutet bereits an,
dass es Mengen gibt, die eine andere Art von unendlich vielen Elementen enthalten.
So gilt etwa |R| = R;. Wéren N und R gleichméachtig, miisste es eine bijektive Abbil-
dung zwischen beiden Mengen geben, was aber durch den Beweis Georg Cantors?
widerlegt ist. Cantor, einer der Studenten von Weierstral3, war es, der die Mengenleh-
re begrindete. Dabei war seine Mengenlehre nicht unumstritten. Insbesondere seine
Theorien zu den Machtigkeiten von Mengen musste sich erst durchsetzen.

aCantors zweites Diagonalargument, [1]

Definition 1.1

Eine Menge A heif3t endlich, wenn es eine natlrliche Zahl n € N gibt, so dass es eine
bijektive Abbildung
f:A—={0,1,...,n—1}

zwischen A und {0,1,...,n — 1} gibt. Die Menge A besteht aus n Elementen, man
sagt, A habe die Machtigkeit |A| = n. Allgemein hei3t eine Menge A gleichméchtig
zu einer Menge B, wenn es eine bijektive Abbildung zwischen beiden Mengen A und
B gibt.

Eine Uberabzahlbare Menge ist die Menge R der reellen Zahlen, die Menge N der naturli-
chen Zahlen ist abzhlbar und {0, 1, 2} ist endlich.



1. Kombinatorik

Beispiel 1.2
Die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzahlbar. Mit der Bijektion

No = Z, n— (—=1)"- [gw

ist |Z| = Ro.

Bijektive Abbildungen endlicher Mengen auf sich selbst spielen in der Kombinatorik eine
wichtige Rolle.

Definition 1.3

Ist A endlich, so heif3t eine bijektive Abbildung = : A — A Permutation.

Eine Permutation = einer Menge A = {a4,...,a,} l&sst sich in der Form

(st w2y o)

schreiben.

Beispiel 1.4
Die Menge

F = {rot,griin,blau,gelb,schwarz,wei3}
lasst sich durch

F % {07 17 27 3? 47 5}7
rot — 0,grin — 1,blau — 2,gelb — 3,schwarz +— 4 und wei3 — 5

bijektiv auf die Menge {0,1,2,3,4,5} abbilden. Es ist |F| = 6. Eine Permutation der
Menge F ist etwa

rot grin blau gelb schwarz wei3
grin wei3 rot gelb schwarz blau /-

Da die Menge A endlich ist mit |A| = n, I&sst sie sich durch die Menge {1,...,n} identifi-
zieren. Per vollstandiger Induktion nach n lasst sich zeigen, dass es genau n! verschiedene
Permutationen gibt, wobei n! durch die Abbildung

No—=Nn—=nl:=n-(n—-1)-...-1=n-(n—1), 0l:=1 (Fakultat)
gegeben ist.
Fasst man ein Element einer Menge als Ergebnis eines Experiments auf, so werden oft die

Ergebnisse eines mehrmals wiederholten Experiments oder die Ergebnisse verschiedener
Experimente in Form eines k-Tupels zusammengeflhrt.



1.1. Experimente mit abzdhlbaren Ausgéngen

Erlauterung

Ein k-Tupel ist eine Anordnung von & Elementen und unterscheidet sich damit grund-
legend von einer Menge, bei der die Reihenfolge ihrer Elemente keine Rolle spielt.
Sind A, B zwei Mengen, so wird (a,b) mita € A und b € B ein Paar genannt. Das
a steht vor dem b, hier ist die Reihenfolge wichtig. Im Unterschied dazu ist bei der
Menge {a,b} keine Reihenfolge fir die Elemente a und b festgelegt. Wichtig: im All-
gemeinen ist (a,b) # (b,a) und stets ist {a,b} = {b,a}. Allgemein ist beim k-Tupel
(a1,...,ax), k > 1, die Reihenfolge wichtig. Sie wird nach Kazimierz Kuratowski durch
(a1y...,ak+1) = ((a1,...,ar),ar+1) induktiv festgelegt. Das kartesische Produkt lie-
fert die allgemeine Definition einer angeordneten Ansammlung von Elementen.

Definition 1.5

Das kartesische Produkt der Mengen Ai,..., Ay ist die Gesamtheit aller k-Tupel
(al, 600 ,ak) mit a; € A;:

A; x Ay = {(a1,a2); a1 € Ay und ay € As},
Ay x oo x A = (A X .o X A1) X Ag
= {(a17...7ak); aZEAqurz:l,,k}

Sind 44, ..., A endliche Mengen, so stellt sich die Frage nach der Mé&chtigkeit der Menge
A1 X ... x Ay aller k-Tupel (a1, ...,ax) mita; € A;.

Satz 1.6: Abzahlprinzip

Man betrachte eine Serie von k Experimenten mit endlichen Ergebnismengen A, bis
A und a; € A; sei das Ergebnis des i-ten Experiments. Gibt es daflr n; mégliche
Ausgénge, d.h. |A;| = n; unabhangig vom Ausgang anderer Experimente, so gilt

|A| = |A1><...><Ak\:n1-...~nk.

Beweis.

Um das zu zeigen, wird eine Induktion nach der Anzahl k& der Mengen durchgefiihrt.

Es sei n; = | 4| fur jeden Index i.

k=2: |A| = |A1 X AQ‘ = |{(a1,a2); a] € Al,ag € A2}| = |A1| . |A2| =n1- N2 \/

k—k+1:
|A| |{(a1,...,ak,ak+1); a; € Az}l = ‘Al X ... X Ak X Ak+1‘

(A1 X ... % Ag) X Apr1] 2 Ay x ... x Ay - | A

i< 1

(N1 oo M) N1 =M1+ o e N - Nt 1«

GY



1. Kombinatorik

Mit n; = |4;| gibtes |A; x...x Ag| = nq-...-ny verschiedene k-Tupel. Ein Einzelexperiment
kann auf verschiedene Arten durchgefihrt werden. Das Ergebnis aller k£ Einzelexperimente
wird in einem k-Tupel notiert.

(1) Jedes Einzelexperiment wird stets unter den gleichen Voraussetzungen durchge-
fohrt. Die Ergebnisse werden ablaufgetreu notiert.

(2) Jedes Einzelexperiment wird so durchgefiihrt, dass das jeweilige Ergebnis aller vor-
herigen Einzelexperimente ausgeschlossen wird. Die Ergebnisse werden ablaufge-
treu notiert.

(3) Jedes Einzelexperiment wird so durchgefiihrt, dass das jeweilige Ergebnis aller vor-
herigen Einzelexperimente ausgeschlossen wird. Die Einzelergebnisse werden am
Ende aufsteigend sortiert.

(4) Jedes Einzelexperiment wird stets unter den gleichen Voraussetzungen durchge-
fohrt. Die Einzelergebnisse werden am Ende aufsteigend sortiert.

Jede einzelne Situation wird im Folgenden anhand von Beispielen erklart und hinsichtlich
der mdéglichen Anzahl an verschiedenen Ergebnissen untersucht.

1.2. Urnenmodelle

Erlauterung: Urnenmodell

Viele Uberlegungen der Kombinatorik lassen sich in Form eines Urnenmodells be-
schreiben. Dabei werden in einem nicht einsehbaren Behalter (Urne) Kugeln platziert
und diese dann nach einer festgelegten Vorschrift gezogen. Meist wird von n Kugeln
in der Urne und vom Ziehen von k Kugeln aus der Urne ausgegangen. Eine gezoge-
ne Kugel Iasst sich zurlicklegen oder nicht, die Reihenfolge der Ziige kann wesentlich
oder unwichtig sein.

Werden aus einer Urne mit n € N Kugeln nacheinander £ € N Kugeln herausgezogen,
ist das Ergebnis eine Auswahl (Stichprobe) von k& Kugeln aus der Gesamtheit (Grundge-
samtheit) aller n Kugeln. Ist dabei die Reihenfolge der gezogenen Kugeln von Bedeutung,
heif3t die Stichprobe geordnet (Permutation), ansonsten ungeordnet (Kombination). Zudem
muss im Ablauf unterschieden werden, ob eine gezogene Kugel vor der néchsten Ziehung
wieder in die Urne zuriickgelegt wird oder nicht. Im ersten Fall wird von einer Stichprobe
mit, im zweiten Fall von einer Stichprobe ohne Zurlicklegen gesprochen. Die vier Varianten
sind in folgender Tabelle noch einmal zusammengefasst.

Urnenmodelle: Ziehen von i Kugeln aus n Kugeln

| mit Zurlicklegen | ohne Zuriicklegen
geordnet (n, k)-Permutation mit | (n, k)-Permutation oh-
Wiederholung (1) ne Wiederholung (2)
ungeordnet | (n, k)-Kombination mit | (n, k)-Kombination oh-
Wiederholung (4) ne Wiederholung (3)

10



1.2. Urnenmodelle

Beispiel 1.7

(1) Ein Fahrradschloss aus vier unabhéngig drehbaren Radern mit je zehn Ziffern
offnet sich nur bei genau einer Ziffernfolge. Es handelt sich dabei um die Situa-
tion einer geordneten Stichprobe mit Zuriicklegen. Das Ergebnis ist ein Element
der Menge

Qqy ={0,1,2,...,9}".

So kénnte die Kombination (5,6,7,8) € Q) das Fahrradschloss 6ffnen.

(2) Bei einem 100-m-Lauf ist die Reihenfolge der acht Laufer im Zieleinlauf von
entscheidender Bedeutung, es handelt sich um eine geordnete Stichprobe ohne
Zurucklegen. Fur die ersten drei Platze sind samtliche 3-Tupel méglich, wobei
die Komponenten paarweise verschieden sind:

Q(2) = {(17 27 3)a (17 274)a 0009 (1a 278)7 <1v 3; 2)7 R (57 7a 8)a (67 77 8)}

Sind die drei Erstplatzierten unter den acht Laufern in dieser Reihenfolge die
Laufer 4,3 und 5, so schreibt man (4, 3,5) € Q).

(3) Bei der Ziehung der Lottozahlen 6 aus 49 spielt die Reihenfolge der gezoge-
nen Kugeln keine Rolle, es handelt sich um eine ungeordnete Stichprobe ohne
Zurlcklegen. Maglich sind samtliche 6-elementige Teilmengen der Menge aller
Kugeln,

Q(g) = {{kl,.. .,kﬁ}; k; € {1,2,...,49}, k; 7é ]fj far ¢ 7&]}

Werden die Zahlen 15, 2,11, 34, 20, 24 gezogen, wird das Ergebnis in der Form
{2,11,15,20,24, 34} € Q3 dargestellt. Wie Q(3) als Menge von k-Tupeln ge-
schrieben wird, muss noch geklart werden.

(4) Im Supermarkt sollen funf Pizzen auf drei Kihlregale verteilt werden. Fir jede
Pizza wird ein Klhlregal ausgewahlt, wobei in einem Kuhlregal auch mehrere
Pizzen liegen darfen und die Reihenfolge der Pizzen nicht beriicksichtigt wird.
Es liegt der Fall einer ungeordneten Stichprobe mit Zurlicklegen vor. Jede Pizza
wird in eines der drei Kiihlregale gelegt. Die Notation als (ungeordnete) Menge
klappt hier nicht, da bei mehrmaligem Verwenden eines Kuhlregals (z.B. drei-
mal das Kihlregal 2) als Ergebnis {1, 2,2, 2,3} geschrieben werden miisste. In
einer Menge unterscheiden sich samtliche Elemente, demnach hier auch die
drei Zweien. Die Ergebnismenge 24 kann auch hier als Menge von k-Tupeln
und in sehr ahnlicher Weise wie )3y geschrieben werden.

Zu jedem der Beispiele stellt sich die Frage nach der Anzahl der méglichen Ergebnisse,
d.h. nach der Anzahl der Elemente in ;). Zur vereinfachten Notation bendtigen wir die
Abkirzung

|
(”) — " __ (Binomialkoeffizient).

11



1. Kombinatorik

1.2.1. (n, k)-Permutation mit Wiederholung (1)

Beim Fahrradschloss gibt es fir jedes der Rader unabhangig voneinander zehn verschie-
dene Madglichkeiten. Nach dem Abzahlprinzip insgesamt eine Anzahl von 10* = 10000
Méglichkeiten.

Zu Beginn befinden sich alle Kugeln in der Urne. Wird eine gezogene Kugel im Urnenmo-
dell nach der ersten Ziehung wieder zuriickgelegt (geordnete Stichprobe mit Zurlicklegen),
gibt es fiir den nachsten Zug wiederum n Méglichkeiten, weiter ist dies auch nach der zwei-
ten, dritten bzw. k-ten Ziehung so. Insgesamt gibt es demnach

n-n-....n=nf keN
—_——
n-mal

verschiedene Mdglichkeiten. Ist A die Ergebnismenge des Einzelexperiments, so ist

Quy = {(a1,...,ap); a; € Aftri=1,...,n} = AF und |Qq)| = |A[*.

Beispiel 1.8

Es wird fiinfmal nacheinander ein Wiirfel geworfen. Ein méglicher Ausgang des Ex-
periments kénnte

2] ] =]
sein. In dieser Situation ist das Ergebnis von

[ L7 B3 B3 L

zu unterscheiden, da nacheinander das Ergebnis der Einzelexperimente notiert wird.
Fir jeden Wurf sind sechs verschiedene Ergebnisse mdglich und somit ergeben sich
insgesamt 6° = 7776 verschiedene Mdglichkeiten. Wir notieren dies in der Form

(3,6,2,6,3) € {(a1,...,as); a; € {1,2,3,4,5,6}} = {1,2,3,4,5,6}°.

Beispiel 1.9

Es sollen funf Murmeln auf sechs Schachteln verteilt werden, wobei die Reihenfolge
der Wahl der Schachteln festgehalten werde. Wie viele verschiedene Méglichkeiten
gibt es? Angenommen, die erste Murmel landet in Schachtel drei, die zweite in der
sechsten, die dritte in der zweiten, die vierte in der sechsten und die flinfte in der
dritten. Indem die Schachteln durchnummeriert werden, entsteht die Situation wie
bei den Warfeln, so lautet das Ergebnis (3,6,2,6,3) und es gibt 7776 verschiedene
Méglichkeiten.

12



1.2. Urnenmodelle

Beispiel 1.10

Aus einer Urne, die sechs verschiedenfarbige Kugeln enthélt, werden nacheinander
funf Kugeln herausgezogen, jeweils die Farbe notiert und die Kugel wieder hinein-
gelegt. Die Kugeln haben die Farben gelb, blau, rot, schwarz, weil3 und griin. Ein
mdgliches Ergebnis kénnte

(rot,griin,blau,griin,rot) sein. Die Menge F' = {gelb,blau,rot,schwarz,wei3,grin} lasst
sich durch F — {1,2,3,4,5,6}, gelb — 1, blau — 2, rot — 3, schwarz — 4, wei3 —
5 und griin — 6 bijektiv auf die Menge {1,2,3,4,5,6} abbilden. Somit erhalt man
wiederum die Wirfelsituation mit 7776 verschiedenen Ergebnissen.

Was andert sich, wenn in der Urne von den sechs Kugeln jeweils zwei rot, griin und blau
sind? Oder, wenn der Wiirfel je zweimal eins, zwei und drei als Augenzahl hat? Dann gibt
es fUr jedes Einzelexperiment genau drei mégliche Ausgange (rot, grin, blau bzw. 1, 2, 3),
insgesamt somit 3° = 243 mogliche Ergebnisse.

1.2.2. (n, k)-Permutation ohne Wiederholung (2)

Beim 100-m-Lauf gibt es fiir den Sieger acht, fir den Zweitplatzierten noch sieben und fir
den Drittplatzierten noch sechs Mdglichkeiten, zusammen somit 8-7-6 = 336 Mdglichkeiten.

Ist allgemein die Ergebnismenge A = A; mit |A;| = n flr das erste Einzelexperiment
gegeben, so gibt es fiir das zweite Einzelexperiment mit der Ergebnismenge As noch
|A2] = n—1 = n — 2 + 1 verschiedene Ausgange. Flr das k-te Einzelexperiment gibt
es fir die Ergebnismenge Aj noch |Ax| = n — k + 1 mdgliche Ausgange. Das Gesamter-
gebnis stammt aus der Menge

Q(Z) :{(ala'”vak); Q; GA, Z:]-avkv aj #alaj#l}7

und es gilt nach dem Abzahlprinzip

Qyl = JA|-... Al =n-(n—=1)-...-(n—k+1)
k<n nc.o(n—k+1)-(n—k)
B (n—k)!
_ n! _ n! Iz

(n—k)!  (n—k)k

- ()

Fir k = n gibtes somitn- (n — 1) - ... - 2-1 = n! verschiedene Mdglichkeiten. Dies ist
die Anzahl der Permutationen einer n-elementigen Menge entsprechend der Beschreibung
nach Beispel 1.4 und beschreibt die Anzahl der Mdglichkeiten, n unterscheidbare Kugeln
anzuordnen. Fir k£ > n (d.h. £ > n+1) kommt in dem Produkt der Faktor n—(n+1)+1 =0
vor und damit ergibt sich in diesem Fall der Wert Null. Es kdnnen schlieBlich nicht mehr
als n Kugelnh entnommen werden.

13



1. Kombinatorik

Beispiel 1.11

Werden finf Murmeln auf sechs Schachteln verteilt, wobei jede Schachtel nur einmal
benutzt werden darf, so stehen zunachst sechs Schachteln zur Auswahl, dann finf
usw. Insgesamt gibt es 6 - 5-4 -3 - 2 = 720 Mdglichkeiten, die Murmeln aufzuteilen.
Da nur noch eine Schachtel Ubrig bleibt, entspricht das der Anzahl Permutationen der
sechs Schachteln.

Beispiel 1.12

Aus einer Urne, die sechs verschiedenfarbige Kugeln enthélt, werden nacheinander
finf Kugeln herausgezogen, die Farbe notiert und die Kugel zur Seite gelegt. Die
Kugeln haben die Farben gelb, blau, rot, schwarz, weif3 und griin. Ein mégliches Er-
gebnis kdénnte (rot,grin,blau,weif3,gelb) sein. Auch hier gibtes 6-5-4-3-2 = 720
verschiedene Mdglichkeiten.

Die MISSISSIPPI-Fragestellung

Was andert sich, wenn in der Urne von den sechs Kugeln jeweils zwei rot, griin und blau
sind? Dazu ist zunachst eine Voriiberlegung anzustellen. Wir Gberlegen uns, wie es fiir den
Fall aussieht, wenn alle Kugeln gezogen werden und zunéchst alle Kugeln unterschieden
werden kdnnen, indem beispielsweise je eine rote, grine und blaue Kugel einen weil3en
Rand erhalt. Dann gibt es zunéchst 6! = 720 Permutationen, eine davon ist etwa

©00°00®

Wird von der kiinstlichen Unterscheidung abgesehen, spielt es keine Rolle, welche der ro-
ten Kugeln an welcher Position kommt. Fir die roten Kugeln gibt es 2! = 2 Permutationen.
Die Gesamtzahl an Méglichkeiten wird durch diesen Faktor dividiert. Ebendasselbe gilt fir
die grinen und blauen Kugeln. Das ergibt insgesamt %:2, = 90 verschiedene Mdglich-
keiten.

Bei einer Ergebnismenge A mit |A] = n, von deren Elementen jeweils ni,...,n; mit
n = ni +n2 + ... + ng gleich sind, gibt es m!f‘_’..m! Permutationen. Die Buchstaben des
Wortes MISSISSIPPI kénnen auf ﬁﬁm = 34650 verschiedene Arten angeordnet werden.

Um den Fall der Ziehung von k£ < n Kugeln aus der Urne behandeln zu kénnen, muss
dafiir zunachst die Situation (3) als Spezialfall der Permutationen betrachtet werden.

1.2.3. (n, k)-Kombination ohne Wiederholung (3)

Sind beim Lotto sechs Kugeln aus den 49 Kugeln entnommen und werden diese markiert,

lassen sich die markierten und die nicht markierten Kugeln auf Gﬁi’g! = 13982816 verschie-

dene Arten anordnen.

Bei der ungeordneten Stichprobe ohne Zurticklegen kommt es nicht auf die Reihenfolge
der k gezogenen Kugeln an. Fir die Reihenfolge der k& Kugeln gibt es k! Permutationen,
deren Unterscheidung nicht von Belang ist. Damit muss es

= (}) = mi

14



1.2. Urnenmodelle

Mdglichkeiten geben. Ist A mit |A] = n die Ergebnismenge flr jedes Einzelexperiment, so
stammt das Gesamtergebnis aus der Menge

Q(S):{{alw"aak}; ai€A7 al#ajfurz#ja 1§Zaj§k}

Erlauterung

Um ein mégliches Ergebnis {ay,...,a;} als k-Tupel (a4, ..., ax) zu schreiben, Uber-
legen wir uns, dass zu jeder der k! Permutationen eine gehért, bei der die Elemente
aufsteigend sortiert sind. Dies lasst sich formell durch eine Aquivalenzrelation auf
() beschreiben:

Zwei k-Tupel (a1, ...,ax), (@1,...,ar) € Q) seien quivalent,
(ah...,ak) ~ (dl,...,dk),
genau dann wenn es eine Permutation 7 : {1,...,k} — {1,...,k} gibt mit &; = a,).

Betrachtet man die Aquivalenzklasse [(as, . . . , ax)]~, SO gibt es einen Reprasentanten
(a1,...,ar) € [(a1,...,ax)]~
mit a; < a; fur j < L.
Durch Sortierung der Elemente der Menge {ay,...,ax} zu einem k-Tupel I8sst sich €23

schreiben als
Q(g) = {(dl,. . .,dk); a; € A, dj < a fur] < l}

und es gilt [Q3)| = (7).

Beispiel 1.13

Aus einer Urne, die sechs verschiedenfarbige Kugeln enthélt, werden gleichzeitig
funf Kugeln herausgezogen und die Farbe notiert. Die Kugeln haben die Farben
rot, griin, blau, gelb, schwarz und weif3. Ein mdgliches Ergebnis kénnte die Menge
{blau,weif3,griin,rot,gelb} sein, die eine 5-elementige Teilmenge der Ergebnismenge
ist. Schreiben wir sémtliche Elemente der Ergebnismenge auf und markieren diejeni-
gen Elemente, die gezogen wurden, durch ein Plus, alle anderen durch ein Minus,

rot grin blau gelb schwarz weil3
+ + + + = +

so stellt jede mégliche Permutation der & Pluszeichen und n — k& Minuszeichen nach
der allgemeinen Permutationsregel #’_k), = (}) mit ny = k und ny = n — k die
Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge dar.
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1. Kombinatorik

Erlduterung: Additionsregel

Oftmals gibt es kombinatorische Fragestellungen, die nicht durch eine einzige Formel
geldst werden kénnen. Die Fragestellung kann zunéchst so in Teilprobleme zerlegt
werden, dass die fiir die einzelnen Probleme resultierenden Ergebnismengen un-
tereinander disjunkt und deren Machtigkeit mit Hilfe einfacher Formeln bestimmbar
sind. Es handelt sich dabei um eine Partition des Gesamtergebnisses. Die Anzahl
der Mdglichkeiten der kombinatorischen Fragestellung ergibt sich dann als Summe
der Anzahlen fiir die einzelnen Teilprobleme?.

4z.B. fur zwei Teilprobleme mit Ergebnismengen Aund B: AN B =0 = |AU B| = |A| + |B|

Sollen aus einer Urne mit zwei roten, zwei grinen und zwei blauen Kugeln finf Kugeln
ohne Zuriicklegen und ohne Reihenfolge entnommen werden, kénnen zunachst die mdg-
lichen Farbkombinationen, die entstehen kdnnen, bestimmt werden: zweimal rot, zweimal
grin und einmal blau; zweimal rot, einmal griin und zweimal blau; einmal rot, zweimal
grin und zweimal blau. Die Teilergebnisse sind disjunkt zueinander und deswegen kann
das Gesamtergebnis additiv zusammengesetzt werden. Es geht dreimal um die Frage, wie
viele Permutationen es in einer Menge mit finf Elementen gibt, von denen jeweils zwei
ununterscheidbar sind:
51 5 51

orom T anal Tl ~ 0 P8R =0

1.2.4. (n, k)-Kombination mit Wiederholung (4)

Sollen finf Pizzen auf drei Kihlregale verteilt werden, so gibt es nachfolgende Anzahl an
Mdoglichkeiten. Dabei steht z|y|z fiir « Pizzen in Regal 1, y in Regal 2 und z Pizzen in Regal
3, x+y+2=05.

5|00, 4/0[1,4/1]0, 3]0[2, 3|2/0, 3|11, 2|03,

2130, 2(1|2, 2|2|1, 1]0[4, 1|4]0, 1|1|3,1|3]1,

1]2]2,0]0]5, 0|50, 0]1|4,04|1, 0]2]3,0|3|2.

Insgesamt also gibt es 21 Méglichkeiten, die Pizzen zu verteilen.
Bei der ungeordneten Stichprobe ohne Zuriicklegen kommt es nicht auf die Reihenfolge

der k gezogenen Kugeln an. Aber es ist zu beriicksichtigen, dass eine Kugel mehrfach
gezogen werden darf.

Erlauterung

Um den Ergebnisraum Q4 erhalten zu kdnnen, betrachtet man die Aquivalenzre-
lation in (3) auf der Menge (;), da es Wiederholungen geben darf. Es sei fir die
Untersuchung der Machtigkeit von Q4 eine Menge A = {1,2,...,n} gegeben. Wird

aus jeder Aquivalenzklasse ein Reprasentant (ay,...,a;x) Mit a; < ay < ... < ay
bestimmt, so lasst sich Q4 schreiben als

Quy =A{(a1,...,ax); a; € A, aj < a; fir j <1},
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1.2. Urnenmodelle

Die Abbildung f : Q4 — Q(g) ordne jedem k-Tupel (ay, ..., ai) ein k-Tupel (ay, ..., ax)
mittels @; = a; +i — 1 zu, d.h. g max = n + k — 1. Dabei sei Q) == {(@1, ..., ax); @ €
{1,2,...,n—1+4k}, a; < a fir j < 1}. Dannist f bijektiv und es gilt Q4| = ("‘,1*’“).
fistinjektiv: Seien a,b € 4y mit a # b beliebig. Es gibt wenigstens einen Index i mit
a; # b;. Sei i der kleinste dieser Indizes. Dann gilt f(a;) = a;+i—1 £ b;+i—1 = f(b;).
Also ist f injektiv.

f ist surjektiv: Sei (a1, . .., ax) € Q). Wegen a; = a;-+i—1 schreibe man a; = a;—i+1
und bilde das k-Tupel

@ —1+1,a—2+1,...,45 —k+1) = (@,a2 — 1,...,a5 — k+1).
Wegena; = a1 > 1,4y <n—-14+kdh.ay <nunda; <ajy1 © a;—i+1<

div1— i+ 1) +1ea; <aqp1+1<a; <aipqund far,...,ax) = (a1,...,a;) ist f
wohldefiniert und surjektiv.

Zusammen ist f bijektiv. Damit sind beide Mengen gleichméchtig. Q(g) ist von der
gleichen Struktur wie ©(3) und besitzt deshalb ("~ 1Jr”“) Elemente.

Die Abbildung f erzeugt eine aufeinanderfolgende Anordnung gleicher Ergebnisse

und fOhrt zwischen zwei verschiedenen Ergebnissen a; und a;11 = a; + 1 durch den

Index i einen Zwischenwert a; + i ein. Denn fir a; < a;4; gilt

Gi=ai+i—1<ai+i<ar+i=a+(G@+)—1=a mitd={1,...,.n—1+k}.
Das Gesamtergebnis stammt aus der Menge

Q= {(@r,...,an); @ € A, d; < a furj <1}

und es gilt [Qy)| = (” %) gemaB Abschnitt 1.2.3. Somit kénnen die k = 5 Pizzeninn = 3
Kuhlregale auf (*~1*°) = (7) = 21 verschiedene Arten einsortiert werden.

Beispiel 1.14

Aus einer Urne mit vier Kugeln A = {rot, griin, blau, gelb} werden drei Kugeln mit
Zurlcklegen gezogen. Da die Reihenfolge im Gesamtergebnis keine Rolle spielen
soll, werden die gezogenen Farben in alphabetischer Reihenfolge sortiert. Zwischen
jeweils zwei Farben wird ein Trennstrich eingefiigt und anschlieBend jede gezogene
Kugel eingetragen, z. B.

blau | gelb | grin | rot
® | | |

Es gibt n — 1 Trennstriche und k& Kugeln. Auf wie viele Arten lassen sich Kugeln und
Trennstriche anordnen? Jede mdgliche Ziehung ist jede mdgliche Permutation der
Kugeln und Trennstriche, insgesamt eine Anzahl (*~3™*) = 20 verschiedener Anord-
nungen.
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. Kombinatorik

Beispiel 1.15

Auf wie viele Arten lassen sich 20 Murmeln auf 3 Schachteln verteilen? Unter der An-
nahme, dass in jeder Schachtel genligend Platz vorhanden ist, ergeben sich (3‘;8“20)

2221 — 231 verschiedene Moglichkeiten.

Beispiel 1.16: Bose-Einstein-Verteilung: Anzahl der Systemzustande

Man betrachte ein System bestehend aus & gleichartigen und unterscheidbaren Teil-
chen, die sich in einem Zustandsraum mit n mdglichen Zustédnden befinden. Dann

lasst sich ein Zustand des Systems durch ein n-Tupel (aq,...,a,) mit > a; = k be-
i=1

schreiben. Der Zustandsraum ist die Menge aller solcher Tupel:

9(4) = {(al,...,an); Zai Zk'}
i=1

Es gibt [4)| = ("4 1") verschiedene Zustande.
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2. ldeen der Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1. Wahrscheinlichkeitsraume

Experimente,
« die nach einer bestimmten Vorschrift durchgefiihrt werden,
« die beliebig oft wiederholbar sind,
 deren Ausgang nicht vorhergesagt werden kann,
werden Zufallsexperimente genannt. Zu einem Zufallsexperiment gehdren
 ein Ergebnisraum in Form einer Menge €2,
* ein Elementarereignis w € Q.

 Ereignisse.

Jedes Elementarereignis kann das Ergebnis des Zufallsexperiments sein. Ein Ereignis ist
eine Menge A C Q und tritt ein, wenn das Ergebnis w des Zufallsexperiments in A enthal-
ten ist, w € A. Alle bendtigten Ereignisse eines Zufallsexperiments werden zur Ereignis-
menge F zusammengefasst. Tabelle 2.1 zeigt einige oft bendtigte Arten von Ereignissen.

Tabelle 2.1.: Beispiele fiir Ereignisse

Ereignis Bezeichnung Tore beim FuBball

Q Sicheres Ereignis Ng

0 Unmaogliches Ereignis 0

A=0\4A Sigiizu A komplementare Er- A=1{0,1,2}, A={3,4,5,..}
Bmit BNA=( | Einzu Adisjunktes Ereignis | A= {1,2}, B = {3,4}
BmitBCA Ein A implizierendes Ereignis | A ={0,1,2,3,4}, B ={0,1,2}

Die Sicherheit des Eintretens von Ereignissen wollen wir einschatzen. Dies soll Gber eine
Funktion P : 7 — [0, 1] geschehen, an die wir gewisse Forderungen stellen wollen:

« P(0) = 0, P(Q) = 1, P(A) >0,
« 1=P(Q) = P(AU A) = P(A) + P(A),
« P(AUB) =P(A) + P(B) fir AN B = 0),

e P ( U Ai) = > P(A;) fir paarweise disjunkte A;.
€N €N
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2. ldeen der Wahrscheinlichkeitstheorie

* Falls BC A, soll P(A) =P(BU(A\ B)) =P(B) + P(A\ B) und damit P(B) < P(A4)
sein.

Das unm@gliche Ereignis tritt sicher nie, das sichere Ereignis immer ein. Alle anderen Er-
eignisse sollen dazwischenliegende Bewertungen erhalten. Die Bewertungen zweier kom-
plementarer Ereignisse sollen addiert Eins ergeben, da eines der beiden Ereignisse sicher
eintritt. Dies soll noch verallgemeinert werden. Fiir zwei disjunkte Ereignisse sollen sich die
addierten Bewertungen so verhalten, wie wenn die beiden Ereignisse zusammen betrach-
tet werden. Das soll nicht nur fir zwei sondern immer dann gelten, wenn die Ereignisse
abgezéahlt werden kénnen. Die Bewertung eines Ereignisses, das Teilmenge eines ande-
ren Ereignisses ist, soll entsprechend kleiner sein. Wenn eine Funktion diese Kriterien
erflllt, ordnet sie Ereignissen eine Wahrscheinlichkeit zu.

2.1.1. Das MaBproblem und WahrscheinlichkeitsmaBe

Leider gibt es fir den wichtigen Standardfall 2 = R und die Potenzmenge F = P(R)
keine solche Funktion P, siehe [7]. Dennoch ist der Ansatz der Abbildung von Ereignissen
in das Intervall [0, 1] nachvollziehbar. Die geforderten Eigenschaften scheinen plausibel.
Deshalb scheint es eine sinnvolle Idee zu sein, die Ereignismenge F so einzuschranken,
dass die Eigenschaften erhalten bleiben. Eine geeignete Wahl fur Ereignismengen sind so
genannte o-Algebren.

Definition 2.1: o-Algebra
Ein Mengensystem F C P(Q) bestehend aus Teilmengen des Ergebnisraums 2 heif3t
o-Algebra Uber 2, wenn es die drei folgenden Eigenschaften erfiillt:

c Qe F,

« Ac Ffuralle A e F,

« |J A, e Ffiralle A; € F.
1€EN

J

Auf Basis einer o-Algebra kénnen wir eine den Ereignissen eines Zufallsexperiments Wahr-
scheinlichkeiten zuordnende Funktion definieren.

Definition 2.2: WahrscheinlichkeitsmaB

Sei F eine o-Algebra Uber einem Ergebnisraum . Eine Funktion P : 7 — R, die
jedem Ereignis A aus F eine reelle Zahl zuordnet, heif3t Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf
F, wenn die drei folgenden Axiome erfillt sind:

« P(A) >0flralle A e F,
e P(Q) =1,

P < U Ai> = > P(A;) fur paarweise disjunkte A;.

1€EN 1€EN
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2.1. Wahrscheinlichkeitsrdume

Die Idee der Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie stammt vom sowjetischen Mathema-
tiker Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow. Aus den Axiomen lassen sich verschiedene Re-
chenregeln fir Ereignisse folgern. Als Beispiel dient der folgende Satz.

Satz 2.3: Additionssatz fiir Ereignisse

Far zwei Ereignisse A und B gilt

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB).

Beweis.

Man betrachte folgende disjunkte Zerlegungen zweier Ereignisse A und B und deren
Vereinigungsmenge:

A = (AnB)U(ANB) = P(A)=P(ANB)+P(ANB)
B = (BNA)U(BNA) = P(B)=P(ANB)+P(BNA)
AUB = (ANnB)U(ANB)U(BNA)
Damit gilt
P(AUB) = PANB)+P(ANB)+P(BNA)

P(A) + P(B) — P(AN B).
O

Das Zufallsexperiment wird nun durch das Festlegen dreier Bestandteile modelliert. Dabei
ist die Ergebnismenge der erste Baustein, auf den die anderen aufsetzen.

Definition 2.4: Wahrscheinlichkeitsraum, Trager

(Q, F,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum, falls
+ () ein Ergebnisraum,
« F eine o-Algebra Uber €,
+ P ein WahrscheinlichkeitsmafB auf F ist.

Gibt es eine abzahlbare Menge T' € F mit P(T) = 1, so hei3t T der Trager von
P und der Wahrscheinlichkeitsraum diskret, ansonsten stetig. Das Paar (2, F) heif3t
Messraum.

Bemerkung.

(1) Das Wahrscheinlichkeitsmaf3 eines diskreten Wahrscheinlichkeitsraums heif3t diskretes

Wahrscheinlichkeitsmal3.

(2) Durch f : T — [0,1] mit P({w}) = f(w), >. f(w) = 1 wird das diskrete Wahrschein-
T

we
lichkeitsmaf vollstandig charakterisiert. Dies wird als Zahldichte oder diskrete Dichte be-
zeichnet.
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2. ldeen der Wahrscheinlichkeitstheorie

(3) Ein Ereignis A € F heif3t P-fast sicher, falls P(4) = 1. Das bedeutet jedoch nicht, dass
das Ereignis auch eintritt. Ist P(A) = 0, hei3t A eine P-Nullmenge.

2.1.2. Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

In Anwendungen tritt immer wieder die Situation auf, dass zwar nicht das exakte Ergeb-
nis eines Experiments vorhergesagt werden kann, alle méglichen Ergebnisse endlicher
Zahl aber ndherungsweise gleichwahrscheinlich sind. Die Modellierung gleichwahrschein-
licher Ergebnisse ist dann oftmals eine zufriedenstellende Beschreibung der Wirklichkeit.

Definition 2.5

Ein Zufallsexperiment mit endlich vielen, gleichwahrscheinlichen Elementarereignis-
sen hei3t Laplace-Experiment.

Laplace-Experimente werden durch diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume modelliert. Dabei
wird als o-Algebra Uber dem Ergebnisraum 2 oft deren Potenzmenge P(2) benutzt. Ein
sehr bekanntes Beispiel fir ein Laplace-Experiment ist das Werfen eines fairen Wiirfels.
Das Ergebnis eines Wurfs ist die Augenzahl.

Beispiel 2.6: fairer Wiirfel

Das Werfen eines Wiirfels ist ein sehr komplexer Vorgang, der sich nicht exakt be-
schreiben Iasst. Wir nehmen nun an, dass beim Werfen eines Wirfels jede mégliche
Augenzahl gleichwahrscheinlich ist. Bei sechs méglichen Augenzahlen ergibt sich je-
weils die Wahrscheinlichkeit 1/6. Die mdglichen Ergebnisse fassen wir in der Menge
Q ={1,2,3,4,5,6} zusammen und schreiben p,, = /6 fir jedes w € Q). Der dazuge-
hérige Wahrscheinlichkeitsraum lautet (©2, P(2),P) mit

P:P(Q) = [0,1], A P(A) =) p..

wEA

Wegen P({w}) = p,, gilt P(A) = % = %. Die Funktion f : Q — [0,1], w — p,, ist

[€2]
hierbei eine Zahldichte.

Sind wir im letzten Beispiel 2.6 nur daran interessiert, ob die Augenzahl gerade oder un-
gerade ist, kdnnen wir statt der Potenzmenge die Menge F = {0,9Q,{1,3,5},{2,4,6}}
als Ereignismenge wahlen. Das Wahrscheinlichkeitsmaf wird dabei lediglich auf F einge-
schrankt.

Beispiel 2.7: einfaches Urnenmodell

In einer Urne befinden sich n € N durchnummerierte Kugeln. Das Ziehen einer Kugel
aus der Urne |asst sich als Laplace-Experiment modellieren und liefert fur jede Kugel

w e N ={1,2,...,n} die Wahrscheinlichkeit p,, = 1/». Mit dem entsprechend zum

fairen Wurfel modellierten Wahrscheinlichkeitsraum gilt P(A) = % = %.
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2.1. Wahrscheinlichkeitsrdume

Die beiden Mengen 2 aus den Beispielen 2.6 und 2.7 besitzen |Q)] = 6 bzw. |Q| =

n

Elemente. Sehr haufig wird die Machtigkeit einer Menge oder einer Teilmenge der Menge

fir Fragestellungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie oder der Statistik benétigt.

Definition 2.8

Ein Laplace-Experiment mit || = n und p,, = 1/~ sei durch den Wahrscheinlichkeits-
raum (2, P(Q2),P) mit

P:P(Q) = [0,1], A P(A) := > p..

wEA
modelliert. Die Wahrscheinlichkeit

_ A

FA)=1a

wird als Laplace-Wahrscheinlichkeit bezeichnet. | 4| ist die Anzahl glinstiger Félle fur
das Ereignis A und |Q| ist die Gesamtzahl mdglicher Félle.

Beispiel 2.9

Beim Kniffel werden fiinf gleiche Wirfel gleichzeitig geworfen. Eine groBBe StrafBe
erhélt man, wenn entweder {1,2,3,4,5} oder {2,3,4,5,6} geworfen wird. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit daftir? Dem Elementarereignis A = {(1,1,1,1,1)} in der
Menge der (6, 5)-Kombinationen mit Wiederholung entspricht genau das Elementar-
ereignis {(1,1,1,1,1)} in der Menge der (6, 5)-Permutationen mit Wiederholung. Im
Gegensatz dazu entsprechen dem Elementarereignis B = {(1,2,3,4,5)} in der Men-
ge der (6,5)-Kombinationen mit Wiederholung aber 5! = 120 Elementarereignisse in
der Menge der (6, 5)-Permutationen mit Wiederholung, beispielsweise {(1,2,3,5,4)}
oder {(5,3,4,2,1)}, vereinigt zum Ereignis B. Im dazugehérigen Laplace-Experiment
far (6, 5)-Permutationen mit Wiederholung und Q) = {1,2,3,4,5, 615 gilt

1 5!

PQ(I)(B) s e 65

=Pq,, (B).

Die Modellierung als Laplace-Experiment auf Grundlage von Q4 und der (6,5)-
Kombinationen mit Wiederholung wiirde beiden Elementarereignissen die gleiche
Wahrscheinlichkeit zuweisen, was dem ersten Modell widerspricht. €24 eignet sich
daher nicht zur Modellierung eines Laplace-Raumes.

Man modelliert durch Q) = {1,2,3,4,5,6}° ein Laplace-Experiment. Die Wahr-
scheinlichkeit flr ein Elementarereignis ist dann p, = 6% fir jedes w € Q). Die
Anzahl fur die Fragestellung ,gunstiger Falle* bekommt man dadurch, dass sowohl
die Variante {1, 2, 3,4, 5} als auch die Variante {2, 3,4, 5,6} auf 5! = 120 verschiede-
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Ideen der Wahrscheinlichkeitstheorie

ne Arten erzielt werden kann. Mit den disjunkten Ereignissen

Ay = {(a1,a2,a3,a4,05); a; € {1,2,3,4,5}, a; # a; fUr j # 1}
Ay = {(a1,a2,a3,a4,0a5); a; € {2,3,4,5,6}, a; # a; fur j # 1}

und der Additionsregel aus Abschnitt 1.2.3 gilt

5! 5! 2.5 240 )

Beispiel 2.10

Wie wahrscheinlich ist es, beim Zahlenlotto vier richtige Zahlen zu haben? Beim Zah-
lenlotto geht es um das Ziehen ohne Zuriicklegen. Bei Berlcksichtigung der Rei-
henfolge wird €2,y zugrundegelegt. Ist die Reihenfolge ohne Bedeutung nimmt man
Q3). Einem Elementarereignis A = {(a1,a2,a3,a4,as,a6)} € Q3 bei den (49,6)-
Kombinationen ohne Wiederholung entsprechen bei den (49, 6)- Permutationen oh-
ne Wiederholung 6! = 720 Elementarereignisse, vereinigt zum Ereignis B. Fiir ein
Laplace-Experiment auf Basis von €, gilt

3 6! 1
Poo(B)= o ad =

(5)
Mit dem Ergebnisraum €23y erhalt man das identische Resultat:

1
Pa,, (4) = 749\

(s)

Hier sind beide Ansatze mdglich. Der Ansatz mit 5 ist dann sinnvoll, wenn es um
Positionen einzelner Kugeln bei der Ziehung geht. Deswegen benutzt man fir die ge-
gebene Fragestellung €23). Was ist die Anzahl glinstiger Ereignisse? Aus der Menge
Qs ist ein Element C (der Tipp) ausgwahlt. Das heiB3t, dass von 49 Zahlen sechs
gewahlt und 43 nicht gewabhlt sind. Von den sechs Zahlen sollen vier tatséchlich ohne
Wiederholung gezogen werden, egal in welcher Reihenfolge. Aus den verbleibenden
43 Kugeln sollen zwei tatsachlich ohne Wiederholung und ohne Beachtung der Rei-
henfolge gezogen werden. Somit ergibt sich die hypergeometrische Verteilung

) - (%) 3.5!.5.3-43 .42 645

P = 4 27— - = =0.

2 (C) (29 104847464544 _ 665896 00097
Beispiel 2.11: Bose-Einstein-Verteilung

Werden die Systemzusténde (a4, ..., a,) eines Zustandsraums mit k& Teilchen und n

maoglichen Zustédnden (siehe Beispiel 1.16) und " a; = k als gleichwahrscheinlich
;=1

angenommen, gilt P({(a1,...,a,)}) = /("7 }5).
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2.1. Wahrscheinlichkeitsrdume

Beispiel 2.12: Poissonverteilung

Die Anzahl erzielter Tore bei einem FuBballspiel kann tber den Wahrscheinlichkeits-
raum (Ng, P(Np), P) mit
)\UJ
P:P(No) = [0,1], AmP(A):= Y e =

w!
w€eA

mit einem Parameter A > 0, der die erwartete Trefferzahl beschreibt, modelliert wer-
den.

Im Beispiel wird die Zahldichte P({w}) = f(w) 1= e™* - fu—“, benutzt. Das diskrete Wahr-
scheinlichkeitsmal3 im Beispiel 2.12 hei3t Poisson-Verteilung

Beispiel 2.13

Annahme: Die erwartete Anzahl erzielter Treffer bei einem FuBballspiel ist 2. Wir set-
zen A = 2 und betrachten die dazugehérige Zahldichte der Poisson-Verteilung.

0.251
0.20-
0.151
0.10-

0.051

] L ® ¢ o ¢ 0 0 0 0 6 0 0 0 0 &
5 10 15 20

P({0,1,2,3}) =

3
w=

—2 2¥ _ 19 _
e B = g = 086.

Sei T Trager von P eines diskreten Wahrscheinlichkeitsraums, dessen Elemente geordnet
sind. Auf Grundlage einer diskreten Dichte f : T — [0, 1] I&sst sich eine Funktion

Fp:T = [0,1], t = Fp(t) = Y f(w)

w<t
weT

definieren, bei der Wahrscheinlichkeiten aufsummiert werden. In diesem Fall sprechen wir
von einer diskreten Verteilungsfunktion. Fir die im Beispiel berechnete Wahrscheinlichkeit
gilt

P({0,1,2,3}) = Fp(3) = 0.86.
Wegen P(T) = 1 gilt 0 < Fp(t) < 1 flr jedes ¢ € T. Zudem muss Fp monoton wachsend
sein, da P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist und somit nur nicht-negative Werte annimmt.
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2. ldeen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Beispiel 2.14

Die diskrete Verteilungsfunktion zur Poisson-Verteilung im letzten Beispiel sieht fol-
gendermaf3en aus:

10 e ®© © 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o
08}
0.6
04 o

0.2

L L L L
[ 5 10 15 20

Die Differenz Fp(t) — Fp(t — 1) entspricht der Wahrscheinlichkeit P({¢}) und fuhrt zu
den sichtbaren Wertespriingen im Graphen der diskreten Verteilungsfunktion.

Eine diskrete Verteilungsfunktion lasst sich fir T ¢ R ohne Einschréankung auf ganz R
definieren, Fp : R — [0, 1]. Gibt es nur endlich viele Spriinge in einer solchen Verteilungs-
funktion, liegt eine Treppenfunktion vor. Die einfachste Treppenfunktion erhalten wir, wenn
es nur einen Sprung gibt. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (T, 7, P) genligt der Ein-
punktverteilung in a € T, wenn fir die Verteilungsfunktion

0, z<a,
FP(x):{l > aq

fir alle z € T gilt. Die nachfolgend aufgefiihrten beiden diskreten Verteilungen auf Basis
einer speziellen Ergebnismenge 2 spielen im Weiteren eine wichtige Rolle.

Definition 2.15: Bernoulli-Verteilung

Sei Q2 ={0,1} und 0 < p < 1. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) gentigt
der Bernoulli-Verteilung, wenn fur die Verteilungsfunktion

0, z <0,
Fp:R—[0,1], x— Fp(x) = 1—p, 0<2z<1,
1, z>1,

gilt.

Definition 2.16: Diskrete Gleichverteilung

Sei Q = {wq,...,wr} C Rmitw; < wj flri < j. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
(Q2, F,P) genigt der diskreten Gleichverteilung, wenn fir die Verteilungsfunktion gilt:

_ |5 wi <3}

Fp:R—[0,1], x — Fp(z) 3
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2.1. Wahrscheinlichkeitsrdume

Das Urnenmodell basiert auf der Annahme, dass jede Kugel mit gleicher Wahrscheinlich-
keit gezogen werden kann. Je nach Vorgang entsteht dann aus der diskreten Gleichvertei-
lung eine andere diskrete Verteilung.

2.1.3. Stetige Wahrscheinlichkeitsraume

Kehren wir zu der Frage aus dem MaBproblem zurtick, welche Ereignismenge fiir den Er-
gebnisraum R die Bildung eines WahrscheinlichkeitsmaBes erméglicht. Dazu bedarf es
einer Menge, die alle ,interessanten“ Mengen wie z.B. Einpunktmengen, beliebige Inter-
valle oder abz&hlbare Vereinigungen oder endliche Durchschnitte von Intervallen enthalt.
Solche Mengen werden oft in Anwendungen bendétigt. Die Borelsche o-Algebra B ist die
Ereignismenge der reellen Zahlen und erflllt diese Anforderungen. Ein Wahrscheinlich-
keitsmaB P : B — [0, 1] bestimmt z.B.

* P(] - 00,4]),
und mit Hilfe der disjunkten Zerlegung | — co,b] =] — o0, a]U]a,b] (fiir a < b) und des
Additionssatzes

* P(Ja,b]) = P(] — 00,b]\] — 00, a]) = P(] — 00,0]) — P(] - 00, a),

d.h. ] — o0, al,]a,b],] — c0,b] € B flr a,b € R. Ist der Ergebnisraum (2 lediglich eine Uber-
abzahlbare Teilmenge der reellen Zahlen, so Iasst sich die Borelsche o-Algebra durch
B(R N Q) beschreiben. Analog zu diskreten Wahrscheinlichkeitsmaf3en hei3t das Wahr-
scheinlichkeitsmal3 eines stetigen Wahrscheinlichkeitsraums stetiges Wahrscheinlichkeits-
maf3. Ebenso gibt es wie im diskreten Fall mit der diskreten Dichte eine stetige Dichte.

Definition 2.17: Verteilungsfunktion, Dichte

IstP: B — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf R mit der Borelschen o-Algebra 5,
so heif3t
Fp:R—[0,1], x — Fp(z) :==P(] — o0, z])

die Verteilungsfunktion von P. Eine Funktion f : R — R, fur die

7 f(z)dz = 1 und Fp(z) = / f(z)dz

gilt, heiBt stetige Dichte.
&

Bemerkung.
(1) Fp ist monoton wachsend, rechtsseitig stetig und es gelten die Grenzwerte

lim Fp(z) =1und lim Fp(z)=0.
Tr—r 00 Tr—r—00

(2) Oft interessieren uns lediglich die Verteilungsfunktion oder die stetige Dichte und nicht
das eigentliche Wahrscheinlichkeitsmaf3. Dann schreiben wir F' anstelle von Fp.

(3) Ist der Trager einer diskreten Dichte eine Teilmenge der reellen Zahlen, so lasst sich die
dazugehdrige diskrete Verteilungsfunktion durch eine Verteilungsfunktion reprasentieren.
Ein Beispiel dafirr ist die in Definition 2.15 eingefiihrte Verteilungsfunktion fir die Bernoulli-
Verteilung.
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2. ldeen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Satz 2.18
Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ist A; D A2 D ... eine monoton fal-
lende Folge (A)ren von Ereignissen in 7, und A = hm A = ﬂ Ay, deren Durch-

keN
schnitt, so qilt

P(A) = lim P(Ay)

k—o0

Beweis.

Fir jedes k ist A, die disjunkte Vereinigung von A und den Differenzmengen D; =
Ai\AH—l eFmiti=kk+1,....

Damit gilt P(Ay) = P(A) + i P(D;). Da die D, disjunkt sind, konvergiert die Reihe
i=k

ioj P(D;) wegen
i=1

iP(D’) =P <G D¢> und GDZ e F.

=1
Aus der Konvergenz der Reihe folgt, dass die Folge (P(D;));en eine Nullfolge ist? und
so 3. P(D;) =3 0. Damit gilt
i=k

lim P(A;) = P(A) + lim S P(D;) = P(A).
k— o0 k—o0 pat

avgl. [4], S. 60

Eine stetige Dichte besitzt nicht dieselben Eigenschaften wie eine diskrete Dichte. Ist

(ak)ren €ine monoton wachsende Folge mit a; < b und khm ar =b,s0ist {b} = ) ]ax,b].
i — 00 k=1
Somit folgt mit Satz 2.18

P(lag, b)) = / e dx—/ e d:v—/f

P({b}) = hm P(Jak, b)) =0
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2.1. Wahrscheinlichkeitsrdume

Jedes Elementarereignis besitzt die Wahrscheinlichkeit Null und jedes Ereignis Q \ {b}
ist P-fast sicher. Es lassen sich damit auch Wahrscheinlichkeiten fir z.B. abgeschlossene
Intervalle bestimmen:

P(la,b]) = P({a} Ula,b]) = P({a}) + P(Ja, b]) = P(ja, b]).
Mit einer dazugehorigen Verteilungsfunktion gilt dann

P([a,b]) = P(la,8]) = P(| - o0, b]) — B(] — o0, a]) = Fe(b) — Fe(a).

Definition 2.19: Stetige Gleichverteilung

Ein stetiger Wahrscheinlichkeitsraum mit 2 = R genligt der stetigen Gleichverteilung
auf [a, b] C R, wenn fir die Verteilungsfunktion

0, z < a,
Fp(z) = =4 z€[ab],
1, x > b,

gilt.

Sei [¢,d] C [a, b]. Fr die stetige Gleichverteilung gilt dann P([c, d]) = Fp(d) — Fp(c) = 4=<.

Beispiel 2.20: Normalverteilung

Eine der wichtigsten stetigen Dichten ist durch die Normalverteilung tber

1

oV 22w

1, (z—m)?
e 27 o2

f:R=RT 2 f(z) =

mit Parametern 1 € R und 02 € Rt gegeben. Fir i = 0 und o2 = 1 sprechen wir
von der Standardnormalverteilung. Fur die Verteilungsfunktion £, ,2y := Fp gibt es
lediglich Naherungswerte. Es sei ® = F(y ). Eine beliebige Normalverteilung lasst
sich aus der Standardnormalverteilung mittels der Substitution

z—p
T o
1 1 (@ew? u=*=k 1 _ 1,2 T— U
F(u,az)(x)Z/a 271_6 2T dr = /\/ﬂe z duz@( > >

gewinnen. Das Bild zeigt den Graphen der Normalverteilung firr die Parameter (p, 02) =
(10,9) bzw. (u,0?) = (13,9).
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5 10 15 20

Eine Verteilungsfunktion Fp : M — [0,1] hilft uns dabei, verschiedene Fragestellungen
zu beantworten. Neben dem Wert von Fp an verschiedenen Stellen z € M, z.B. fiir die
Standardnormalverteilung

®(1) = 0.8413, ®(—1) = 0.1587 = D(1) — &(—1) = 0.6827, (2.1)

lasst sich umgekehrt die Frage stellen, fur welches « € M denn Fp(z) = aflir0 < a <1
gilt. Da es ein solches = nicht geben muss oder es nicht eindeutig bestimmt sein muss,
nennen wir

Fyl:(0,1) = M, a— Fp'(a) :=inf{z € M; Fp(z) > a} (2.2)

die Quantilfunktion von P und F;; ' («) das a-Quantil von P. Bei der Standardnormalvertei-
lung wird ein beliebiges a-Quantil oft mit z, := ®~1(«) abgekurzt.

Beispiel 2.21: Median

Ein besonders wichtiges a-Quantil ist der Median F; *(0.5). Fir die Standardnormal-
verteilung gilt zo.5 = 0. FUr die allgemeine Normalverteilung ist

F(maz)(:c):@(x;"‘) =056 —t-0sc=u

Far 2 = u erhalten wir den maximalen Wert der Dichtefunktion der Normalverteilung. Denn,
da die Dichtefunktion differenzierbar ist, folgt

d < 1 ;W) 1 ,%% (x—p) PR
—_— e o = _ e o . = €Tr = s
dx \ ov/2rm oV 2T o2 a
2 2 z=
’ 2 < - e 3 (m;5>2> = — ! 67%'(3:/2”2 . <(x _QN) - 1) <o
dz? \ o+/27 o3/ 2T o

Der maximale endliche Wert - falls es ihn gibt - einer diskreten oder stetigen Dichte heif3t
Modalwert, der oder die dazugehdrigen Werte der Definitionsmenge der Dichte hei3en
Modus. Der Modalwert der Normalverteilung ist f(u) = \1ﬁ das 0.95-Quantil der Stan-

oV2m’

dardnormalverteilung lautet z g5 = ®~1(0.95) = 1.6449.
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2.2. Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit

2.2. Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit

Bei Zufallsexperimenten spielt es oftmals eine Rolle, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
Ereignis unter der Bedingung eintritt, dass ein anderes Ereignis eingetreten ist.

Beispiel 2.22

Von Steinsalzkérnern? werde der Korndurchmesser D (in Millimetern [mm]) und die
Druckfestigkeit F' (in Newton pro Quadratmeter [~/mm?]) erfasst. Mégliche Ereignisse
in dieser Situation kénnten A = {(d,f); d € D, f € F, f < 40 [N/mm?]} oder
B ={(d,f); de D, feF, d<3[mm]} sein. Wie wahrscheinlich ist es, dass unter
der Bedingung des Eintretens des Ereignisses B das Ereignis A eintritt?

4Beispiel aus [9]

Beispiel 2.23

Das Werfen zweier Wiirfel kann durch den Ergebnisraum Q) = {(4,5); i,j = 1,...,6}
beschrieben werden. Ist C' C Q(;, so wird P(C) durch die Laplace-Wahrscheinlichkeit

P(C) = % bestimmt. Dem Ereignis ,Augensumme grdBer als neun” entspricht die
Menge
A ={(4,6),(5,6),(6,6),(5,5),(6,5),(6,4)}

und dem Ereignis ,beide Wurfel zeigen dieselbe Augenzahl“ die Menge
B = {(17 1)’ (2a 2)7 (3’ 3)7 (47 4)a (57 5)7 (6, 6)}

Unter der Bedingung, dass das Ergebnis in B liegt, wie wahrscheinlich ist es, dass
das Ergebnis auch in A liegt??

4Beispiel aus [12]

Sei Q = {a1,...,a,}, | = n, ein Ergebnisraum mit den Elementarereignissen {a;} und
zudem |A| = n4 bzw. |B| = np fur zwei Ereignisse A und B. Es sei weiter |[AN B| = nap
die Anzahl Elementarereignisse, die sowohl zu A als auch zu B gehéren. Auf Basis von
Laplace-Wahrscheinlichkeiten ist zunachst

P(4) = "2, P(B) = 7%3 und P(AN B) = ”ATB,

Nach Durchfiihrung des Experiments sei bekannt, dass B eingetreten ist. Der zu betrach-
tende Ergebnisraum verringert sich auf alle Elemente von B. Nur noch diejenigen Ele-
mentarereignisse n 4z, die sowohl zu A als auch zu B gehéren, fihren zum Eintreten des

Ereignisses A:
NAB ”AB/n . P(AQB)

ng  m8/n  P(B)
Dies fuhrt zu folgender Definition.
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Definition 2.24: Bedingte Wahrscheinlichkeit

Sei (2, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Sind A, B € F beliebige Ereig-
nisse mit P(B) > 0, so heif3t

p(4B) = PANB)

) (2.3)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B.

Beispiel 2.25

Beim Beispiel 2.23 mit den Wiirfeln hat man zunéchst P(A) = ¢ und P(B) = &. Das
Ereignis AN B = {(5,5), (6,6)} hat die Wahrscheinlichkeit P(AN B) = 2 = . Unter
der Bedingung, dass das Ereignis B eingetreten ist, ergibt sich die Wahrscheinlich-

keit, dass das Ereignis A eintritt zu

P(ANB) s 6

1
P(A|B) = ———2 = =— =,
(4|B) P(B) e 18 3
Angenommen, beide Ereignisse A und B sind eingetreten, wie wahrscheinlich ist es,
dass zweimal die Sechs gewdirfelt wurde?

P({(6,6)} N (AN B)) P({(6,6)}

)
PUG,0HANB) = =5 5 B ~ PH(5,5),(6,6)) 2

Eine Erweiterung bedingter Wahrscheinlichkeiten auf n Ereignisse ist folgendermafBen
moglich: Zunachst formt man die Gleichung (2.3) etwas um zu

P(A|B) - P(B) = P(AN B).

Dann betrachtet man drei Ereignisse A;, Ay, A3 € F mit P(4; N Ay) > 0 und erhalt die
bedingte Wahrscheinlichkeit

P(A3|A1 N As) - P(A1 N As) = P(As|A; N Ag) - P(As|Ar) - P(Ay)
= P(A3N (A1 N Ay)).

lterativ setzt man fort mit A;, As,..., A, € F und

P(A)) >P(A1NA) >...>P(A1NAN...NA,2) >P(ANAsN...NA,_1) >0.

Satz 2.26: Multiplikationssatz

In einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P) gilt fUr Ereignisse A;,..., A, € F

P(A1N...NAp) = P(Ap|A1N...NAp_1) P(Ap_1|A1N...NAp_s)-.. .- P(As] A )-P(Ay).
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Beweis.

P(A1Nn...NnA,) = PA,.NAIN...NA4,_1))
P(A,|A1N...NA,1) - P(AN...NA,1)
= PA,JAiN...NA,_1) - P(A,—1|A1N...NA,_2)
PA1N...NA,_2)
= PA,JA1N...NA,_1) - P(A,_1|A1N...NA,_2)
P(A2|A1) - P(Ay)

O

In Anwendungen wird der Ergebnisraum haufig partitioniert in Ereignisse. So kénnen et-
wa in der Wahlforschung die Wahler nach ihrer Wahlentscheidung aufgeteilt werden.

Definition 2.27

Sei ( i)ien Mit A; € F fur alle ¢ € N eine Folge paarweise disjunkter Ereignisse in F
mit U A; = Qund P(4;) > 0, so hei3t (A;);cn €ine messbare Zerlegung von Q.

i=1

Mit Hilfe einer messbaren Zerlegung des Ergebnisraums, der endlich, abz&hlbar oder Uiber-
abzahlbar sein kann, lasst sich die Wahrscheinlichkeit fir ein beliebiges einzelnes Ereignis
zusammensetzen.

Satz 2.28: Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Fir ein Ereignis A € F und eine messbare Zerlegung (4;):en von Q gilt

ZIP P(A]A;)

Beweis.
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Sind P(A4),P(B) > 0, so lassen sich die Gleichungen fur die bedingten Wahrscheinlichkei-
ten P(A|B) und P(B|A) wie oben umformen zu

P(A|B) -P(B) = P(AN B) = P(B|A) - P(A).
Lést man die Gleichung nach P(B|A) auf, ergibt sich

P(A|B) - P(B)

P(BIA) = == 5

Das ist der so genannte Satz von Bayes in seiner einfachsten Form.

Satz und Definition 2.29: Bayessche Formel

Seien (2, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und (A;);eny mit A; € F fir
alle i € N eine messbare Zerlegung von Q. Ist P(A) > 0, dann folgt der so genannte

Satz von Bayes

o0

;P(Ai) -P(A]4;)

Diese Wahrscheinlichkeit wird auch als a-posteriori Wahrscheinlichkeit von A; unter
der Bedingung A bezeichnet, wahrend P(A4;) a-priori Wahrscheinlichkeit und P(B|A;)
Modellwahrscheinlichkeit (Likelihood) genannt wird.

Beweis.

A;NA) P(4;) - P(A]4;)

B(
P(A;|A) = = .
P S pa) Baja)

Beispiel 2.30

Flr ein Fotogeschaft arbeiten zwei Labors (Beispiel aus [10]). Eine Fotoarbeit wird
zufallig ausgewahlt und auf ihre Qualitat hin untersucht. Man betrachte folgende Er-
eignisse: A; seien die zufalligen Ereignisse ,Fotoarbeit stammt aus dem Labor i,
i = 1,2. B sei das Ereignis ,Fotoarbeit ist einwandfrei“. Dann ist Q@ = A; U A,
mit A; N A, = () (das ist dann eine Partitionierung von Q). Es seien P(A;) = 0.7,
P(A43) = 0.3, P(B|A;) = 0.8 und P(B|A43) = 0.9 gegeben. Wie wahrscheinlich ist es,

 dass die Fotoarbeit einwandfrei ist?

P(B) = P(B|A;) - P(A;) + P(B|A,) - P(A3) = 0.8-0.7 + 0.9 - 0.3 = 0.83,
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» dass die Fotoarbeit von Labor 1 stammt und einwandfrei ist?

P(A; N B) = P(A;) - P(B|A;) = 0.7 0.8 = 0.56,

« dass die Fotoarbeit von Labor 2 stammt und einwandfrei ist?

P(A; N B) = P(A,) - P(B|A5) = 0.3-0.9 = 0.27,

« dass eine einwandfreie Fotoarbeit aus Labor 1 stammt?

P(A,)-P(B|A;) 0.56
P(A,|B) = Pld,) P(B A1) 1)19(13() A1) _ oas = 06747,

« dass eine einwandfreie Fotoarbeit aus Labor 2 stammt?

P(A4,) - P(B|4s)  0.27
P(A|B) = PA,) P(B]4,) Q)P(B() [42) _ a3 = 03253,

« dass eine fehlerhafte Fotoarbeit aus Labor 1 stammt?

P(Ai|B) = w
P(A;) - P(B|A;)
P(A;) - P(B|A;) + P(4y) - P(B|As)

0.2-0.7
= =0.82
0.2-0.740.1-0.3 08235,

« dass eine fehlerhafte Fotoarbeit aus Labor 2 stammt?

P(42|B) = w
P(A,) - P(B|As)
P(A;) - P(B|A1) + P(A4y) - P(B|A,)

0.1-0.3
= = 1 .
0.2-0.740.1-0.3 01765

Im Beispiel 2.30 lassen sich die Wahrscheinlichkeiten in einer sogenannten Kontingenzta-
belle darstellen. Dazu werde die Notation A = A; und A = A, verwendet.

Tabelle 2.2.: Kontingenztabelle fir das Beispiel 2.30
A A
B | 0.56 | 0.27 | 0.83
B | 0.14 | 0.03 | 0.17
0.7 | 0.3 1
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Die orangefarbenen Zellen der Tabelle geben die Wahrscheinlichkeiten fir die Durch-
schnitte der Ereignismengen an. Die grauen Zellen am Rand geben Randwahrschein-
lichkeiten an und resultieren jeweils als Zeilen- oder Spaltensumme der Wahrscheinlich-
keiten in den inneren Zellen. Eine Randwahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit fir
das Ereignis der jeweiligen Zeile bzw. Spalte. Die Summe aller Spalten- oder Zeilen-
Randwahrscheinlichkeiten ergibt Eins.

A A
B | P(BNA) | P(BNA) | P(B)
B | P(BNA) | P(BNA) | P(B)
P(A) P(A) 1

Sind A, B,C € F drei Ereignisse und deren Gegenereignisse A, B und C. Mit Hilfe be-
dingter Wahrscheinlichkeiten gilt dann:

P(A|B) = P
= P

ANQB)=PAN(CuUC)|B)
(ANCYU(ANCO)|B) (2.4)
= P(ANC|B)+P(ANC|B)
P(ANBNC) PANBNC)
)
P(BNC) P(BNC)
P(B) P(B)
= P(AIBNC)-P(C|B)+P(AIBNC)-P(C|B)

=~~~

= P(A|BNC)- +P(AIBNC)-

Analog folgt P(A|B) = P(A|BN C) - P(C|B) +P(A|BNC)-P(C|B). Die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten fir das Ereignis A unter B (B) sind gewichtete Summen von Wahrschein-
lichkeiten fir A unter B (B) und C bzw. B (B) und C. Das Einbeziehen eines dritten
Ereignisses spielt beim Simpsonschen Paradoxon (nach Edward Hugh Simpson, 1922-
2019) eine wichtige Rolle.

In manchen Situationen hat das Eintreten eines Ereignisses B keinen Einfluss auf die
Wabhrscheinlichkeiten fur ein anderes Ereignis A. Das bedeutet, dass

und P(4) = P(A|B) = TAND)

P(4) = P(A|B) = DAND) e

P(B)

ist. Dies lasst sich umformen zu

P(AN B) = P(A) - B(B) und P(A N B) = P(A) - P(B).

Beispiel 2.31

Werfen eines fairen Wirfels: A = {1,2} und B = {1, 3,5}. Damit:

paB) = PANB) Ve L1 by pa)m).

P(4) = P(B) 12 3

, P(B) =

Wl =
DO | =
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Definition 2.32: Stochastische Unabhéngigkeit von Ereignissen

Sei (2, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Die Ereignisse (A4;);cr, A; € F
heiBen stochastisch unabhangig, wenn fir jede nicht-leere endliche Teilmenge J C I

gilt:

P (ﬂ Aj) =[] P4)).

JjeJ jeJ

Daraus folgt unmittelbar flr zwei stochastisch unabhéngige Ereignisse A und B mit P(B) >
0 die obige Uberlegung, dass
P(ANB) P(A)-P(B)

PAIB) = —5 5 = g = PA)

Beispiel 2.33

In einer Urne befinden sich k& schwarze und n — k& weiBe Kugeln (1 < k < n —
1). Zwei Kugeln werden herausgezogen. Sei A das Ereignis ,Die erste Kugel ist
schwarz” und B das Ereignis ,Die zweite Kugel ist schwarz“. Sind die beiden Er-
eignisse stochastisch unabhangig? Der Ergebnisraum wird durch Q = {s,w}? =
{(w,w), (s,w), (w, s), (s, s)} modelliert.

+ 1. Fall: Die gezogene Kugel wird nicht zurtickgelegt. Dann gilt:

k
P(B) = n—=k k E k—l_ﬁ
a n n—1 n n—-1 n
-1 —1
panp) = £ Rzl _kk-D

n n—1 nmn-1)

P(ANB) # P(A)-P(B),
Die Ereignisse sind nicht stochastisch unabhangig.

« 2. Fall: Die gezogene Kugel wird zuriickgelegt. Dann gilt:

k
oy - Bk L L
I
P(ANB) = P(A)-P(B),

Die Ereignisse sind stochastisch unabhangig.

Am Beispiel 2.33 zeigt sich, dass die Unabhangigkeit nicht nur eine Eigenschaft von Ereig-
nissen ist, sondern vom zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsmaf3 abhangt.
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2. ldeen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Beispiel 2.34

Mittels einer Kontigenztabelle Iasst sich die stochastische Unabhéangigkeit von Ereig-
nissen Uberprifen, indem das Produkt einer Zeilen- und Spaltenwahrscheinlichkeit
mit dem dazu korrespondierenden Zellenwert der Tabelle verglichen wird. So ist im
Fotobeispiel 0.83 - 0.7 = 0.581 # 0.56. Damit sind A und B nicht stochastisch unab-
héngig.

Dass die Definition 2.32 eine scharfere Bedingung als die paarweise Unabhangigkeit von
Ereignissen darstellt, zeigt

Beispiel 2.35

Das zweimalige Werfen einer fairen Miinze wird durch den Ergebnisraum Q = {K,Z}?
mit den Laplace-Wahrscheinlichkeiten P({K}) = P({Z}) = 1 und P({K,K}) = P({K,Z})
=P({Z,K}) =P({Z,Z}) = 1 beschrieben. Werden die Ereignisse

A = {Z} x{K,Z},
B {K.Z} x {Z},
C = {(KK),(Z2)},

betrachtet, so ergeben sich folgende Wahrscheinlichkeiten:

P4) = 3,
PB) = 53%3'5=p
PO) = 53%3'3=7
P(ANB) = ;=P(4)-B(B)
P(ANC) = ;=P(4)-B(C),
P(BNC) = i:]P’(B)-IP’(C),
P(ANBNC) = i#é:P(A)-]P’(B) P(C)

Die drei Ereignisse sind jeweils paarweise stochastisch unabhangig, aber nicht sto-
chastisch unabhangig.

2.3. Zufallsvariablen

Oft sind wir nicht nur an einem Zufallsexperiment interessiert, sondern an einer Verkn(ip-
fung mehrerer méglicherweise identischer Zufallsexperimente oder an einer Weiterverar-
beitung des Ergebnisses eines Zufallsexperiments. Dazu brauchen wir so genannte Zu-
fallsvariablen.
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Definition 2.36: Zufallsvariable

Es sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (¥, G) ein Tupel bestehend aus
einer Menge ¥ und einer dazugehérigen o-Algebra G auf ¥. Eine Abbildung X : Q —
U heiBt Zufallsvariable, wenn fur jedes G € G gilt X~ 1(G) € F.

Bemerkung.

(1) Die Eigenschaft X ~!(G) € F fur jedes G € G wird auch als F-G-Messbarkeit von X
bezeichnet.

(2) Auf G ist ein WahrscheinlichkeitsmaB Px : G — [0, 1] durch Px(G) = P(X~1(G)) defi-
niert. (¥, G,Px) ist damit ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(3) Eigenschaften eines WahrscheinlichkeitsmaBes Px : G — [0, 1] werden als Eigenschaf-
ten der Zufallsvariablen X deklariert. Man schreibt z.B.

* Px(A) =P{w € O; X(w) € A}) =P(X € A) fur ein Ereignis A € G,

e Px(]—o0,2]) =P{w € ; X(w) €] — o0, z]|}) =P(X < z) fir ein Ereignis | — oo, 2] €
B(R) =g,

* Px({a}) =P(X = a) fir ein Ereignis {a} € G,
* Px([a,b]) =P(X € [a,b]) = P(a < X < b) flir das Ereignis [a,b] € B(R) = G,

¢ Px(] — oo, —€[Ule,00]) =1 —P(—e < X <€) =1—-P(|X]| <€) =P(|X| > ¢) flr das
Ereignis | — oo, —¢[U]e, oo[€ B(R) = G,

« X ~ M, 0?), wenn das WahrscheinlichkeitsmaB Px auf G einer Normalverteilung
mit Parametern p und o2 entspricht,

* X ~ E(X), wenn das Wahrscheinlichkeitsmaf3 Px auf G einer Poisson-Verteilung mit
Parameter \ entspricht.

Beispiel 2.37

Bei einem Munzwurf sei Q = {K,Z} gegeben. Es sei (22, P(£2),P) der dazugehdrige
Wahrscheinlichkeitsraum mit P({Z}) = P({K}) = 3. Sei ¥ = {0, 1}. Die Abbildung

X:Q—{0,1}, X(2) =0, X(K) =1,

ist eine Zufallsvariable, da jedes Urbild eines Elements der Potenzmenge von ¥ unter
X in der Potenzmenge von €2 liegt. X ordnet den Ergebnissen des Zufallsexperiments
Zahlen zu, um damit weiterrechnen zu kénnen. Es ist P(X = 0) = P(X = 1) = 1.

Zu einem Wahrscheinlichkeitsmal3 P auf R kann die Verteilungsfunktion Fp bestimmt wer-
den. Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen ist analog dazu die Funktion

Fp:R—[0,1], z — Fp(z) = Px(] —00,2]) = P(X < x).

Will man die Anzahl Tore zweier FuBballspiele untersuchen, so lasst sich jedes Spiel fir
sich alleine mittels einer Poisson-Verteilung modellieren. Gibt es eine Mdglichkeit beide
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2. ldeen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Spiele zusammen zu betrachten und zu bestimmen, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine
bestimmte Anzahl an Toren erzielt wird? Zunachst betrachtet man einen Wahrscheinlich-
keitsraum

(N3, P(NG), PP).

Ein Ergebnis konnte etwa w = (2,3) € NZ sein, im ersten Spiel fallen zwei und im zweiten
drei Tore. Nun interessiert die Gesamtzahl der Tore. Man modelliert dies mit (Ny, P(Ny))
Uber die Zufallsvariable

X: Ng — No, (wl,wg) = W1 + wa.

Das Wahrscheinlichkeitsmal Px bekommt man, wenn man das Wahrscheinlichkeitsmaf P
kennt. Doch wie sieht das aus? Um diese Frage zu beantworten bendtigt man noch etwas
Vorarbeit.

2.3.1. Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sind
Xi:Q->V,... . X,,:Q=>V,

Zufallsvariablen, so heif3t eine Funktion fx, . x, = fx,..x, (x1,...,z,) mit

« diskreter Fall:
fxiox, (@, z) =P(X; =24 i=1,...,n)

« stetiger Fall:

by 2%
/ /le,”Xn(xl,...,xn)dacn...dxl:]P’(Xie(—oqbi]; 1=1,...,n)
— 00 — 00

gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von X;,..., X,,. Sind X1, ..., X,, Zufalls-
variablen mit einer gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

fxi.x, = fxi . x, (1, .., T0),
so heif3t eine Funktion fx, mit

« diskreter Fall:

fxi(zi) =P(X; = 2;) = Z Z Z Z fxix, (@1, )

z1€EVL i 1€Vi_1 xi41€Vip Tn€Vp

» stetiger Fall:

oo oo

in (.r7) = / ‘e / fX1-~~Xn (1‘1, RPN ,xn)dzl [P da:i_ldxH_l .o dl‘n
Randverteilung von X;, i = 1,...,n.
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Definition 2.38: Stochastische Unabhéngigkeit

Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zufallsvariablen
X : Qo WV,.. ., X0 : Q> V,

mit einer gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
fxi.x, = fxi.xa (%1, -0, Tn)

heiBen stochastisch unabhangig, wenn

fxix, (@1, 20) = fx,(21) - fx, (T0)

gilt.

Bemerkung.
Oft wird angenommen, dass n Zufallsvariablen X3, ..., X,, stochastisch unabhangig und
identisch verteilt sind (Schreibweise: u.i.v.).

Beispiel 2.39

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Mit den beiden Zufallsvariablen X; : Q —
Np und X, : 2 — Ny soll die Anzahl Tore bei zwei FuBballspielen modelliert werden.
Angenommen, die beiden Zufallsvariablen sind identisch Poisson-verteilt mit Parame-
ter A und stochastisch unabhéngig, d.h. fiir die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktion fx, x,(z1,z2) von X; und X, gelte

_a AT
eria

xT T1t+x
A %2 _ o A\T1 2
111! 3?2! 331!-.%‘2!

fX1X2(1"1?‘T2) = fX1 (Il) : fX2(‘T2) =

Sei
(N3, P(N3), P)

der dazugehdrige Wahrscheinlichkeitsraum mit P({x,z2}) = fx,x,(21,22). Ein Er-
gebnis konnte etwa w = (2,3) € N2 sein, im ersten Spiel fallen zwei und im zwei-
ten drei Tore. Nun sei nach der Summe der Tore gefragt. Man modelliert dies mit
(No, P(Np)) Uber die Zufallsvariable

X : N(Z) — No, (wl,LUz) — w1 + ws.
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Das WahrscheinlichkeitsmaB Py bekommt man durch folgende Uberlegung:

P(X =n) =Px({n}) = P(X~{({n}) = P({(s1,2:) € N; o1 + 5 = n})
P({(x1,n —x1); x1 € {0,...,n}})
A

- n L A\Z1tn—a
= D e I (n—a1)!
2120 Iy 1):
—2x "

— € Z 7’1' )\:1:1 ) /\n—fl:l
n! . — |
nl o= ! (n —x1)!
—2X\

@

— . n

= —-@

Es ist somit X ~ Z(2)).

Beispiel 2.40: Zweidimensionale Normalverteilung

Seien X; ~ #110,9) und X, ~ #(13,9) stochastisch unabhangig. Die gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion lautet

1 7%(<m1—910>2+(m2—913>2>
fX1X2(‘T13‘T2) .

= e
3-3-27

Sind (p1,0%) und (u2, 0%) die Parameter von X; bzw. X,, so kann mit einer etwas auf-
wandigeren Rechnung analog zu Beispiel 2.39 gezeigt werden, dass fir die Zufallsva-
riable X : R? — R, (z1,22) = X (z1,72) = 71+ 2 unter Annahme der stochastischen
Unabhangigkeit die stetige Dichte

1 1 (= (p1+p9))?
N

- - .
\/O’% —|—0§\/27T

resultiert. Damit folgt X ~ #(p1 + p2, 03 + 03).

fx(x) =
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2.3.2. Erwartungswert und Varianz von Zufallsvariablen

Die Parameter einer Verteilung haben meist eine ganz bestimmte Bedeutung. Sie charak-
terisieren eine Verteilung. Sei X : 2 — ¥ C R eine diskrete Zufallsvariable. Wir sagen, X
besitze einen Erwartungswert, wenn

Z |z|Px ({z}) < o0.

reW

Ebenso besitze eine reelle (stetige) Zufallsvariable X : @ — R mit stetiger Dichte fx einen
Erwartungswert, wenn

oo

[ lalx@de < oc.

— 00

X ist dann absolut summierbar bzw. absolut integrierbar. Im diskreten, endlichen Fall, d.h.
U = {x4,...,z,}, ist nun folgende gewichtete Summe

S X@PEH =3 > wPUwh) = aPx({n)

weN J=1w: X (w)=x;

von Interesse. Die ,Umsortierung” nach dem ersten Gleichheitszeichen klappt im Allge-
meinen, nicht-endlichen Fall nur, wenn die Summe absolut summierbar ist. Die Summe
entspricht anschaulich dem Schwerpunkt einer diskreten Massenverteilung. Dies fuhrt zu
folgender Definition.

Definition 2.41: Erwartungswert und Varianz von Zufallsvariablen

Es sei fx eine diskrete oder stetige Dichte einer absolut summierbaren bzw. inte-
grierbaren reellen Zufallsvariablen X : Q@ — ¥ C R mit Parametern ¥ € © in einem
Parameterraum ©. Dann heif3t

« diskret: Ey[X] := > z- fx(z),
rev

» stetig: Ey[X] := T x - fx(x)dx

der Erwartungswert von X und

« diskret: Vy[X] := %:w (x — Eo[X])?-fx (z),

q(z)
. stetig: Vo[X] := [ (x — Eo[X]) -fx (2)dz
- a(z)

L die Varianz von X

Bemerkung.
(1) Bei der Poisson-Verteilung ist © = R™, bei der Normalverteilung © = R x R

43




2. ldeen der Wahrscheinlichkeitstheorie

(2) Allgemein lasst sich in Analogie zur Definition der Varianz fir eine beliebige Zufallsva-

riable Y = ¢(X) unter den angegebenen Voraussetzungen der Erwartungswert bestim-

men: Ey[Y] = > q(x)f(z) (hier nur fur den diskreten Fall aufgeschrieben). Denn fir
cv

X € {21, 2} und Y (w) = g(X (w)) ist
Ey[Y] = > Y(wP({w}) = ¢Xw)P{w})

we we

YooY q@)P{w)) = Z () Px ({z;}).

J=1l w: X (w)=x;

(3) Es gilt: Ey[aX +b] = aEy[X] + b, a,b € R, (Y =aX + ).
(4) Fir die Varianz Vy[X] gilt mit Ey[X] = u:

Vo[X] = Eo[(X —p)’]

(X
(X2 —2uX + 17

= Ey[X?] — 2uRs[X] + Ey[X]?
(X
(X

I
=
<

Il
=
<

2~ 21@19 [X]? + Eg[X]?
?] - Eq[X].

Beispiel 2.42

Sei X eine Zufallsvariable ,,Augenzahl beim einmaligen fairen Warfelwurf* mit Werten
in ¥ ={1,2,3,4,5,6}. FUr den Erwartungswert ergibt sich

6 2
1 /7 182 — 147 _ 35
volx] =S 2 - (L) ==
olX]=2 i () 12 12

berechnen.

Satz 2.43

Seien X : O — ¥, Y : Q — ¥ zwei Zufallsvariablen mit Y < X, d.h. Y (w) < X (w) fOr
alle w € 2, und existierenden Erwartungswerten. Dann gilt

Ey[Y] < Ep[X].
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Beweis.

Der Beweis erfolgt hier nur fir den diskreten Fall.
Wegen Y < X gilt P(Y = y|X = z) = 0 fir z < y und somit ist

EslY] = D yP(Y =y)
yed
2T Ny S P(X =) P(Y = y|X =2)
yed rew
Def. 2.24 ) — ). PY =y)P(X =z|Y =y)
= y%y %MX ) P(X = 2)
- . _ ) P =yP(X =2]Y =y)
= m;%y PX =) P(X = 2)
N _ ) PV =yP(X = 2]y =)
= ;}% P(X =) P(X = 1)
= Dz ) PY =yPX=2zY =y)
zew yed
= Z z-P(X =x)
zev
= Ey[X].

Definition 2.44: Kovarianz zweier Zufallsvariablen

Sind f, g zwei entweder diskrete oder stetige Dichten der Zufallsvariablen X und Y
mit Parametern ¢ € © und ¢ € ¥, so wird die Kovarianz zwischen X und Y durch

Covip,p)[ X, Y] = Egu[(X —Eo[X])(Y —Ey[Y])]
= Ewy)[XY] - Eg[X]Ey[Y].

definiert.

Es ist Vy[X] = Covy[X, X]. Sind X und Y zwei unabhangige Zufallsvariablen mit der
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fxy (z,y), so gilt fir Z = X - Y:

o0 o0
EgZ] = By XY] = / / 2y fxy (2, y)dady

/_O:o /_O:o vy fx () fy (y)dedy

— [ mfx(x)dl’[ yfy (y)dy
= Ey[X]Ey[Y].

Damit ist die Kovarianz dieser beiden unabhangigen Zufallsvariablen gleich Null.
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Far Erwartungswerte und Kovarianzen gelten folgende Eigenschaften:
* Coviy yy[aX +b,cY +d| = ac- Cov(y 4)[X,Y], a,b,c,d € R,
s VylaX + b] = Covy[aX + b,aX +b] = a®*Vy[X], a,b € R.

Sind zwei Zufallsvariablen X und Y unabhéngig, ist die Varianz der Summe der beiden
gleich der Summe der Varianzen:

d‘ VowlX +Y] = Equpl(X + )% —Egpg)[X + V]2
| = Ego.p[X2 + Y2 4 2XY] — (Bg[X] + Ey[Y])?
= Ey[X? + Ey[Y?] +2E(y,) [XY]
£y (X[, [¥]
—Ey[X]> — Ey[Y]* — 2E[X]Ey([Y]
= Vu[X]+ Vy[Y]

Diese Gleichung geht (in etwas allgemeinerer Form) auf Irénée-Jules Bienaymé zurtick.
Satz 2.45
Sei X ~ #(u,0?), d.h. X ist normalverteilt mit Parametern x und 0. Flr den Erwar-
tungswert von X gilt E(,, ,2)[X] = p.
Beweis.

Zunachst ist
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Damit folgt B, »2y[X] = [ =-

Satz 2.46

e 2
g

2.3. Zufallsvariablen

E=m P
(T) de =04+ p-1=p.

Sei X ~ #(p,0?), d.h. X ist normalverteilt mit Parametern . und o2. Firr die Varianz

von X gilt V(, ,2)[X] = o2

Beweis.

hs]
~

Bemerkung.

0'2 > T 1,2
—ue” 2% —&—/e‘fu du

Vo o

i {0 + v 271'] o?

V2T

Fir X ~ Z»(\) lasst sich zeigen', dass E\[X] = A = V,\[X]. Die Parameter einer Verteilung
stehen oft flir den Erwartungswert oder die Varianz der Zufallsvariablen.

2.3.3. Standardisierung von Zufallsvariablen

In Satz 2.46 haben wir im zweiten Schritt des Beweises im Integral mittels v = *=* ei-
ne Substitution durchgefiihrt, wodurch sich im Integranden die Dichte der Standardnor-
malverteilung ergab. Das Integral haben wir ,standardisiert®. Dieser Ansatz soll nun auf

Zufallsvariablen angewandt werden.

Tsiehe etwa [7] bzw. Beispiel 2.58
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Definition 2.47

Eine Zufallsvariable X heif3t standardisiert, wenn gilt:

Es[X] = 0 und Vy[X] = 1.

Sei X eine Zufallsvariable. Flr
X —Ey[X]

Vo[X]
und Ey[X] = p und Vy[X] = o2 gilt

Y ist eine standardisierte Zufallsvariable.

Sind X1,..., X, u.iv. Zufallsvariablen mit Ey[X;] = p und V4[X;] = o2, so definieren wir
durch Bildung des arithmetischen Mittels

o1&
X==-) X,
eine neue Zufallsvariable. Dann gilt
_ 1 — 1
Ey[X] = —> EolXi|=— nu=p, (2.5)
i=1
Vy[X] = iV ZR:X- ,iiv [Xv]fa—2 (2.6)
9 - 712 v v i 77’12 v [V i — ’I’L. .
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Beispiel 2.48

Beim n-maligen Werfen eines fairen Wirfels gilt Ey[X] = I und Vy[X] = 32

Mit Hilfe des Erwartungwertes und der Varianz einer Zufallsvariablen X l&sst sich ohne
Kenntnisse der Verteilung der Zufallsvariablen die Wahrscheinlichkeit abschétzen, mit der
X auBerhalb eines um den Erwartungswert symmetrischen Bereichs liegt. Da sehr wenig
Information hineingesteckt wird, ist die Abschatzung jedoch recht grob.

Satz 2.49: Ungleichung von Tschebyschev

Sei X eine beliebige Zufallsvariable mit Erwartungswert Ey[X] = p und Varianz
Vy[X] = o2. Dann gilt mit c € R™

0.2

PIX —ul =20 < —

c2

Beweis.
Es sei
Y = 0, |X - Ml <¢
B 627 |X - :u| Z C,
wobei
P(X —uf<e) = p1,
P(‘X - /’L‘ Z C) = D2,

gelte. Wegen 0 < | X — u|? < ¢ im ersten und ¢ < | X — u|? im zweiten Fall ist stets
Y < |X — p|?. Damit folgt

Eo[Y] < Eol|X — pl?] = Ep[(X — p)?] = Vg[X].
Weiter ist Ey[Y] = 0 p; + ¢ - p2 = *P(|X — p| > ¢) und so folgt zusammen

AP(1X — p| > ¢) < Vy[X].

Mit P(|X — p| > ¢) =1 —P(]X — u| < ¢) lasst sich die Ungleichung schreiben als

Vy[X] .

P(|X —pul<c)>1- =
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Beispiel 2.50

Eine Zufallsvariable besitze den Erwartungswert Ey[X] = I und die Varianz V[X] =

35 Fur das arithmetische Mittel X bei n = 50 unabhéngigen Wiederholungen gilt

12n 600

]P’(‘X—;’<l>>1—35"_:50565:0.942.

Fir ¢ = ko ergeben sich spezielle Abschatzungen mit Hilfe der Tschebychev-Ungleichung:

1
P(|X —pl <ko) > 1_ﬁ
k=1

Pu—o<X<pup+o) > 1-1=0
k=2 1 3
Plu—20 < X <pu+20) > 1_Z:Z
k=3 1 8
Plu—3c<X<u+30) > 175:@

Bemerkung.
Unter Kenntnis der Verteilung von X lasst sich oft eine deutlich bessere Abschétzung
finden.

2.3.4. Monotone Transformation von Zufallsvariablen

Ist X : 2 — M eine Zufallsvariable und g : M — N eine invertierbare und stetig differen-
zierbare Funktion, so ist Y = ¢g(X) ebenfalls eine Zufallsvariable. Bei diskreten Zufallsva-
riablen gendlgt die Invertierbarkeit.

Beispiel 2.51

Es sei X : Q — {4,6} eine Zufallsvariable mit P(X = 4) = 0.4 und P(X = 6) = 0.6.
Sei Y = 2X. Wie sehen die diskrete Dichte bzw. die Verteilungsfunktion aus? Y kann
zwei Werte annehmen, acht und zwoélf. Dabei ist

P(Y =8) = P(2X =8) =P(X =4) =0.4und
P(Y =12) = P(2X =12) =P(X =6) = 0.6.

Mit der Verteilungsfunktion Fx (z) fir X,

0, T < 4,
Fx :R—[0,1], z— Fx(z) =< 04, 4<uz<6,
1, 6 <z,

ergibt sich die Verteilungsfunktion Fy (y) von Y mit Fy(y) = P(Y < y) = P(2X <
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y)=P(X <%)=Fx(§)zu
0, y<s,
Fy :R—=[0,1], y— Fy(y) =4 04, 8<y<12,
1, 12<y.

Es sei Y = aX + b flr a # 0 eine affin-lineare Transformation der reellwertigen Zufallsva-
riablen X, so gilt fir die Verteilungsfunktion Fy von Y

Fy(y) =P <y)=P(aX +b<y)=PaX <y-b).

Nun missen zwei Falle unterschieden werden:
1.Fall:a > 0: Fy(y) =P(X < yT*b) - Fx(y;b),
2. Fall:

a<0:Fy(y) =P(X > L) = 1-P(X < &) {

1— Fx(£2), Xstetig,
1— Fx(20) + P(X = 22),  Xdiskret.
Ist X eine stetige Zufallsvariable mit gegebener Dichte, so gilt zudem

|2

h@—w@—lmC’ﬁ.

lal a

Satz 2.52

Seien X : Q@ —+ M C R eine stetige Zufallsvariable mit der stetigen Dichte fx und
g : M — N C R eine stetig differenzierbare, streng monotone Funktion. Dann gilt far
die Zufallsvariable Y = ¢g(X), dass fUr y1 < y

1

IR ia

P@syswzjnm*@w

Y1

Beweis.

Es seien v = min{g~'(y1),9 *(y2)} und v = max{g~(y1),9 (y2)}. Nun ist g auf-
grund der strengen Monotonie invertierbar und es ist ¢’(«) # 0 fur alle € M. Mit der
Substitution z = g~ (y) und g~ (y) = ;-"ry; ergibt sich

g'(g
Py <Y <go) = Py <g(X) <) =Pu< X <0)
Y2 ) 1
= /fX(g (Z/))'mdy-

Der Ausdruck fy (y) = fx (g (y)) - m ist die Dichte von Y.
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Beispiel 2.53

Sei X ~ ((0,1) eine auf dem Intervall [0, 1] stetig gleichverteilte Zufallsvariable und
eine Funktion g gegeben durch ¢ : [0,1] — [0,1], g(x) = V1 — z2. Dann ergibt sich
die Dichte von Y = g(X) mit g~!(y) = /1 —y2 und ¢'(z) = =T #1,2u

1

y#0 _1 )

1
= 1 .
—/1—y2
1

—(v/1-42)?
_Yy
V1—y?

Wegen lim fy(y) = 0legt man fy(0) = 0 fest. Es gilt
y—0+

1 0
/\/lyﬁdy u:@ /(—1)du =1
0 y 1
1 2 1
E[Y] =/7Ldy Z / 1 —y2dy
0 1= y2 0
7r/2
y=sin (¢) /COS(¢)2d¢
0
O
2 2 4
Fur die Varianz erhalt man V[Y] = 2 — 7{—;
hiy)
3.0+
251
it
e
it
s
0.2 0.4 0.‘6 0.8 1.0 Z
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2.3. Zufallsvariablen

Sind X : Q - M;und Y : Qo — M, zwei unabhangige Zufallsvariablen und seien
V =g (X) bzw. W = ¢go(Y) mit ¢; : My — Ny und g; : My — N, Zufallsvariablen.
Dann sind V und W ebenfalls unabhangig.

Beweis.

Firv € N7 und w € N, gilt:

P(V<uo,W<w) = P@X)<v,90l)<w)

(X € gy ({z € Ni; 2 <0})),Y € g5 ({z € Nos & < w}))

P(X € g7 *({x € N1; z < v}))- (YGng({xENQ; x < w}))
(

= PV <o) -P(W <w)

I
~

Beispiel

Sind X; und X, unabhangige Zufallsvariablen, so kénnen fir jedes ¢ € R durch
Y, = X1 und Y, = X2 komplexwertige Zufallsvariablen erzeugt werden. Y; und
Y5 sind unabhéngig.

2.3.5. Charakteristische Funktion

Ein wichtiges Hilfsmittel in der Stochastik sind charakteristische Funktionen. Insbesondere
bei der Betrachtung von Summen unabhangiger Zufallsvariablen kommt diesen Funktionen
eine Uberragende Bedeutung zu.

Definition 2.55

Als charakteristische Funktion der Zufallsvariablen X bezeichnen wir die Funktion
¢X R — (C, )
ox(t) = E[e?X].

Die charakteristische Funktion ist bis auf das Vorzeichen im Exponenten gleich der Fourier-
Transformierten. Ist X : Q@ — M mit M = {x1,z,,...} eine diskrete Zufallsvariable mit

P(X = z;) = p;, erhalten wir
_ Z eites . ;.
J

k
Mit |e?*®i| = 1 fur alle ¢ und alle z; und wegen > p; = 1 ist die Reihe absolut (und
Jj=1
gleichmaBig) konvergent und der Erwartungswert existiert. Die charakteristische Funktion
¢ als Summe einer gleichmafig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen ist somit flr

jedes t € R stetig.
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Beispiel 2.56

Eine Zufallsvariable X mit Werten in {0,1} hei3t Bernoulli-verteilt, falls Px ({0}) =
1—pundPx({1}) = pflrein p € [0,1] ist. Notation: X ~E.(p). Die charakteristische
Funktion von X ergibt sich zu

ox(t) =€t p+et?. (1—p)=1-p+pe”.

Ist X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichte fx(x), dann bestimmt sich die charakteris-

tische Funktion durch
t) = / fx(x)eimdm.

Wegen [ fx(z)|e®™|dz = 1 konvergiert das Integral absolut und gleichméaBig und somit

— 00
ist ¢ stetig.

Beispiel 2.57

Es sei X ~l{(a,b). Dann gilt fir ¢t # 0

b

b
_ T e’ _ 1 ith _ _ita
d)X(t)_/b—ae dm_ba{it a_(bfa)it(e ).

a

Die charakteristische Funktion besitzt einige Eigenschaften, z.B.:

x(0) = E["]=E[1]=1
|¢X(t)| = [E[e"7]] <E[le™ ] =1
ox(—t) = Ele "] =E[cos (tX) — isin (tX)]

= Elcos (tX)] — E[bln (tX)]
= [E[cos (tX)] + iE[sin (tX)]
= Elcos (tX) + isin (tX)]
— E[eti]
= ¢x (t)

Diese Eigenschaften sind notwendige Bedingungen einer charakteristischen Funktion, al-
lerdings sind sie zusammen nicht hinreichend. Es gibt noch weitere Eigenschaften einer
charakteristischen Funktion. Existiert etwa fUr eine Zufallsvariable X der Erwartungswert
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mg = E[X4], (d € Ny), so gilt

doaxy o do | (@X)
%E[e I= i Lz_:o I
= Ay Wy
o dt = !
e (i)
=) = Y L E]
j=d
i=i-d g~ @) ia
=0
Far ¢ = 0 ergibt sich ¢\ (0) = i“E[X %] und so
(d)
mg = E[Xd] _ d(O) )

7

(2.7)

mg hei3t d-tes Moment von X. Mit Hilfe der ersten beiden d-ten Momente ergeben sich der

Erwartungswert und die Varianz einer Zufallsvariablen.

Beispiel 2.58
Es sei X ~Z(\). Esist
¢ (t) _ ieitke_ALk
A k!
k=0
A — (Ae™)*
= )
k=0

it it
6_>\6>\6 — eA(e 1).

Damit gilt ¢y (t) = Xiete @ =1 und ¢ (t) = Ai2eiter e ~1(\eit 4 1) und somit
, :
EA[X] = Gl DN
¢"(0)
i2

Va[X] = EAXY-EA\XPP="2Z - X =2A+1) - A=)
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Beispiel 2.59

Fur X ~10,1) gilt

1 T ; 2
ox(t) = \/—Z?/e”me_wa
1

Mit ¢y () = —te~% und ¢/} (t) = e~ 7 (2 — 1) ergibt sich

¢'x (0
E(M,(ﬂ)[X] = Xi( ) =0und

9% (0)
V(uyaz)[X] = E(u-ﬂ?)[XQ}_E(u,Uz)[X]Q: )22 =1

Sei Y = aX + b fUr beliebige reelle Konstanten a und b. Dann gilt

¢y(t) = E["]
— ]E[eit(aX—i-b)]

= E[eitaXith]

= oy (at).
Beispiel 2.60
Es sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert ;. und Varianz o2. Fir Y = %
erhalten wir
itp t
t)=e o - .
Py(t) =€ 7 ¢x (0)
Beispiel 2.61
Fur eine normalverteilte Zufallsvariable X ~.7(u,0?) gilt X = oY + p fir Y ~(0,1)
und somit ,
$x(t) = ety (ot) = eithe™ T

Der folgende Satz liefert uns die zentrale Aussage Uber die charakteristische Funktion der
Summe unabhangiger Zufallsvariablen.
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Satz 2.62
Sind X1, ..., X, unabhangige Zufallsvariablen, so gilt fiir die charakteristische Funk-
tion ¢y von Y = 3 X;
=1
Py (t) = ¢x,(t) - ... - dx,(¢).
Beweis.

Seien X1, ..., X, fir n € N unabhéngige Zufallsvariablen und Y = }_ X;. Dann gilt
=1

K3

¢Y(t) _ E[eitY]
_ E eit1;1 X
= E [eitXl e 6itX"}
Satz (i.54) E[eitXl] . E[eitx”]

= ox, (t) ... ox, ().

Beispiel 2.63

Fir die Summe von n unabhangig poissonverteilten Zufallsvariablen mit Parameter

A; ergibt sich
A n
L Y ~Po| Y oN
j=1

L S A1) (et
py(t) = H eri(e=1) _ =1 =@ i
j=1

M=

Beispiel 2.64

Sind X; ~Ber(p) u.i.v. Zufallsvariablen, so ist die charakteristische Funktion der Sum-
me Y = > X, gegeben durch
i=1
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Beispiel 2.65

n
Die Summe Y = > X, von n unabhéngigen und normalverteilten Zufallsvariablen
i=1

X; ~ M i, 0?) ist wegen

2

n 7

normalverteilt mit Y ~/V( Wiy D

(3

3). Fur das arithmetische Mittel Z = X der X;

g
=1 1
n n
ergibt sich Z ~%/<}L > iz > of) wegen
=1

62(t) = by (;) .

Besitzen die X; zudem dieselben Parameter ;. und o2, so ist Z geman Z NM/(H, "T—f)
verteilt.

Doch es gibt auch nichtlineare Zusammenhéange, die zu interessanten charakteristischen
Funktionen fihren.

Beispiel 2.66

Es sei X ~1/(0,1). Dannist flir Y = —+ In (X) die charakteristische Funktion gegeben
durch

d)Y(t) _ E[eitY] —E [efit%ln (X)] —FE |:X7%]
/ it CCfiTtJFl '
= /xdeaj = —
0 R ©
_ A
-t

Zwei Zufallsvariablen besitzen dieselbe Verteilung dann und genau dann, wenn ihre cha-
rakteristischen Funktionen gleich sind. Nach der Definition wird die charakteristische Funk-
tion durch die Verteilung eindeutig bestimmt. Die Umkehrung folgt aus dem nachsten Satz.

Satz 2.67

Seien F die Verteilungsfunktion und ¢ die charakteristische Funktion einer Zufallsva-
riablen X. Sind zo + h und 2y — h flir h > 0 beliebige Stetigkeitsstellen der Vertei-
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lungsfunktion F, so ist

T
F(zo+h) — F(xo — h) = lim l/

T—oo T
-T

sin (ht)

, e T g (t)dt.

Beweis.

Beweis siehe [3].
Somit ist flr beliebige Stetigkeitsstellen z; = xg—h und x5 = x¢+ h von F die Wahrschein-
lichkeit P(zq < X < x5) = F(x2) — F(x1) festgelegt. Fir X stetig gilt weiter

o0

Fx(w) = o / b (£)dt.

— 00

Ist X dagegen diskret, ist

1 [ —itx
b= g [ oxat

Beispiel 2.68

» Das Beispiel 2.63 ergibt fiir die Summe von n unabhangig poissonverteilten
Zufallsvariablen mit Parameter \; eine poissonverteilte Zufallsvariable mit Para-

meter > ;.
j=1

In Beispiel 2.64 ergab sich fiir die Summe von n u.i.v. Bernoulli-verteilten Zu-
fallsvariablen mit Parameter p die charakteristische Funktion ¢(¢t) = (1 — p +
pe't)™. Dies ist aber genau die charakteristische Funktion einer binomialverteil-
ten Zufallsvariablen mit Parametern n und p. Die Summe ist somit binomialver-
teilt. Die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung ist

@ 7 B
Fw) =3 () )pha -
k=0
Wir schreiben X ~Bin(n, p).

* Die Summe Y = X; + X, zweier unabhangiger binomialverteilter Zufallsvaria-
blen X, X> mit gleichem Parameter p und Anzahlen n; bzw. n, ist wegen

¢Y(t) _ (1 _p+p6it)n1(1 _p+peit)n2 — (1 _p+p6it)n1+n2

wiederum binomialverteilt mit Parametern n; + ns und p.
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Flr ein beliebiges p > 0 heif3t

L(p) = /xp_le_*’”dx
0

die Gammafunktion. Sie besitzt einige Eigenschaften, von denen hier die folgenden er-
wahnt seien:

= [e®dz=1,T(3) = r7 e~ dr = /7,
0

I(p+1) = pl(p),

) =
I'(n+1) =n!firn eN,

3

(4) Fa(f) = [y~ e "¥dy aufgrund der Substitution y = £, a =b+ice Cund b > 0,

(=)

oo o0 o0

[(p) = /xp_le_zda: = /(ay)p_le_ay cady = ap/yp_le—“ydy.

0 0 0

Definition 2.69: Gammaverteilung

Seien p > 0 und b > 0. Eine Zufallsvariable X : Q — R besitzt die Gammaverteilung,
wenn fir die Dichte

0, r <0,

b? . p—1_,-bzx
rp T e z >0,

fx (@) :{

gilt, X ~ T'(p, b).

Dabei handelt es sich wegen

/fX dm—/lz) 2l by @

tatsachlich um eine Dichte. Zur Bestimmung des Erwartungswerts und der Varianz be-
trachten wir die charakteristische Funktion der Gammuverteilung:

_mritX) r ite _® i 1 —(p—itye,, @ OF T(p)
ox(t) =E[e"™¥] = / e fx(v)dr = o) /xp Le=(—it)z gy 2 NOMOEE
—o0 0

it\ " ?
= (1-=) .
(-5)
Die charakteristische Funktion ist beliebig oft differenzierbar mit

pp+1)(P+2)-...-(p+k—-1) -ik-(l_it>_(p+k)_

o (1) = o ;
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(d)
und somit erhalten wir mit m,; = 20 — pEEDEH2)..-ptd-1) yng g ¢ N,

7

plp+1) p* p
2 2 2

Die Summe zweier unabhangiger Gamma-verteilter Zufallsvariablen X; und X, mit glei-
chem Parameter b folgt wegen

it P it P2 it —(p1+p2)
onea=(1-5) - (1-5) "= (1-5)

wiederum einer Gammaverteilung mit den Parametern p; + p> und b (Additionssatz).

Beispiel 2.70: Exponentialverteilung

Wir betrachten eine Zufallsvariable mit Gammverteilung und den Parametern p = 1
und b = A > 0. Dann hat X die Dichte

0, z <0,
fx(@) :{ Ae M x>0

mit Erwartungswert § und Varianz 5.

-1

Wir sagen, X ist exponentialverteilt mit Parameter A\, X ~&xp(X).

Beispiel 2.71: x2-Verteilung

Wir betrachten jetzt eine Zufallsvariable mit Gammverteilung und den Parametern
p =% undb= 1. Dann hat X die Dichte

0, r <0,
Ix@ =Y _Lgtet, z>0,

mit Erwartungswert 1 und Varianz 2.
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f(x)
0.4+

0.3
0.2

0.1

x>2-Verteilung
Es seien X; ~.7(0,1) u.i.v. standardnormalverteilte Zufallsvariablen, ¢« = 1,...,n. Zu be-

stimmen ist die Verteilung von Y = Y X?2. Die X; besitzen die Dichte
i=1

Wir wollen zuné&chst die Verteilung von Y fir n = 1 betrachten. Fir die Verteilungsfunktion
Fy einer Zufallsvariablen Y = X2 gilt allgemein

- 07 y<0,
Fy(y) = {[[D(Y<y):]P’(X2<y)a y=0.

Betrachten wir die Verteilungsfunktion fiir nicht-negative y weiter, erhalten wir

P(X* <y) =P(—y < X < y) = Fx(vy) — Fx (=),

und damit bei gegebener Dichte fiir nicht-negative y

_ W)+ Fx(=vy) _ Ix(VY) + Ix (=)

fy(y =
Ist X normalverteilt mit , = 0, dann besitzt Y = X2 die Dichte
0, y <0,
fry) = { \/%.y*%e*%'y7 y > 0.

Dies ist aber genau eine y2-Verteilung geman Beispiel 2.71. Die Summe n unabhangiger
x?2-verteilter Zufallsvariablen ist Gamma-verteilt mit p = Fund b = % Deren Erwartungs-
wert ist n und deren Varianz ergibt sich zu 2n.
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Definition 2.72: y2-Verteilung

Die Verteilung einer Zufallsvariablen X, die Gamma-verteilt mit Parametern p = %
und b = 1 ist, d.h. X besitzt die Dichte

0, z <0,

fx(z) = L g3le=3T 2 >0,
251(3) =

heiBt x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden, X ~ x2(n).

Eine x2-verteilte Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden entspricht damit der Summe von n
standardnormalverteilten Zufallsvariablen.

2.4. Entropie: Ein Maf3 der Unsicherheit

Ein Zufallsexperiment (2, 7,P) birgt eine gewisse Unsicherheit hinsichtlich seines Aus-
gangs. Es stellt sich die Frage, wie diese Unsicherheit beurteilt werden kann. Zunéchst ist
es unzweifelhaft, dass die Unsicherheit am kleinsten ist, wenn das Ergebnis eines Zufalls-
experiments von Anfang an Kklar ist, d.h. es gibt ein Elementarereignis w € 2, das in jedem
Fall eintritt: P(A) = 1 fur jedes Ereignis A mitw € A. Das Ergebnis Uberrascht nicht und lie-
fert keinerlei Information. Ist andererseits jedes mdgliche Ergebnis gleich wahrscheinlich,
ware die Unsicherheit und damit die Information, die im Ergebnis steckt, intuitiv am gréB-
ten. Es spielt somit eine Rolle, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Ereignis auftritt. Zudem
soll sich flir zwei unabhangige Ereignisse die Information aufsummieren. Méchte man die
Unsicherheit messen, kann deshalb zun&chst eine Abbildung

w: [0,1] — [0,m)

angesetzt werden, die jeder Wahrscheinlichkeit eine nicht-negative Zahl zuordnet, wobei
m noch zu bestimmen ist. Diese Abbildung beschreibe die Informationsmenge fir eine
gegebene Wahrscheinlichkeit. Aus den obigen Uberlegungen fordern wir, dass u(1) = 0
und u(p - ¢) = u(p) + u(q) ist. Nehmen wir die plausible Forderung, dass u stetig ist (eine
beliebig kleine Veranderung der Wahrscheinlichkeit soll auch eine beliebig kleine Anderung
der Informationsmenge bewirken) und die ,Normierungsforderung* u(%) = 1 hinzu, ergibt
sich, dass die Abbildung eindeutig durch den negativen dualen Logarithmus festgelegt ist.
Dabei gilt 155& —log, (z) = co. Somit ist m = oo zu setzen.

2siehe [6]
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log(p)
log(2)

I I I I L p
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

In einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum Iasst sich jedem Elementarereignis w € Q
dessen Wahrscheinlichkeit P({w}) zuordnen. Das gewichtete arithmetische Mittel der ne-
gativen dualen Logarithmen — log, (P({w})) fUr die Elementarereignisse mit den Gewichten
P({w}) fhrt zur mittleren Informationsmenge.

Definition 2.73: Shannon-Entropie

Es sei (2, P(Q2),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann wird die mittlere In-
formationsmenge Sp gegeben durch das gewichtete arithmetische Mittel

Se == ) P({w}) - loga(P({w}))-

weN

als (Shannon-)Entropie bezeichnet. Dabei gelte 0 - log,(0) := 0.

)

Die Shannon-Entropie Sp kann als Erwartungswert interpretiert werden, als mittlere In-
formationsmenge einer diskreten Verteilung P. Da der duale Logarithmus zugrunde liegt,
kann auch von der benétigten mittleren Anzahl Bits zur Beschreibung der Zufallsvariablen
gesprochen werden. Wie wir bald sehen werden, gilt 0 < Sp < log,(n). Durch Skalieren mit
dem Faktor @ wird Sp auf das Intervall [0, 1] normalisiert. Der errechnete Wert kann
als Maf3 fiir die in einer diskreten Verteilung erwartete Unsicherheit hinsichtlich einer Rea-
lisierung gesehen werden. Intuitiv wird die mittlere Informationsmenge am gréBten, wenn
eine Gleichverteilung vorliegt. um das einzusehen, betrachten wir zun&chst ein einfaches
Beispiel.

Beispiel 2.74

Beim Werfen einer Miinze, bei der mit Wahrscheinlichkeit p Kopf (K) und mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — p Zahl (Z) fallt, gilt fir die Shannon-Entropie:

Se = —P({K})-log,(P({K})) — P({Z}) - log,o (P({Z}))
= —p-logy(p) — (1 —p)-logy(1 —p).
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Wegen
dSp 1 |
o 02 () (log (p) —log (1 —p))=0«p

d’Sp 1 1
= : <0
dp log(2) \p(1-p)
fir p € (0,1) ist Sp konkav und damit liegt bei p = £ ein Maximum vor. Es ist in diesem
Fall Sp = 1. Der Graph der Entropie abhangig von p sieht folgendermal3en aus:

und

Sp
10}

0.8

0.6

041

I I I I p
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Im Beispiel ergibt sich fiir |2| = 2, dass die Gleichverteilung die maximale Entropie Sp =

}ggg; = 1 liefert. Wie sieht es allgemein bei 2| = n € N aus?

N e o

i=1

Satz und Definition 2.75: Ungleichung von Jensen

Es sei f eine konvexe Funktion, d.h. es gelte flr A € [0, 1]
fOz+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1= A)f(y)

Dann ist fur nicht-negative \; mit >~ \; =1
i=1

f (Z >\z'93¢> < Z&f(%)

Beweis.

Induktion nach n:
n=1X\ =1, f(x1) < f(z1),
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n+1
n — n + 1: Gegeben seien nicht-negative A; mit >~ A; = 1. Dann ist zunachst
i=1

D Ai=1=Any1.
i=1

n+1 n
f (Z Aﬂz’) = b (Z AiTi + /\n+1$n+1>
1=1 i=1

n

g
= f ((1 - )\nJrl) Z 1771'1 + )\n+1xn+1>

5=l >\n+1
(]- - )\n )f 711/7. + )\n f T
+1 ; 1— )\n+1 +1 ( +1)

n

(1= 2t 30 T @) + At (@)

i=1 An+1

Def. 2.75

IN

IN<

n+1

> Xif ().
i=1

Satz 2.76

Es sei (2, P(Q),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit |Q2| = n € N. Dann gilt
0 < Sp < log,(n). Die Gleichheit gilt genau dann, wenn P({w}) = % fur alle w € Q.

Beweis.

Die Abschéatzung 0 < Sp ist wegen der Definition von Sp klar. Wir betrachten die

Funktion
z=0,

07
f:00,1] = R, x»—>{ zlogy(x), @ #£0.

Wegen f"(z) = > 0 ist f strikt konvex. Damit folgt mit der Ungleichung von

Jensen (\; = 1)

n

S
z log (2)

f(:lZ;C) <711;f(9:i), 1,...,2q € [0,1].
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Firz; = o = ... = x, gilt die Gleichheit. Mit z; = P({w;}), w; €  folgt nun

(o)
& %Z ({wi}) log, <71LZ ({ws} ) ZP {wi}) logy (P({w:}))

= 1og2(> anz )log, (P({ui})

n

Z P({w:}))

3\'—‘

& logy(n ZP {wi}) logo (P({w;}))-

Da f strikt konvex ist, wird der Maximalwert der Funktion nur fiir die Gleichverteilung.

Also gilt die Gleichheit genau dann, wenn P({w;}) = + firalle i = 1,...,n ist.
O

Eine Mdglichkeit, die Un&hnlichkeit zweier diskreter Verteilungen P : 7 — [0,1] und Q :
F — [0,1] auf dem selben Messraum (2, F) zu untersuchen, besteht in der Berechnung
der Kullback-Leibler Divergenz

P({wi}))

L(P wi}) 1 . 2.
i = ZP hions (5 @9
Dabei gehen wir davon aus, dass aus Q(F) = 0 fir ein F' € F stets P(F) = 0 (,P ist

absolutstetig bzgl. Q) und setzen 0log,(3) = 0. Weiter gilt

KLPEQ) = Y P({wi})loga(P({wi})) = > P({wi}) loga(Qwi})) = ~Sp +Srg,
i=1

i=1
wobei

Seq = — ) P({wi}) logy(Q({wi}))
i=1

die Kreuzentropie von P und Q genannt wird. Die Kullback-Leibler Divergenz ist ein Maf3
fur die Ineffizienz fir die Annahme der Verteilung Q, falls P die wahre Verteilung ist. Dabei
ist KL nicht symmetrisch, d.h. i.A. ist KL(P||Q) # KL(Q||P):

Beispiel 2.77

Sei Q = {0, 1} gegeben. Mit P({0}) = P({1}) = 1 sowie Q({0}) = 1 und Q({1}) = 2

gilt
1 3 1 3
ilogQ (2) + ilog2 (4) = 0.085,

1 2 2 4
=1 = =1 — | =0.082
30g2(3)+30g2(3> 0.082,

und damit K L(P||Q) # K L(Q||P).

KL(P||Q)

KL(Q|P)

Jedoch nimmt K L stets nicht-negative Werte an.
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Satz 2.78

Es gilt: KL(P||Q) > 0 und K L(P||Q) = 0 genau dann, wenn P = Q.

Beweis.

Mit der Ungleichung von Jensen gilt

~-KL(P||Q) = - Z P({w;}) log, (

IN

P({w&))
Q({w:})

log (Z P({wi}ﬁf{{jﬁ)’)
i=1 '

= log; (Z @({wm)

= 0.

Aufgrund der konkaven Logarithmusfunktion liegt die Gleichheit genau in dem Fall
vor, wenn das Argument eine Konstante ist, d.h. P({w;}) = k - Q({w;}) fUr ein k € R.

Mit éP({wi}) - éQ({wi}) — 1folgt k = 1.

]

Aus Satz 2.78 folgt, dass Sp g > Sp ist. Mit Hilfe der Kullback-Leibler Divergenz (oder der
Kreuzentropie) lasst sich eine Verteilung durch eine andere schatzen. Je kleiner der Wert,
desto besser ist die Schatzung. Im Idealfall ergibt sich keine Abweichung.
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Beispiel 2.79

Von einer unbekannten Verteilung seien die folgenden Wahrscheinlichkeiten bekannt:

Die Verteilung soll durch eine Poissonverteilung geschétzt werden. Folgende Abbil-
dung zeigt die Kullback-Leibler Divergenz in Abhangigkeit des Parameters \.

w|PH{w}) w | PHw})

0 [ 0.022 10 [ 6.7-107%
1 ]0.094 11[1.3-107¢
21 0.186 12 12.0-107°
310234 13 2.6-1076
4 | 0.208 14 | 2.7-1077
51 0.139 151 2.2-1078
6 | 0.073 16 | 1.5-107°
7 10.030 17 | 7.2-10~11
8 | 0.010 18 | 2.5-10712
9 | 0.003 19 | 5.6-10714




2.5. Grenzwertsétze
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Die minimale Kullback-Leibler Divergenz (0.009) ergibt sich bei einem Wert von etwa
A = 3.46 (rechnerisch |6sbar!).

2.5. Grenzwertsatze

Verteilungen von Funktionen von Zufallsvariablen spielen eine gro3e Rolle. Sind n Zufalls-
variablen X,, : Q@ — ¥ gegeben, so interessiert man sich haufig fiir die Verteilung des
arithmetischen Mittels

X ==

3|~
™
=

Fir groBe n wollen wir fir das arithmetische Mittel verschiedene Eigenschaften zeigen. Al-
lerdings ist dabei stets vorausgesetzt, dass der Erwartungswert und die Varianz existieren.
Insbesondere ist das standardisierte arithmetische Mittel flir gro3e n annahernd standard-
normalverteilt. Diese Aussage ist fir viele Anwendungen in der mathematischen Statistik
von grof3em Nutzen.

Definition 2.80: Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

Eine Folge (X, ).en von Zufallsvariablen konvergiert stochastisch gegen Null, wenn
fur beliebiges € > 0 gilt
lim P(|X,| >¢€) =0. (2.9)

n—oo

Notation: X,, £.0.

Die bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis | X,,| > € flir n — oo gegen Null
geht. Wegen

| Xn| > e={w €% [Xa(W)] > e} = {we Qs [Xu(w)| < = (IXu| <)

folgt
n—oo n—Qo

P(|X,|>¢) — 0= P(|X,|<e) — 1.

n—oo

Damit erhalten wir P(—e < X,, < ¢) — 1.Ist F,, : ¥ — [0,1] die Verteilungsfunktion der
X,., dann bedeutet das

n—oo

F,(e) — F(—e) — 1.
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Mit (2.9) gilt dann auch
0" EEP(X, >e)=1-P(X, <€) =1— F,(e).

n—oo

Damit folgt zuletzt F,,(—e) — 0. Das bedeutet, dass die Folge der Verteilungsfunktionen
der Bedingung

. 0, =<0,
fm =11 50 (210

genlgt. Fur z # 0 konvergiert F,, gegen die Einpunktverteilung. Gilt umgekehrt (2.10), ist
fir ein beliebiges € > 0

lim P(X, < —¢) < lim P(X,, < —¢)= lim F,(—¢) =0,
n—oo

n— 0o n—o0
. < 3 _ < = 1 — =
nlgrgo P(X, >¢) < nlggo(l P(X, <)) nlgl;o(l F,(e)) =0.

Aus der stochastischen Konvergenz folgt die Konvergenz der Folge der Verteilungsfunktion
gegen die Einpunktverteilung in jeder Stetigkeitsstelle und umgekehrt.

Definition 2.81

Die Folge (F,,)nen der Verteilungsfunktionen einer Folge (X,,),en von Zufallsvaria-
blen heiBt konvergent, falls eine Verteilungsfunktion F : R — [0, 1] existiert, so dass
fiir jede Stetigkeitsstelle z € R von F die Beziehung

lim F,(z) = F(x)

n— oo

erflllt ist. Die Verteilungsfunktion F' hei3t dann Grenzverteilungsfunktion.

Bemerkung.

(1) Stochastische Konvergenz bedeutet, dass die Grenzverteilungsfunktion die Einpunkt-
verteilung ist.

(2) Konvergenz der Verteilungsfunktionenfolge ist schwacher als die punktweise Konver-
genz von Funktionenfolgen in der Analysis.

Die stochstische Konvergenz l&sst sich in verschiedenen Konstellationen formulieren:

« Eine Folge (X,,)ren von Zufallsvariablen konvergiert stochastisch gegen Null genau
dann, wenn die Folge (F,,).cn ihrer Verteilungsfunktionen gegen die Verteilungsfunk-
tion der Einpunktverteilung in jeder Stetigkeitsstelle dieser Funktion konvergiert.

« Ist ¢ eine beliebige Konstante, so konvergiert (X,,),cn stochastisch gegen ¢, wenn
(Yo)nen = (X, — ¢)nen stochastisch gegen Null konvergiert. Notation: X, e

+ Es konvergiert (X,,),en stochastisch gegen eine Zufallsvariable X, wenn (Y,,),en =
(X, — X)nen stochastisch gegen Null konvergiert. Notation: X, Ix

2.5.1. Schwaches Gesetz der groBBen Zahlen

Bei einer groBen Anzahl an unabhé&ngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen Iasst
sich bei existierendem Erwartungswert und existierender Varianz zeigen, dass sich das
arithmetische Mittel mit groBer Wahrscheinlichkeit in einem kleinen Intervall um den Er-
wartungswert realisiert.
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Satz 2.82: Schwaches Gesetz der groBen Zahlen

Sei (X,,)nen €ine Folge u.i.v. Zufallsvariablen mit E¢[X,,] = 1 und Vy[X,,] = 0. Dann
konvergiert die Folge (X,,),cn der arithmetischen Mittel X,, = % > X, stochastisch
=1
(in Wahrscheinlichkeit) gegen p, d. h.
2

— g — P
P(IXn — | > 0) < — =570, X > o

Beweis.

Wir betrachten flr ein beliebiges aber festes ¢ > 0 die Ungleichung von Tscheby-
schev:

P(|Xn —pl <c)>1-

2 2
U/n 0” n—oo

T oo,
C nc

n—,oo

Damit gilt auch P(|X,, — | < ¢) "=3° 1 und X,, — L.

Satz und Definition 2.83: Satz von Bernoulli

Es sei (Y,,).en €ine Folge u.i.v. Zufallsvariablen mit Y;, : Q@ — . Es soll mitgezahlt

werden, wie oft ein bestimmtes Ereignis A (mit P(A) = p) eingetreten ist. Es seien

dazu X, : Q — {0,1} gegeben? durch X,, := I4(Y;(w)). FiUr die Folge (X,,)nen S€i

X,, = + 3 X;. Dann konvergiert X,, stochastisch gegen die unbekannte Wahrschein-
i=1

lichkeit p flir das Eintreten des Ereignisses A. X,, hei3t deshalb die relative Haufigkeit

des Ereignisses A.

4] 4 ist dabei die Indikatorfunktion, d.h. I4(z) = 1, falls z € A, ansonsten Null.

Beweis.

Es ist (X,)nen €ine Folge u.i.v. Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen mit Ey4[X,,] = p
und Vy[X,,] = p(1 — p), so gilt fir jedes ¢ > 0 mit dem schwachen Gesetz der groBBen
Zahlen

P(1 —p) nseo
s S

IP(")?n_p‘ <C) Z 1-
0

Die relative Haufigkeit kann damit zur Schatzung des Parameters p verwendet werden. Je
gréBer n, umso ,sicherer” wird die Schatzung sein. Flr gegebenes ¢ werde eine Sicher-
heitswahrscheinlichkeit 1 — a mit 0 < o < 1 festgelegt. Dann ist

P(|X,—pl<c)>1-a
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genau dann, wenn

1— ]9(17—2]9) >1—a
nc
gilt. Da n der einzig freie Parameter ist, wird die Ungleichung nach n aufgeldst zu
o> A=)
- ac?

Beispiel 2.84

Wie grof3 muss n gewahlt werden, damit mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von
0.95 (d.h. a = 0.05) die relative Haufigkeit von der Wahrscheinlichkeit p = % um

weniger als ¢ = 45 abweicht? Dazu muss

=
[

- N

100 1002

sein. Fir p € [0, 1] zeigt die Abbildung die in der Situation notwendigen Stichprobe-
numfénge.

Eine weitere Anwendung des Satzes von Bernoulli ist das Berechnen eines bestimmten
Integrals.

Beispiel 2.85

1
Es soll das Integral = [ V1 —a2dx = § = 0.785 numerisch berechnet werden.

0
Sei dazu (X,,).en €ine Folge unabhangiger auf [0, 1] gleichverteilter Zufallsvariablen.
Mit ¢(z) = +/1 — 2?2 |&sst sich die Zufallsvariable Y,, = ¢(X,,) mit Erwartungswert

Ey[Y,] = 1 und Varianz Vy[Y,] = % = ’{—; definieren (vgl. Beispiel 2.53). Dann gilt

B VB [Yn] ni;o

g 1.

B(|¥, — | < ) > 1
nc

Folgende Abbildung zeigt eine Simulation der Zufallsvariablen Y; miti = 1, ..., 300.
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2.5.2. Zentraler Grenzwertsatz

Fur eine Folge (X, )nen U.i.v. Zufallsvariablen mit Erwartungswert E4[X,,] = p und Varianz
Vy[X,] = 0% konvergiert X stochastisch gegen den Erwartungswert p.. Selbst bei bekann-
ter Verteilung der X,, Iasst sich mit dem schwachen Gesetz der gro3en Zahlen nichts
weiter aussagen. Um Uber das Verhalten von Folgen von Zufallsvariablen hinsichtlich ihrer
Verteilungsfunktion Aussagen treffen zu kénnen, bendtigen wir einen Satz, der auf Lévy
und Cramér3 zuriickgeht.

Satz 2.86

Es sei (X,,)nen €ine Folge von Zufallsvariablen und F;, bzw. ¢,, seien die dazugeho-
rigen Verteilungsfunktionen bzw. charakteristischen Funktionen. Die Folge (F,)nen
strebt genau dann fir n — oo gegen die Verteilungsfunktion F', wenn in einem ge-
wissen Werteintervall |t| < 7 die Folge (¢, )nen gleichmé&Big gegen eine gewisse
Funktion ¢ konvergiert. Die Grenzfunktion ¢ ist dann die charakteristische Funktion
der Grenzverteilungsfunktion F und die Konvergenz ¢, "—3 ¢ ist gleichmaBig in
jedem endlichen Intervall.

Der nicht einfache Beweis findet sich z.B. in [3]. Mit dem nachfolgenden Grenzwertsatz
von Lindeberg-Lévy lasst sich zeigen, dass das standardisierte arithmetische Mittel mit
Wahrscheinlichkeit Eins gegen die Standardnormalverteilung strebt.

Satz 2.87: Zentraler Grenzwertsatz

Sei (X,,)nen eine Folge u.i.v. Zufallsvariablen mit Erwartungswert Ey[X,,] = p und
Varianz Vy[X,] = 2. Dann gilt fur die Verteilungsfunktion der standardisierten Zu-
fallsvariablen des arithmetischen Mittels

= Xz-—n
Y, :Xn_ﬂ'zzgl H
" 0'2/n O'\/ﬁ ’

3Nebenstehende Fotos von Konrad Jacobs, Erlangen, siehe http://owpdb.mfo.de/detail?photo_id=745
bzw. http://owpdb.mfo.de/detail?photo_id=2531
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fur alle y € R der Grenzwert

Yy
1 V2
lim F;, = — e 2 dy.
n—00 (y) oV 2 o
Somit gilt
B(Y, <y) =3 ®(y), d. h. Y, ~ #(0,1) flir n — co.
Beweis.

Es sei in der obigen Voraussetzung Y,, geschrieben als

Y, = Uj/ﬁgx ~ ).

Die Zufallsvariablen X; — u besitzen alle dieselbe Verteilung und haben damit auch
dieselbe charakteristische Funktion ¢x. Die charakteristische Funktion ¢y, von Y,

hat die Gestalt N
o= (ox (52)) - @11)

IE[_X'2 = /JJ] =0= ‘15,)((0)/7, und V[XZ — H] =5 02 = —d)/)/((O)

Wir bestimmen die Taylorentwicklung um ¢y = 0 von ¢x zu

Es ist

6x(t) = 6x(0)+05(0) 1+ 56%5(0) £ + Ra(t,8)
= 14045 (o) 2+ Ra(t,8),

wobei . " (0

RQ(t7§): X(g); X( )'t2,
das Peano-Restglied der Taylorentwicklung ist. Wir setzen dies in die Gleichung (2.11)
ein:

& zwischen 0 und ¢,

2 2 n
o) = (17 5+ 5O + N5 )

, 2 \" .. . t
= <1 + ¢/X(5)202n) fUr ein & zwischen 0 und =

Mit u = ¢'% (&) > erhalten wir durch Logarithmieren

202n

log (dv, (t)) = nlog (1 + u).
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Wegen ¢ € [0, ﬁ} gilt bei festen Werten ¢ und o2
Tim ¢ (€) = 9% (0) = —0?
und so folgt fir groBe n
t2
/!

X(S) 292n

Das lasst die lineare Naherung log (1 + u) = u zu, so dass

Jul =

2
log (9, (1) = nlog(1+u) = nu =gk (€)5

G
T TXN 952 2

gilt. Somit folgt in einem letzten Schritt
1/2

nl;n;o oy, (t)=e 7.

Das ist jedoch die charakteristische Funktion einer standardnormalverteilten Zufalls-
variablen und es folgt mit Satz 2.86 die Aussage.

O

Es gibt Verallgemeinerungen des vorliegenden zentralen Grenzwertsatzes, bei denen die
strikten Forderungen der Unabhangigkeit oder der identischen Verteilung aufgeweicht wer-
den.
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Teil Il.

Stochastische Prozesse
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3. Irrfahrten

Soll die Entwicklung der Werte einer Zufallsvariablen im zeitlichen Verlauf betrachtet wer-
den, wird das mit stochastischen Prozessen modelliert. dazu betrachtet man einen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q2, 7, P), eine Menge I C [0,00) und fiir eine Menge M eine Abbil-
dung X : Q x I — M. Wir einer der beiden Parameter w € Q oder ¢ € I festgelegt,
entstehen unterschiedliche Sichten auf die Funktion.

Definition 3.1: Stochastischer Prozess

Sei I C [0,00) eine Indexmenge. Eine Familie (X;).c; von Zufallsvariablen X, : Q —
M heif3t stochastischer Prozess mit Zeitbereich I und Zustandsraum M.

Der Index ¢ wird meist als Zeit interpretiert. Fir I = {1, ..., k} bzw. I = N, allgemein fir ei-
ne abzahlbare Indexmenge, wird ein stochastischer Prozess als Prozess mit diskreter Zeit
bezeichnet, ansonsten als stochastischer Prozess mit stetiger Zeit. Fir jedes feste ¢ ist X,
eine Zufallsvariable, firr jedes fest gewéhlte w € Q wird die Abbildung ¢t — X, (t) := X, (w)
als Pfad von w bezeichnet und als Realisierung des stochastischen Prozesses interpretiert.

Definition 3.2: Zuwachse

Fir einen stochastischen Prozess (X,):c; heiBen die Zufallsvariablen X, — X, mit
s <t Zuwachse Uber (s,t). Zuwéchse hei3en stationar, wenn firallet > 0und k£ > 0
die Verteilung von X, ,— X, nur von k abhangt. Weiter hei3en Zuwachse unabhangig,
wenn fir jedesn e Nund alle 0 <ty < t1 <...<t,,t; €I,gilt (X, — Xy, 1 )i=1,..m
ist eine Folge unabhangiger Zufallsvariablen.

Beispiel 3.3
Ein Beispiel fur einen reellwertigen stochastischen Prozess (X;):cjo,o) Mit stetiger
Zeit ist eine Brownsche Bewegung. Dabei gilt

° IP(XO = 0) =1

* X; ~N(0,¢) firt >0

 Der Prozess hat unabhéngige und stationédre Zuwéchse, insbesondere gilt X, —
Xt ~N(O,t; —t;) far j <

« der Pfad t — X;(w) ist stetig fUr jedes w € Q.
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Folgende Abbildung zeigt drei Pfade einer Brownschen Bewegung mit 50, 500 und
1000 Werten fir ¢.

051

ES g||t th S Xt0+(Xt1 —Xt0)+. . .+(th—th71) "\/N(O7 t0+(t1—t0>+ . +(tn—tn,1))

Beispiel 3.4

Beim Schach werde der Kénig auf ein Feld des Schachbretts gestellt und danach ein
(fairer) achtseitiger Wurfel geworfen. Je nach dem Wurfergebnis wird der Kénig auf
eines seiner Nachbarfelder gezogen. Bei Uberschreiten des Randes wird die Figur an
der gegenuberliegenden Seite wieder auf das Brett gestellt. Der Kénig befindet sich
auf Position (z,y) € {0,1,...,7}? und bei jedem Zug ergibt sich als neue Position
(z',y") = (z,y) + (u,v) mod 8 mit u,v € {—1,0,1} und (u, v) # (0, 0).

- S — -
h i - I

Der Kénig bewegt sich rein zuféllig Gber das Schachbrett, man spricht von einer Irr-
fahrt. Nach jeder Positionsédnderung verandern sich die Wahrscheinlichkeiten dafr,
dass sich der Kénig nach der nachsten Positionsédnderung auf einem bestimmten
Feld befindet. Alle acht der aktuellen Position benachbarten Felder werden mit Wahr-
scheinlichkeit 1/s erreicht, fir alle anderen ist die Wahrscheinlichkeit fir das Erreichen
Null.

Das letzte Beispiel zeigt, dass es fur die Wahrscheinlichkeitsverteilung der nachfolgenden
Position des Kdnigs nur entscheidend ist, wo er sich aktuell befindet. Alle friiheren Positio-
nen spielen dabei keine Rolle. Das Konzept der Unabhangigkeit von Zufallsvariablen wird
damit etwas gelockert.
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Definition 4.1: Markow-Kette

Ein stochastischer Prozess (X;):cn, heiBt Markow-Kette, falls fir n = 1,2,... und
beliebige Parameterwerte t,, € No mitm = 0,1,...,nund 0 < tg < t1 < ... < t,
sowie fir reelle Zahlen z,y € R

P(th = y|th71 =55 th72 = Tp—2y.-- 7Xt0 = 33'0) = P(th = y|th71 = .’L')

fur alle xo, ..., x,_o gilt.
= J

Die bedingte Verteilung der Zufallsvariablen X unter der Bedingung, dass die Zufallsva-
riable X; , den Wert  annimmt, ist damit von Werten von X, zu Zeitpunkten vor ¢,,_o
unabhéngig.

Beispiel 4.2

Beim Roulette werden 10 Euro auf die Farbe rot gesetzt. Fallt eine der 18 roten Zah-
len, gewinnt man 10 Euro, bei den 18 schwarzen und der Null ist der Einsatz verloren.
Die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen betragt 32, die zu verlieren 2. Das Spiel soll be-
endet werden, wenn entweder alles Geld verloren oder 60 Euro Kapital vorhanden
sind. Je nach Startkapital verlauft das Spiel anders. Beginnt man mit 50 Euro, so ist
mit einer Wahrscheinlichkeit von 18 das Spiel nach einer Runde fiir mich beendet.

15"

Mit einer Wahrscheinlichkeit von == wird das Kapital bei nur noch 40 Euro sein. Dann

37
wird weitergespielt und mit einer Wahrscheinlichkeit von % - % hat man 50 Euro bzw.

mit einer Wahrscheinlichkeit von 22 - 12 nur noch 30 Euro.

Will man das Beispiel fortsetzen, wird das ganze schon deutlich mihsamer. Wir wollen das
durch eine bestimmte Notation vereinfachen. Es sei p;; die Wahrscheinlichkeit, mit der vom
Zustand ¢ der Zustand j erreicht wird. Entspricht also beispielsweise i = 3 dem Zustand 30
Euro, und j = 4 dem Zustand 40 Euro, so ware p3y = %. Das bedeutet flir alle Zustande
1 = 0 bis i = 6 im Roulette-Beispiel, dass

pij =P(Xe, = jlXe,_, =)

6 6
ist. Dabei muss Zopf; = ZOP(th = j|X:,_, = i) = 1fir jedes j gelten.
J= J=
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Definition 4.3: Stochastische Matrix

Eine quadratische Matrix P = (p;;) € [0, 1]™™ heiBt stochastische Matrix, falls

n

Zpij =1

Jj=1

furalle:=1,...,ngilt.

Eine Markow-Kette heif3t homogen, wenn die Wahrscheinlichkeiten p; nicht vom Zeitpunkt
t, abhangen, d.h. pf; = p,; fur alle ¢,,. Bei einer homogenen Markow-Kette wird die dazu-
gehérige stochastische Matrix Ubergangsmatrix genannt.

Beispiel 4.4

Fir das Roulette-Beispiel 4.2 ergibt sich fiir die Eintrage der Ubergangsmatrix

0 10 20 30 40 50 60
0f1L 0 0 0 0 0 0
10/ 0o £ 0 0 0 0
2000 2 0 £ 0 o0 o
30 0 &2 0 £ 0 0
4070 0 0 2 0 £ o0
5000 0 0 0 2 o0 2
60j]0 0 0 0 0 0 1

Bei einem Startkapital von 50 Euro ergibt sich nach drei Spielrunden die Verteilung
(0,0,0.135,0,0.257,0,0.608). Mit knapp 61% Wahrscheinlichkeit hat man nach drei
Spielrunden einen Gewinn gemacht. Der Erwartungswert betragt 48.601, ist also klei-
ner als der Einsatz.

Die Zeilensumme einer stochastischen Matrix muss jeweils Eins ergeben. Im Beispiel wur-
de bereits berechnet, wie die Verteilung nach drei Spielrunden aussieht. Dabei wird als
Ausgangspunkt das Startkapital genommen, welches einem der mdglichen Zustande ent-
spricht. Mit Wahrscheinlichkeit Eins ist der Zustand gegeben, der dem Startkapital ent-
spricht. Dies kann als Einheitsvektor ¢; dargestellt werden. Allgemein heif3t ein Vektor

T € R™ Wahrscheinlichkeitsvektor, wenn z; > 0 und Z x; = 1ist. In der i-ten Komponente

steht dann die Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand i gegeben ist, wenn die Zustande
1,...,n eintreten kénnen.
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Satz 4.5

Die Menge der Wahrscheinlichkeitsvektoren ist konvex und abgeschlossen.

Beweis.

Sei A € [0,1] und seien &, § € R™ Wahrscheinlichkeitsvektoren. Dann gilt

n

O+ (1= 0)5)™1 = 3 (A + (1- A —Azxz NI = At -N =1

i=1

Beweis der Abgeschlossenheit: Eine Menge M heif3t abgeschlossen, falls es ein
x € M gibt, so dass flr jedes ¢ > 0 gilt, dass die e-Umgebung von = € M nicht
vollstédndig in M liegt, d.h. B.(z) = {z € R"; ||z —z|| < e} € M. Sei M die Menge der
Wahrscheinlichkeitsvektoren und « € M. Mit dem quadrierten Euklidischen Abstand
und flr z; = z; + £, n > 1, qilt

n’
St =3 (- (e ) -5 G- e
=1 i=1 i:ln n

Damit liegt = flr jedes e > 0 in B.(x). Aber

zn:zz (:131 ) ZI’+Z =14+e>1.
i=1

Damit ist z kein Wahrscheinlichkeitsvektor und B.(z) Z M. -

Wird der Einheitsvektor é; als Zeilenvektor von links an die stochastische Matrix multipli-
ziert, ergibt sich die i-te Zeile als Ergebnis. Diese entspricht im Beispiel der Verteilung des
Kapitals nach einem Spiel.

Satz 4.6

Es sei P € R™" eine stochastische Matrix und £ € R™ ein Wahrscheinlichkeitsvektor.
Dann ist

1) PTz

2) (PT)kz fir jedes k € N

3) im Falle der Existenz von lim (PT)* auch lim (PT)*z

k—o0 k— oo

ein Wahrscheinlichkeitsvektor.
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4. Markow-Ketten

Beweis.

1) Da alle Eintrdge von P und alle Komponenten von # nicht-negativ sind, sind
auch alle Komponenten von PT# nicht-negativ. Weiter ist (P7%)T1 = 77 P1 =
F1=1.

2) Induktion nach k. Fir k£ = 1 ist die Gultigkeit wegen 1) gegeben. k£ — k + 1:
Die Aussage sei fiir k richtig, d.h. 7 = (PT)*Z ist ein Wahrscheinlichkeitsvektor.
Dann folgt: (PT)#+1z = PT . (PT)kz'Y PT§, und dies ist nach 1) wiederum ein
Wabhrscheinlichkeitsvektor.

3) Es existiere Jim (PT)*. Dannist ((P")*),  eine Folge von Wahrscheinlich-
hade el

keitsvektoren, deren Grenzwert wegen der Abgeschlossenheit der Menge der

Wahrscheinlichkeitsvektoren wiederum ein Wahrscheinlichkeitsvektor ist.
O

Ist #; der Wahrscheinlichkeitsvektor, der die Verteilung fir die Zustédnde eines stochas-
tischen Prozesses mit diskreter Zeit zu einem Zeitpunkt ¢ angibt, so ist #;,; = P, die
Verteilung flr die Zustande zum Zeitpunkt ¢t +1. Dies folgt aus dem Satz fiir die totale Wahr-
scheinlichkeit. Gilt # = PT'Z, so heiBt der Wahrscheinlichkeitsvektor stationar.

Satz 4.7

w

ei (X:)ien, €ine homogene Markow-Kette mit zugehdriger stochastischer Matrix P ¢
,1]™™. Sei weiter Z ein Wahrscheinlichkeitsvektor.

¥ ist genau dann stationar, wenn & ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 von P7T ist.

1 ist ein Eigenwert von PT'.

S

nN =
— —

Beweis.

1) ¢ # 0 ist Eigenvektor von P” zum Eigenwert A\ € C genau dann wenn PT§ = A\
ist. Man setze A\ = 1. Sind alle Komponenten von ¢ nicht-negativ, so lasst sich durch
# = i/ y, ein stationarer Wahrscheinlichkeitsvektor erzeugen.

3=l

2) Es gilt P1 = (pT1...pI'1)T = 1. Damit ist 1 Eigenvektor von P zum Eigenwert 1.
Jeder Eigenwert von P ist wegen det(P — \E,,) =det((P — AE,)T) =det(PT — \E,,)
auch Eigenwert von PT.

O

Der Eigenwert 1 einer stochastischen Matrix spielt eine wichtige Rolle. Zunachst ist damit

gezeigt, dass es wenigstens einen Eigenwert \,,,... von P gibt, dessen Betrag mindestens

Eins ist, | \naz| > 1. Sei nun ¢ # 0 ein Eigenvektor von P zum Eigenwert \. Dann gilt aber
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auch

N max {jul} = max {Auf} = max {|(Poy]}

.....

Ipijl - vy

IA
}
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ks
= 1=
=3
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z
|
=
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o
Mz

Z Ipij| -, max  {Jug[}

IA
| =
2>
»

Il
—_
T
:oR
3
-
S
=
—

Insgesamt gilt somit
1 ist Eigenwert von P, |\ < 1und [Apaz| > 1= [Amaz| = 1.

Es soll nun um die Frage gehen, wann der Grenzwert Jim (PT)* existiert. Dazu betrachten
— 00
wir die (komplexe) Jordansche Normalform von P7. Es sei

k
xpr (A H)\—/\

das (komplexe) charakteristische Polynom von P7, d.h. ); ist ein r;-facher Eigenwert von
PT und \; # A, fur i # j. Die Jordansche Normalform ist eine Matrix .J in Tridiagonalge-
stalt, die durch eine Basistransformation aus P” entsteht,

J1
Jo
J=Q 'PTQ =
Ji
und aus so genannten Jordan-Blécken der Gestalt
Ai gi1
Ai Gz
Ni Qiri—1
Ai

zusammengesetzt ist. Dabei gibt es so viele Blocke wie es verschiedene Eigenwerte von
PT gibt und jeder Block hat die GroBe, die der algebraischen Vielfachheit des zugehori-
gen Eigenwerts entspricht. Es ist ¢;; € {0,1}. Nur wenn die algebraische Vielfachheit des
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4. Markow-Ketten

Eigenwerts seiner geometrischen entspricht, sind die ¢;; allesamt Null, ansonsten gibt es
Eintrdge ¢;; = 1. Weiter gilt

(PT)" =(QIQ™) =QJ Q™"

Damit kann anhand der Jordanschen Normalform entschieden werden, ob der Grenzwert

Jim (PT)* existiert. Dazu betrachten wir einen einzelnen Jordan-Block J;, da bei der Be-
— 00

rechnung von J* jeder Jordan-Block sich nur auf sich und auf keinen der anderen Jordan-

Bldcke auswirkt. Innerhalb eines Jordan-Blocks interessiert uns die Konstellation

Ai g
Ai

und wir untersuchen, was beim k-fachen Produkt von J passiert. Zunéchst entsteht dann
der Block

DL TP
\E

Wir unterscheiden finf Falle:

0 g¢q k:)>oooo

* )\, =0: 0 0
k
e I\l =1,g=0: Ao 0 , fir \; # 1 divergent, fur A\; = 1 konvergent
e
AN AR . . . . .
s Nj=1¢g=1: ):’k , fir \; # 1 divergent, fir A\; = 1 bestimmt divergent

© Nl <Llg=0:"

DY °5 Vb SN ) B
(2 1 _)

Zu unglinstigen Situationen kommt es, wenn ein Eigenwert mit Betrag 1 ungleich 1 vor-
kommt, da dann J* divergiert und es keine Grenzmatrix gibt. Ist A = 1, stimmen aber die
geometrische und algebraische Vielfachheit nicht Gberein, so ,springt‘das System immer
zwischen verschiedenen Zustanden hin und her.

Satz 4.8

Es sei P eine stochastische Matrix. Genau dann wenn A = 1 der einzige Eigenwert
von PT mit |A\| = 1 und die algebraische gleich der geometrischen Vielfachheit fur
A = 1 ist, existiert der Grenzwert klim (PT)k. Ist in dieser Situation A = 1 ein einfa-

—00
cher Eigenwert, so ist der Grenzwert dadurch gekennzeichnet, dass alle Spalten der
Grenzmatrix gleich sind.
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Beweis.

Der erste Teil wurde oben gezeigt. Zum zweiten Teil ist zu sagen, dass fiir den Fall
der Einfachheit des Eigenwerts 1 die Grenzmatrix klim (PT)* nur eine 1 auf der Dia-
—00

gonalen stehen hat. Alle anderen Eintrage der Matrix sind Null.

Beispiel 4.9

0

GT = lim (PT)* =

k— o0

OO O OO

tische Matrix P die Eigenwerte \;

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

Setzen wir das Roulettespiel aus Beispiel 4.2 fort, so ergeben sich fir die stochas-
1 (doppelt), Ay = 0.8657, A3 = —0.8657,\y =
0.4998 und X5 = 0. PT ist diagonalisierbar. Da \; einziger Eigenwert mit |\| = 1 ist,
existiert der Grenzwert kILIEO(PT)k und es ist

1.00 0.86 0.70 0.54 0.37 0.19

0
0
0
0
0

0.30 0.46 0.63 0.81

Die Grenzmatrix zeigt die Verteilung der Zustédnde je nach Wahl eines Startzustandes.
Steigt man im Beispiel mit 50 Euro in das Spiel ein, wird mit Wahrscheinlichkeit 0.19 al-
les verloren und mit Wahrscheinlichkeit 0.81 endet das Spiel mit 60 Euro. Der erwartete

Gewinn dabei ist

(10-0.81 — 50 - 0.19) Euro = —1.40 Euro.

In keinem der Félle ist der erwartete Gewinn positiv. Diese Spielstrategie lohnt sich also

nicht.
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5. Entscheidungen

Wissenschaftliche Untersuchungen dienen zur Uberpriifung wissenschaftlicher Hypothe-
sen. Mit Hilfe einer Stichprobe sollen Erkenntnise gewonnen und mdéglichst verallgemeinert
werden, um letztlich die Hypothese beurteilen zu kénnen. In der Statistik werden Aussagen
Uber Sachverhalte einer Grundgesamtheit getatigt. Da meist nicht die vollstédndige Grund-
gesamtheit erfassbar ist, unterliegen diese Aussagen einer gewissen Unsicherheit. Sie
basieren dann auf einer vorliegenden Stichprobe aus der Grundgesamtheit. Eine Aussage
Uber die unbekannte Verteilung einer Zufallsvariablen X oder einen unbekannten Parame-
ter auf Grundlage einer gewonnenen Stichprobe wird statistische Entscheidung genannt.
Dazu muss es eine Méglichkeit geben, mittels jeder mdglichen Beobachtung eine Ent-
scheidung treffen zu kénnen. Es werden drei Klassen von Aufgaben zur Entscheidungs-
findung unterschieden: Schatzprobleme, Bereichsschatzprobleme und Testprobleme. Um
die Begriffe zu erlautern, betrachten wir folgendes Beispiel.

Beispiel 5.1: Schatzprobleme

Ein bestimmtes Smartphone soll gekauft werden. Dazu werden die Preise von zehn
Anbietern verglichen. Die Preise unterliegen oftmals sogar stiindlichen Schwankun-
gen, die von vielen Einflussfaktoren getragen und so nur schwer zu erfassen sind. Ob-
wohl einer dieser vielen Einflussfaktoren sicherlich der Blick auf den Preis der Konkur-
renz ist, sei die Unabhé&ngigkeit der Preisbildung zwischen den Anbietern angenom-
men. Die Preise werden zufallsabh&ngig modelliert Gber Zufallsvariablen X; : 2 — R
fur i € {1,...,10}. Dazugehorig werde eine Verteilungsannahme Py, 6 € O, fiir den
Preis dieses Smartphones getroffen, zu deren Parameter der erwartete Preis 1 ge-
hére. Dabei wird festgelegt, aus welcher Wertemenge M der Parameter p stammen
soll. Far die zehn Anbieter gebe es folgende Realisierungen:

1 = 320, 2 = 370, z3 = 310, x4 = 390, x5 = 350,
rg = 350, x7 = 340, xg = 355, x9 = 335 und T19 = 360
Sind wir daran interessiert, Aussagen Uber den erwarteten Preis u zu treffen, liegt ein

Schatzproblem vor. Wir benétigen eine Funktion, die aus den Realisierungen einen
Wert fir 1 liefert. Die beiden Schatzfunktionen

r1 + Z10
2

T IRIOHR, (xl,...,xlo)*—)Tl(l'l,...,(tlo)I oder

10
1
T2 : Rlo — R, ((El,...,ifl(]) — Tg(xl,...,xw) = E E Z;
=1
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5. Entscheidungen

kénnten daflr geeignet sein. Hierbei erhalten wir die beiden Schatzwerte

M1 = T1($1a~~7$10):340a
125 = TQ(Il, e ,Ilo) = 348.

Es stellt sich die Frage, welche der beiden Schatzfunktionen einen ,besseren” Schatz-
wert liefert. In der Untersuchung von Schéatzproblemen, der Schétztheorie, wird diese
Frage néher untersucht.

Oftmals interessiert nicht nur ein einzelner Schatzwert g € M fiir den unbekannten
Erwartungswert p, sondern ein Bereich M, C M, der den unbekannten Erwartungs-
wert p mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit Uberdeckt. Zumeist wird ein sol-
cher Bereich in Form eines Intervalls [u.,, o] C M angegeben. Derartige Intervalle
basieren auf der zugrunde liegenden Verteilungsannahme. Wird im Beispiel die Nor-
malverteilungsannahme Py =/(u,0?) mit § = (u,0%) € R x Rt getroffen, so lasst
sich fir die Schatzfunktion T, ein Intervall, in dem mit 90%-iger Wahrscheinlichkeit
der Erwartungswert . liegt durch

23.36 23.36
[Wy, wo] = |348 — 1.83 - ——,348 + 1.83 - — | = [334.46, 361.54]

V10 V10

angeben. Das Problem wird Bereichsschatzung genannt.

Ist zu entscheiden, in welchem von zwei vorgegebenen disjunkten Bereichen der un-
bekannte Parameter u liegt, handelt es sich um ein Testproblem. So kdnnte gefragt
sein, ob das Smartphone einen erwarteten Preis hat, der kleiner oder gleich einem
vorgegeben Wert g oder groBer ist, u < uo bzw. p > po. Wiederum kann mit einer
Verteilungsannahme eine Entscheidung getroffen werden. Dabei gibt es keine 100%-
ige Sicherheit, es kann eine der beiden Alternativen angenommen werden, obwohl
die andere richtig ist. Dazu gibt man sich eine Irrtumswahrscheinlichkeit vor, die erste
Alternative abzulehnen, obwohl sie richtig ist. Fir Py = N(u,0?), uo = 330 und die
Irrtumswahrschenlichkeit 0.05 wiirde hier die Entscheidung zugunsten der zweiten Al-
ternative fallen. Auch hier stellt sich die Frage nach einer bestméglichen Modellierung
von Testproblemen. Dies wird in der Testtheorie untersucht.

Es seien (2, F) und (¥, G) Messraume'. Zu (Q, F) sei Wyco eine Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaBen mit Parameterraum ©. Ist X : Q — U eine Zufallsvariable, so heif3t

(0,6,Pxw)

statistischer Raum.

5.1. Schéatztheorie

Die Grundannahme der Mathematischen Statistik, die laut [13] dadurch gegeben ist, die
.Beobachtungen als Realisierungen von ZufallsgréBen aufzufassen und damit (zu) un-
terstellen, dass sich der Vorgang durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung beschreiben
lasst, liefert eine Schnittstelle zwischen einer daten- und modellgetriebenen Untersuchung

"Ein Messraum besteht aus einer Grundmenge mit einer o-Algebra (iber dieser Menge.
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5.1. Schétztheorie

in der Stochastik. Eine Beobachtung, z.B. eine Messung bei der Durchfiihrung eines physi-
kalischen Experiments, ist demnach dem Zufall unterworfen. Zufallseinflisse werden durch
einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P), der nicht néher spezifiziert wird, modelliert.

5.1.1. Datenmatrix

Far jede Datenerhebung gibt es eine Gesamtheit aller Information tragenden Objekte. Die
Gesamtheit der Objekte wird durch Identifikationsmerkmale, d.h. sachliche, rdumliche oder
zeitliche Kriterien eindeutig festgelegt. Die Anzahl Objekte ist in realen Situationen oft-
mals so grof3, dass nicht flr jedes einzelne Objekt Daten erhoben werden kdénnen. Dann
wird eine Teilmenge herangezogen, die reprasentativ fir die Gesamtheit aller Objekte ist.
Ein einzelnes Objekt der Untersuchung muss sich von anderen Objekten ebenfalls durch
Identifikationsmerkmale eindeutig unterscheiden. Ein einzelnes Objekt, das die flir eine
Untersuchung interessierende Information tragt, hei3t Merkmalstrager g;., i € I, wobei I
eine beliebige Indexmenge sei. Der Punkt im Index deute an, dass es zu jedem Merkmal-
strager Auspragungen zu verschiedenen Eigenschaften geben kann. Wir fassen alle durch
festgelegte Identifikationsmerkmale zu einer virtuellen Gesamtheit zusammengebrachten
Merkmalstrager konkret in der Grundgesamtheit G := {g;.; ¢« € I} zusammen. Wie die
einzelnen Merkmalstrager erfasst werden, spielt dabei keine Rolle. Sie werden nun als
Einheit in der Grundgesamtheit betrachtet. Werden die Merkmalstréger in der Grundge-
samtheit G zusammengefasst, so nehmen wir an, dass die Merkmalstrager gleiche jedem
von ihnen gegebene Eigenschaften haben, die empirisch beobachtet oder gemessen wer-
den kbénnen.

Die Beobachtungsdaten werden nach bestimmten Gesichtspunkten entsprechend einer
vorgegebenen Fragestellung gesammelt. Eine zentrale Aufgabe besteht in der Modellie-
rung der durch die Fragestellung gegebenen Aufgabe. Die Modellierung umfasst dabei
nicht nur die Festlegung von zu erhebenden Merkmalen, der Trager der Merkmale und
die Uberlegung, auf welche Weise die Informationen abgegriffen und quantifiziert werden,
sondern auch je nach geplanter Weiterverarbeitung der Daten die Festlegung des zugrun-
de liegenden stochastischen Modells. Dies erfordert auch einen gewissen Mut, sich auf
ein bestimmtes Modell festzulegen. Das hat aber die Konsequenz, dass die Ergebnisse
nachfolgender Datenanalysen bereits aufgrund der Modellierung in eine bestimmte Rich-
tung gelenkt werden kénnen. Fir jedes Beobachtungsdatum sind drei Sichten zu unter-
scheiden: Welcher Wertemenge entstammt das Datum, welche Eigenschaft reprasentiert
das Datum und welchem Objekt ist das Datum zugeordnet? Ein Datum ohne Zufallsein-
fluss kann damit als Wert einer Abbildung von der Menge der Objekte in die vorgesehene
Wertemenge, den Merkmalsraum M, angesehen werden, e : G — M. Die unbekannte
Abbildung e € E entstammt einem Funktionenraum E und steht dabei fiir die festgelegte
gemeinsame Eigenschaft der Objekte.

Da nicht immer alle Merkmalstréger einer Grundgesamtheit untersucht werden kdénnen,
muss eine Auswahl getroffen werden. Es wird also lediglich von einer Teilmenge der Grund-
gesamtheit eine Datenerhebung vorgenommen (eine so genannte Teilerhebung). Eine sol-
che Teilmenge S C G heifBt Stichprobenmenge der Grundgesamtheit G. S = {s1.,...,8,.} C
G mit n € N sei als endlich vorausgesetzt. n hei3t der Stlchprobenumfang Se|en nun

E = {ei,....,ex}, e : S = M; (j =1,...,k)und M = U M;. Eine zufallsunabhéngi-
Jj=

93



5. Entscheidungen

ge Beobachtung kann nun als Abbildung ¢s : E — M™", e +— (z1,...,2,)T = 9s(e) :=
(e(s1.),...,e(s,.))T beschrieben werden. Wird die Grundgesamtheit herangezogen, wird
dann anstelle von s entsprechend ¢ geschrieben mit ¢ (e) = (e(g1.),e(g2.),-..)T. Der
Vektor X := (1, ...,2,)T heiBt Stichprobe vom Umfang n.

Die Abbildung e, die eine Eigenschaft der Merkmalstréager reprasentiert, wird deswegen
auch als Merkmal bezeichnet. Die Vektoren von k zufalls(un)abhé&ngigen Beobachtungen
mit Stichprobenumfang n werden in der Datenmatrix

€1 €9 e €L

S1. = Giy- 11 *12 ... Tik

S9. = gi2. T21 T22 e oL
= (zy5) = X

Sn- = Giy,- Tnl Tp2 - Tnk

zusammengefasst. Jedes x;; heiBt Merkmalswert bzw. Datum des Merkmalstrégers s;.
flr das Merkmal e;. Liegt eine Datenmatrix vor, sind eine Vielzahl verschiedener Frage-
stellungen moglich. Eine Auswahl daraus soll in den weiteren Kapiteln betrachtet werden.
Abkirzend schreiben wir meist X; und meinen dabei sowohl das Merkmal e; als auch den
Vektor z.; der Merkmalswerte aller Merkamistrager flr das Merkmal e;.

5.1.2. Skalenarten
Es gibt verschiedene Arten von Merkmalen:

+ Merkmale mit Nominalskala: Einzelne Merkmalswerte kénnen lediglich hinsichtlich
ihrer Gleichheit oder Ungleichheit unterschieden werden. Als Merkmalsraum verwen-
den wir endliche Mengen, deren Elemente Kategorien genannt werden. Wir sprechen
hier von qualitativen Merkmalen.

* Merkmale mit Ordnialskala: Die Merkmalswerte kénnen zudem in eine Reihenfolge
,=" gebracht werden. Es sind keine Abstadnde zwischen den einzelnen Merkmalswer-
ten interpretierbar.

« Merkmale mit Kardinalskala: Es kbnnen zusétzlich Abstande und Verhéltnisse zwi-
schen Merkmalswerten gebildet und interpretiert werden. Wir werden fir solche Merk-
male als Merkmalsraum die reellen Zahlen benutzen, M = R. Sie sind die in den
Ingenieurwissenschaften am haufigsten anzutreffende Merkmalsart.

Jedes Merkmal mit Kardinalskala kann als Merkmal mit Ordinalskala und jedes Merkmal
mit Ordinalskala als Merkmal mit Nominalskala aufgefasst werden. Dies ist jeweils mit
einem Informationsverlust verbunden. Nicht-qualitative Merkmale nennen wir auch quanti-
tative Merkmale.

Es bezeichne
B:={ceM;c=xz;fireini=1,...,n} (5.1)

die Menge der beobachteten Auspragungen ¢ € M einer Stichprobe x vom Umfang n des
Merkmals X. Liegt eine stochastische Modellierung der Datenmatrix zugrunde, sprechen
wir auch von den Realisierungen anstelle der beobachteten Auspragungen. Wir werden
beide Begriffe synonym verwenden.
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5.1. Schétztheorie

5.1.3. Punktschatzungen

-

Definition 5.2: Schatzfunktion und Schéatzwert

Seien X1, ..., X, u.i.v. Zufallsvariablen mit X; : Q — M, X; ~ Ppco und (z1,...,2,)7
M™ eine dazugehdrige Stichprobe. Sei weiter v : © — T' eine Abbildung vom Para-
meterraum O in I'. Dann heiB3t eine Zufallsvariable T : M™ — T" Schéatzfunktion fir ~
und T'(x1, ..., x,) heiBt Schatzwert fiir v(9).

€

)

Von einer Schatzfunktion wird erwartet, die Abbildung v mdglichst gut wiederzugeben.

Definition 5.3: Erwartungstreue

Eine Schatzfunktion T': M™ — T" hei3t erwartungstreu, wenn fir alle § € © gilt:

Eo[T] = ~(0).

Der Begriff der Erwartungstreue wurde von Gauf3 eingefihrt.

Erlauterung

Es werde angenommen, dass die Daten unabhangig normalverteilt mit den Parame-
tern x und o2 sind, X; ~ N(u,0?) fur alle i = 1,...,n. Es soll der Parameter
geschatzt werden. Esist ©® = R x R, § = (u,02) und

M RXRY = R(p,0%) = mi(p,0%) == p.

Eine Méglichkeit besteht darin, den Mittelwert aus der ersten und letzten Realisierung
zu bestimmen. Eine zweite Mdglichkeit liefert die Berechnung des arithmetischen Mit-
tels.

Ty :R* =R (21,...,2,)F = g1(z1,...,75) ::%(xl + )
To:R* =R (71,...,2,)7 = go(z1,...,70) :%ZIZ
i=1

Welcher Schatzwert bzw. welche Schatzfunktion ist im Sinne der Mathematischen
Statistik ,besser*? Die Mathematische Statistik liefert dafiir verschiedene Gutekriteri-
en. Eines davon ist die eben definierte Erwartungstreue. So sind beide Schatzfunk-
tionen T und T, erwartungstreue Schatzfunktionen fiir 71, denn es gilt

Eg[T1]

Eo [; (X1 +Xn):| = % (1 + p) = p="(n, 0%,

1 n 1 n
Eo[Ta] = Eg anXi] == n=pn=no?
=1 =1

Hinsichtlich der Erwartungstreue sind beide Schatzfunktionen gleichermafen geeig-
net.

Ist eine Schatzfunktion nicht erwartungstreu, wird sie verzerrt genannt. Die Differenz zwi-
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schen Ey[T] und ~(0) heif3t Bias:
Biasy(T,v) = Eg[T] — v(6).

Die erwartete quadratische Abweichung von T zu ~(0) dient ebenfalls als Mal3 der Beur-
teilung einer Schéatzfunktion.

Definition 5.4: MSE

Es sei T : M™ — T eine Schatzfunktion fir v(#). Dann heif3t
MSEy(T’7) = Eo[(T — 7(6))’]

der Mean Square Error (MSE) der Schéatzfunktion 7.

Bias und MSE hangen Gber

MSEy(T,7) = Eq[(T —~())?] (5.2)
= EQ[TQ]—‘M&)E [T] 4+ ~(6) (5.3)
= Eo[T?] — Eg[T)* + Eg[T]* — 2v(0)Ee[T] + 7(6)* (5.4)
= Vy[T] + Biasy (T, v)? (5.5)

zusammen. Sind T} und T zwei unterschiedliche Schatzfunktionen fir v(8), so heil3t T}
MSE-besser als T», wenn

MSEy(T},~) < MSEy(Th,~) firalle 6 € ©

gilt und es mindestens ein 8* € © mit MSEy- (71, ) < MSEy (T3, ) gibt.

Beispiel 5.5

Es seien X, ..., X,, u.i.v. Zufallsvariablen mit Erwartungswert 1 und Varianz o2. Eine
mogliche Schétzfunktion fur die Varianz o2 (v(0) = o?) lautet mit dem arithmetischen
Mittel z = Ty (1, ..., zp)

T3($1,...,

)=

:\'—‘

96



5.1. Schétztheorie

Diese Schatzfunktion ist nicht erwartungstreu, denn
1 .
Fo[Ts] = Ep|= ) (Xi—X)?
olT3] 0 l” le( ) ]

1« o
= = Eg[X7 -2X;X + X7
n

i=1

_ i@
(_zn:Vo[Xd = nVePﬂ)
- o (2o1)

Mit §% = 2. T3 ergibt sich eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir o2. Fiir den Mean
Square Error von T3 gilt bei Annahme normalverteilter X;:

Z Xf] —nu? — nEy[X?] + n;f)

i=1

SHES

MSE(Hﬁoz)(T‘g,Uz) = V(#Jz)[T‘g} + BiaS(H’UZ)(T37J2)2 = ——F—0 + —0 .
n n

MSE(T)
10+

0.8
0.6
041

0.2

2 4 6 8 10 12 14

Fir wachsendes n stimmt der MSE nahezu mit der Varianz der Schatzfunktion tber-
ein und der Bias (zum Quadrat) ist fast Null. Die Schatzfunktion wird dann asympto-
tisch erwartungstreu genannt.

Fur eine konstante Schétzfunktion T'(X) = 6y, fur die der Mean Square Error MSE,, (T, v)
gleich Null ist, gibt es keinen MSE-besten Schatzer im Sinne der Definition von MSE-
besser. Daher wird oft die Klasse der zugelassenen Schatzfunktionen eingeschrankt. Ein
weiteres Gutekriterium ist die Effizienz einer Schatzfunktion. Dabei gilt eine Schatzfunktion
mit kleinerer Varianz als besser geeignet.

Definition 5.6

Eine erwartungstreue Schatzfunktion 7" des Parameters 6 heif3t effizient, wenn T" un-
ter allen erwartungstreuen Schatzfunktionen fir ¢ die kleinste Varianz hat.
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5. Entscheidungen

Erlauterung

Man betrachte noch einmal die beiden erwartungstreuen Schatzfunktionen fiir den
Erwartungswert .

2
(o +0%) = .

=~ =

Vo[Ii] = Vy B (X1 +Xn)] =

2 n>2

1< 1 o
V@[TQ] nZXZ] :ﬁnwﬂ:; < Vg[gl]
i=1

Vo

T, bleibt als Kandidat fir eine effiziente Schatzfunktion fir . im Rennen.

Ein effizienter Schéatzer ist damit ein MSE-bester Schatzer. Es stellt sich die Frage, auf
welche Weise sinnvolle Schatzfunktionen konstruiert werden kénnen.

Maximum Likelihood-Schéatzung

Die von Fisher vorgeschlagene Maximum-Likelihood Schétzung zeichnet sich dadurch
aus, dass verschiedene Gautekriterien erflllt werden. Sei F' die Verteilungsfunktion ei-
ner Zufallsvariablen X mit zugehdriger diskreter oder stetiger Dichte. Hangt die Vertei-
lungsfunktion von k& unbekannten Parametern 61, ...,6; ab, die mittels einer Stichprobe
(z1,...,2,) vom Umfang n geschatzt werden sollen, betrachtet man die gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx, . x, (z1,...,2n;01,...,0;) in Abhéngigkeit der Para-
meter. Sind die Parameter bekannt, l1asst sich der Wert der Dichte anhand einer Stichprobe
bestimmen. Ist umgekehrt die Stichprobe bekannt, lasst sich fiir jede beliebige Parameter-
konstellation der Wert der Dichte ermitteln. Die letzte Sichtweise auf die Dichte flihrt zur
Likelihood-Funktion.

Definition 5.7: Likelihood-Funktion

Es seien X1, ..., X, u.i.v. mit zugehériger diskreter oder stetiger Dichte in Abh&ngig-
keit eines Parameter-Tupels (6,...,60x) € © eines Parameterraums ©. Dann heif3t
LX1~~-X71, 10— Ra_

Lx,.x,01,....021,...,2,) = fx, . x.(@1,...,2n;61,...,6k)

= HfX,;(xi;ola”-aak)
i=1

Likelihood-Funktion. Die Loglikelihood-Funktion lx, . x, entsteht aus der Likelihood-
Funktion durch Logarithmieren,

log (Lx,. .x, (1, &n;01,...,0k))

= ) log (fx, (2361, ., 6k)).

i=1

le,,,Xn(Hl,...,Qk;xl,...,xn)

Auf Basis einer Stichprobe lasst sich mit der Likelihood-Funktion eine Schatzfunktion fur
(61, . ..,0;) bestimmen, indem diejenige Kombination (64, ..., 0x) in Abhangigkeit der Stich-
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5.1. Schétztheorie

probe bestimmt wird, bei der die Dichte den gr6Bten Wert annimmt. Die Dichte wird bei
gegebener Stichprobe fiir die bestimmten Parameterwerte maximiert.

Definition 5.8: Maximum Likelihood-Schétzung

Ein Schatzwert (61,...,0;) = T(x1,...,z,) einer Schatzfunktion 7" heiBt Maximum
Likelihood-Schéatzwert fur (61, . .., 0), wenn fur alle (64, ...,0;) € © die Bedingung

LXh,__,Xn(Gl,...,Hk;xl,...,a:n) Z LXl,...,Xn(017~--,0k§x1;~--,xn)

bzw.
lX17~--,Xn(917 °ooo0 79/6;1‘17 o ,J}n) Z th.--,Xn(elv o ,Hk;l'l, o ,J)n)

gilt. T ist dann die Maximum Likelihood-Schéatzfunktion flr ~.

Da das Logarithmieren eine streng monoton wachsende Abbildung ist, wird der Maximal-
punkt fir / und L im selben Punkt angenommen. Es ist somit das System

oL ol
= = . — =0ftrallei=1,...
26, 0 bzw 26, 0 far alle ¢ . )

zu lésen und zu Uberprifen, ob es sich um eine Maximalstelle handelt.

Beispiel 5.9

Es seien X; ~Ber(p) u.i.v mit Parameter p € (0,1) und i = 1,...,n. Dann lautet mit
x =Y z; die Likelihood-Funktion
i=1
LXl...Xn (P» Ty, .- 7x’n) = p$(1 - p)n7$
Zur Bestimmung des Maximum Likelihood-Schéatzwerts betrachte man aufgrund der
einfacheren Handhabung die Loglikelihood-Funktion, leite diese nach p ab und setze
sie Null. Fir 0 < p < 1 gilt dann

lelvv-Xn(ngl""’x") — %(mlog(?)+(n—x)log(l—]9))
X n—x |
= —— =0.
p l—p

Durch Auflésen nach p ergibt sich p = Z. Die zweite Ableitung nach p an dieser Stelle

ist -5 — 55 = —2 2% <0 (z #nund z #0). Also liegt ein Maximum vor.

99



5. Entscheidungen

L(p, x)

0.6

0.4

Fir x = 0 bzw. © = n ergeben sich Maximalstellen am Rand der Likelihood-Funktion,

d.h.beip=0undp=1.

Beispiel 5.10

Es seien X; ~ (i, 0?) u.i.v. mit Parametern (u,02?) € R x Rt und i = 1,...,n. Die

Loglikelihood-Funktion lautet
Ix,.x, (o x,... ;) = Zn:log <16_;(110“)2>
" = oV/2m
n T — 2
= —nlog(V2ro?) — i _
nlog (V2mro?) I_ZI( . )
Mitz =+ " z; gilt:
=1
T AL DI W=—5E-w=06p=
8lx . Xn n 1 £ 2 ! H=T o 9 1 - —\2 _ . a2
ez = —EJFQ(UQ)Q ;(wz—u) =0'& o —E;(wi—w) =: 6°.
Die Hessematrix an der Stelle (x, 15 (@i— x)2>,
g=il

1 2 “ 0
Hl<x’n2<xi_x)>_( 0 —opep )

ist negativ definit und damit liegt eine Maximalstelle vor. Die Maximum Likelihood-
Schatzfunktion fir die Varianz einer Normalverteilung ist die aus Beispiel 5.5 stam-

mende nicht erwartungstreue Schéatzfunktion.
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5.1. Schétztheorie

Beispiel 5.11

NE

Fir die Exponentialverteilung mit Parameter A gilt mitz = 1 3° =,

=1

Ix,. . x,(Nz1,...,2,) =nlog () — Z)\xi = nlog (\) — \nz.
i=1

Der Maximum Likelihood-Schéatzwert ergibt sich mit

alxlmx n _ ! (92ZX X n
Al An 7 - A= —und —=t2n
B3\ y ~ e 0 - und oz 2 <0
ZUu 1
)\:j.
X

Regressionsanalyse

Zum Ende des Abschnitts wollen wir uns ein wichtiges Anwendungsbeispiel mit Hilfe der
Maximum Likelihood-Schéatzung ansehen: die Regressionsanalyse. Dabei geht es darum,
dass ein kausaler Zusammenhang zwischen einem abh&ngigen Merkmal Y und unabhén-
gigen Merkmalen Xy, ... X,, in der Form

y=fs(@1, .., om)

modelliert wird. Durch Messungen werden sowohl Werte y; als auch Werte x;, mit i =
1,...,nund u = 1,...,m beschafft, um das Modell aufzustellen. Wir gehen davon aus,
dass die Funktion f einen linearen Zusammenhang der Form

k
f3($17~-~,33m) = Zﬁj%@h cee ,ifm)
j=1

beschreibt. Hierbei sind ¢g; modellierte reelle Funktionen der EingangsgréBen X, ..., X,,.
Bei den Messungen stellt sich meist heraus, dass kein exakter Zusammenhang in der
dargestellten Form mdglich ist. Deswegen wird in das Modell ein additiver Term eingeflgt,
der diese Fehler modelliert,

y=fplz1,...,zm) +e

Eine géngige Annahme ist, dass die Fehler zufalliger Natur sind. Es wird davon ausgegan-
gen, dass jeder einzelne Messfehler E; ~.7(0,02), i = 1...,n, normalverteilt mit Erwar-
tungswert Null und gleicher Varianz o2 ist, was jedoch in jedem Fall Gberprift werden
muss. Werden die X, als deterministische Merkmale modelliert, lassen sich die Y; =
fo(mit, .. xim) + Ei ~(fs(x1,...,2m),0%) ebenfalls als normalverteilte Zufallsvaria-
blen mit gleicher Varianz darstellen. Fir die Normalverteilungen sind der Erwartungswert
und die Varianz zu schatzen. Das bedeutet, dass die Parameter 5; und o2 bestimmt
werden mussen. Unter der Annahme der Unabhangigkeit der Fehler E; lasst sich mit
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5. Entscheidungen
E;,=Y; — fs(xa,...,zim) die Loglikelihood-Funktion

n 1 e
lEl...En(/617"',BkHUQ;yl?"'ayTHX) = IOg <H —F—€ 2(0) >

& 2
vi— 2 Bjgi(®i1se.es Tim)
1 j=1 7
n 1 2 o
= log I | e

& 2
1 n
_? ( Z/ngj le,---;mim))

=1

aufstellen. Seien nun i = (yl,.. )T, ﬁ = (B1,...,B)T und X = (3;;) € R™*, &;; =
gj(zi1, ..., zim) und i = 1,...,n, j = 1...,k. X wird dabei die Designmatrix genannt.
Dann gilt

n

& 2
Z( Z 935621’---7%1)) = (7 - XB)" (57— X7). (5.6)

i=1

Zur Bestimmung des MaX|mum Likelihood-Schatzwerts sind die Nullstellen der partiellen
Ableitungen nach den Parametern zu bestimmen:

5 1 > =
Vile, 5.(8,0%) = —50z (= 2XT5+2XTXp) =0
& ﬁ: (xTx)1xT7und XTX invertierbar,
Olg,..E 1
—_B1..-En — —_— X X —
Oo? (6’ ) 202 + 204( 6) (v 6) 0

0% =~ (- XB) (7~ XP)

Fir die Hessematrix an den Nullstellen des Gradienten gilt

LXTX 0
HlEl---En = (02 0 _n_ :

204

Diese Matrix ist im Falle der Invertierbarkeit von X7 X negativ definit und somit liegt ein
Maximum vor.

Kleinst-Quadrate-Schatzung

Der Maximum Likelihood-Schéatzung bei der Regressionsanalyse kann auch geometrisch
gedeutet werden. Der Ausdruck (5.6) stellt den quadrierten Euklidischen Abstand des
durch das Modell geschéatzten Vektors Xﬁ von dem gemessenen ¢ dar. Wird 5 so be-
stimmt, dass dieser Abstand minimal wird, landen wir exakt beim Maximum Likelihood-
Schatzwert fiir 5 von oben. Das Vorgehen wird als Kleinst-Quadrate-Schatzung bezeich-
net. Dabei gilt

(y—XB)"XB=§" X(X"X)"' xTj— " X(xTX)"' X =0
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5.1. Schétztheorie

i wird orthogonal auf den von den Spalten von X aufgespannten Vektorraum auf den
Vektor X 3 projiziert. Besitzt X (und damit X7 X) nicht vollen Rang oder sind die Spalten
von X nahezu linear abhéngig (es liegt ein schlecht konditioniertes Problem vor), ist die
Kleinst-Quadrate-L&sung entweder nicht eindeutig bestimmt oder sie macht keinen Sinn.
Abhilfe kann hier schaffen, das Problem so zu formulieren, dass es wieder eine eindeutige
und gut konditionierte Lésung gibt. Eine Mdglichkeit besteht darin, die Matrix X mit einem

A #£ 0 zur Matrix
X n+k,k
<M> R

und ¥ zu ¥ = (Y1,---,Yn,0,...,0)T € R*** zu erweitern. Die Matrix besitzt vollen Rang &
und ist durch entsprechende Wahl von A gut konditioniert. Nun betrachtet man das Problem

T
. Yy X\ =z y X\ =z
S {(ORWENERWE]
fur ein frei wahlbares aber gegebenes \. Als Lésung des Problems ergibt sich
- (X TNl XN\ (i
B M)\ A) \0
= (XTX + X)) 'XTy

Diese Vorgehensweise wird als Regularisierung bezeichnet.

Beispiel 5.12

Es seien die Messwerte (z11,y1) = (1,1), (z21,92) = (2,0) und (z31,y3) = (1,0
gegeben. Es soll das Modell y = $yx; untersucht werden. §; lasst sich mit X =

(1,2,1)T berechnen zu

|
Bi=(XTX)XTG= ¢

Sei eine weitere EingangsgréBe durch die Messwerte z15 = 2, 290 = 4 und 32 = 2
bekannt. Als Modell werde nun y = 1z1 + Bax2 angesetzt. Die Designmatrix

1 2
X=12 4
1 2

besitzt nur Rang 1<2, deshalb ist keine eindeutige L6sung bestimmbar. Es ergibt sich
B1 = & — 2B fur ein frei wahlbares j,, etwa 8, = -+ und 8; = 4. Deshalb werde das

regularisierte Problem betrachtet. Fiir 3 errechnet sich

_ 1 /1
b= >\2+30(2>'
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5. Entscheidungen

Fir die Eigenwerte von X7 X der erweiterten Designmatrix

S
Il

S > =N =

> O NN

ergibt sich p; = A\? und p» = 30+ A? und somit fiir die Kondition x = 3‘);—32. Fir kleine
A wird das Problem schlecht konditioniert sein.

5.1.4. Bereichsschatzungen

Bei einer Punktschétzung ist im stetigen Fall die Wahrscheinlichkeit, den oder die wahren
Parameter zu treffen, gleich Null. Es gibt keinerlei Genauigkeitsaussage hinsichtlich der
Schatzung. Deshalb versucht man auf Basis einer Stichprobe (z1,...,z,)T u.iv. Zufalls-
variablen X, ..., X,, bei der Schatzung eines einzelnen unbekannten Parameters 6 ein
Intervall [I,,, I,] anzugeben, in dem mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit von min-
destens 1 — o (0 < a < 1) der gesuchte unbekannte Parameter seinen Wert annimmt,
d.h.

P(I(X1,..., Xn) <0< I,(X1,.... X)) >1—a.

Die Wahrscheinlichkeit 1 — « hei3t das Konfidenzniveau. Dabei ist nicht gesagt, dass das
Intervall den wahren Wert des Parameters tatsdchlich Gberdeckt. Er wird nur mit vorge-
gebenem Konfidenzniveau Uberdeckt. « stellt dabei die Irrtumswahrscheinlichkeit dar und
muss vorab festgelegt werden.

Seien nun X; ~/(pu,0?) firi =1,...,n und o2 bekannt. Als Schatzfunktion flr v(u, 0?) =
2

1 werde das arithmetische Mittel X verwendet. Bei Giltigkeit der Annahme gilt X ~_7(y, Z-)
und weiter

X —p

vn ~ 110,1).
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Somit gilt

_ o — (o
PlX— Do <pu< X+ —P1_2o = 1-
( N N ) :
Damit I&sst sich fir . das Intervall
L(X1s o X)), L(Xas o X)) = | X — Z@p_a, X+ L0
u 1y---54n)ydo 1y---9An)| — \/ﬁ 1-5 \/ﬁ 1-5

angeben. Ein solches Intervall wird Konfidenzintervall genannt. Die Lange des Intervalls,
g
Vn

héngt vom Stichprobenumfang » und dem gewahlten o ab. Soll bei gleichbleibender Irr-
tumswahrscheinlichkeit « die Ladnge des Intervalls fest vorgegeben werden, kann damit
der mindestens notwendige Stichprobenumfang bestimmt werden zu

> 2(1)1_%0' 2
n = T

L=2—® s

Beispiel 5.13

Aus einem Sortiment von Schrauben werden zehn enthommen und deren Lange in
Millimetern gemessen. Es ergibt sich die Stichprobe (10,8,9,10,11,11,9,12,8,12)7.
Vom Hersteller der Schrauben wird eine Varianz von ¢% = 4 vorgegeben. Unter der
Annahme einer normalverteilten Grundgesamtheit soll ein Konfidenzintervall zur Irr-
tumswahrscheinlichkeit von o = 0.05 fiir den unbekannten Erwartungswert u be-
stimmt werden. Es ist ®p975 = 1.960. Das arithmetische Mittel der Stichprobe ist
z = 10. Mit ®¢ 975 - % = 1.240 ergibt sich das Konfidenzintervall [8.760, 11.240].

Das Konfidenzintervall besitzt die Ldnge L = 2.480. Um die L&nge auf L = 1 zu
verklrzen, misste ceteris paribus der Stichprobenumfang auf n = [(%)ﬂ =62

erhéht werden.

Bereichsschatzungen kdnnen auf Basis jeder gegebenen Verteilung vorgenommen wer-
den. Ist etwa S? eine Schatzfunktion fiir die Varianz geman der in Abschnitt 7.1 beschrie-
benen empirischen Varianz, so gilt mit den entsprechenden Quantilen der x2-Verteilung

(n—1)8? 2 (n—1)8? C1-g
IP’(xi_lu—a/z)S sz_lm/z)) foo

105



5. Entscheidungen

5.2. Testtheorie

Im eingangs eingefihrten Beispiel (5.1) liegt eine Verteilungsannahme zugrunde. Es wird
ein parametrischer statistischer Raum (\II,Q,IP’X,Wﬁeﬁ) betrachtet. Doch nicht immer kann

eine Verteilungsannahme getroffen werden. Auch fiir diesen Fall lassen sich Testprobleme
formulieren. Allgemein ist eine Entscheidung zwischen zwei Aussagealternativen hinsicht-
lich der Grundgesamtheit zu treffen. Die erste Aussagealternative wird als Nullhypothese
Hy, die zweite als Alternativhypothese H; bezeichnet. Beide Alternativen missen sich ge-
genseitig ausschlieBen. Die Entscheidung fir eine der beiden Alternativen wird auf Basis
einer Stichprobe getroffen. Dazu wird eine Entscheidungsfunktion definiert, welche eine
Regel zur Entscheidungsfindung angibt.

5.2.1. Parametrische Tests

Zunachst fassen wir die ersten Uberlegungen zu Testproblemen auf Basis parametrisierter
Verteilungsannahmen zusammen.

Definition 5.14

Sei (¥,G,Px,w,..) €in statistischer Raum, v : © — II eine Abbildung und {II,, I1; }
eine Partition von II. Die Formulierung

Hy :y(9) € Iy, ~(¥) €Iy,

hei3t parametrisches Testproblem.

J

Ist eine Stichprobe gegeben, soll eine Entscheidung Uber die Annahme oder Ablehnung
von H, herbeigefiihrt werden. Dazu werden n u.i.v. Zufallsvariablen X; betrachtet und eine
Testfunktion T'(X4, ..., X,,) erzeugt, deren Verteilung von den X; abhéngt. Der Wertebe-
reich von T wird in zwei Bereiche unterteilt: einen kritischen Bereich K und einen Annah-
mebereich K. Ist auf Basis einer Stichprobe (z,...,z,)T der Wert T(z, . .., z,,) der Prif-
gréBe in K, T(x1,...,x,) € K, so wird H, abgelehnt, ansonsten d.h. T'(zy,...,z,) € K
sagt man, Hy kann nicht abgelehnt werden. Letzteres ist aber nicht als Argument gegen
H; zu verstehen. Es treten vier Situationen auf:

* Hj ist wahr und wird nicht abgelehnt (richtige Entscheidung),
* Hy ist wahr und wird abgelehnt (Fehler 1. Art),

* Hj ist nicht wahr und wird nicht abgelehnt (Fehler 2. Art),

* Hj ist nicht wahr und wird abgelehnt (richtige Entscheidung).

Zur Konstruktion von Tests wird ein so genanntes Signifikanzniveau a mit 0 < a < 1
festgelegt. Der Test heif3t dann Signifikanztest zum Niveau « und wird so konstruiert, dass

Py(T(X1,...,X,) € K) <afiralled € © und v(0) € II,

gilt. Wird H, abgelehnt, gilt H; als statistisch signifikant mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von héchstens a. Der Fehler 1. Art ist vorgegeben, der Fehler 2. Art,

Py(T(X1,...,X,) € K) furalle § € © und () € 11,
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soll dabei mdglichst klein sein. Die Funktion
GO) =Py(T(X1,...,X,) € K)
in Abh&ngigkeit von 6 hei3t Gitefunktion des Tests, die Funktion
0(0) =1—-G() =Py(T(Xy,...,X,) € K)
die Operationscharakteristik des Tests.

Ist g(8) > « fur alle € © und v(0) € II;, so heiB3t der Test unverfalscht. Bei Il = {6y}
und IT; = IT \ II, spricht man von einem zweiseitigen Test, bei I1y = {x € Ty; © > 6y}
oder IIy = {m € IIp; m < 6p} und II; = II \ II, von einem einseitigen Test. Neben der
Angabe des kritischen Bereichs wird auch der so genannte p-value benutzt. Dabei gilt fir
den einseitigen Test

p =Py, (T(X1,...,Xpn) > 1) bzw. p =Py (T(X1,..., Xpn) < 1)
und fUr den zweiseitigen Test
p =Py (|T(X1,...,Xn)| >1).

Ist p < «, so wird Hy abgelehnt, ansonsten kann Hy nicht abgelehnt werden.

Beispiel 5.15: einfacher GauB-Test

Es seien X; ~./(u,c?) u.i.v. mit bekannter Varianz o und unbekanntem Erwartungs-
wert . Es sei Hy : u = po, also v(u,0?) = p und damit Hy : p # uo. Flr das
Signifikanzniveau wird oft « = 0.05 festgelegt. Dies ist eine willkurliche Wahl. Durch
das arithmetische Mittel mit anschlieBender Standardisierung Iasst sich eine unter H
entsprechend verteilte TestgréBe

T(X1,...,Xn) =vn

X —
£ % 110,1)
g

bilden. Liegt der Wert ¢t = T'(x4, . .., x,) nicht in der N&he von Null, so trifft die Nullhy-
pothese nicht zu. Der Bereich K = R \ [k, k] umfasst unter der Nullhypothese eine
Wahrscheinlichkeit von « derart, dass

P, (IT(X1,...,X0)| > k) =«

ist. Mit k = ¢;_o gilt K = (—00, —¢1-2) U (¢1-2,00). Gilt [t| > ¢1_<, so wird die
Nullhypothese abgelehnt.

Analog zu den Intervallschatzungen l&sst sich eine Vielzahl an Paramtertests auf Basis
gegebener Verteilungen erzeugen. Ist etwa die Varianz beim GauB3-Test unbekannt und
muss geschatzt werden, ergibt sich eine sogenannte ¢-Verteilung fiir die Testfunktion 7.
Anstelle der Quantile der Normalverteilung werden entsprechend Quantile der ¢-Verteilung
betrachtet.
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6. Merkmale mit Nominalskala

Erlauterung

Es gibt manchmal Wertemengen zu Eigenschaften, die sich nicht in das Konzept
der Menge der reellen Zahlen einbetten lassen. Mit Konzept ist dabei gemeint, wie
sich die erhobenen Daten weiterverarbeiten lassen. Dennoch ist es sinnvoll und not-
wendig, auch solche Daten durch KenngréBen und Visualisierungen zu beschreiben.
Ebenso ist es haufig von groBem Interesse, ob es eine Beziehung zwischen zwei
oder mehreren solchen Eigenschaften gibt.

Die Analyse gemeinsam auftretender Werte (Items) hat durch die rasante Entwicklung
des Internets enorm an Bedeutung gewonnen. Ausgehend von vereinzelten Marketing-
basierten Verhaltensanalysen von Kunden anfang der 1990er Jahre, der so genannten
Warenkorbanalyse, sind heute derartige Ansatze weit verbreitet. Ein oft anzutreffender Text
auf diversen Webportalen ist etwa

-Kunden, die dieses Produkt gekauft haben, kauften auch ...*"

Die Analyse des Nutzerverhaltens (Click-Verhalten) auf einzelnen Webseiten oder die Un-
tersuchung von Texten auf Zusammenhénge zwischen vorkommenden Worten und ein-
zelnen SchlUsselbegriffen sind Beispiele fir die Untersuchung gemeinsam auftretender
Werte. Auch in den Ingenieurwissenschaften finden entsprechende Verfahren Anwendung.

Beispiel 6.1: Diagnostik von Stérungen

Oft ist es schwierig, die Ursache fiir eine Stérung an technischen Anlagen zu finden.
Diagnosesysteme nutzen physikalische Modelle und Erfahrungen, um die Ursachen-
findung zu unterstiitzen. Physikalische Eigenschaften der technischen Anlage und
konkrete Messungen einzelner GréBen werden zu so genannten Assoziationsregel-
modellen verarbeitet. Die Wirkung (Stérung) wird dabei auf Basis gewisser Kriterien
durch Ursachen (Werte physikalischer Gré3en) erklart.

Grundlegend fir eine Vielzahl an Verfahren zur Zusammenhangsanalyse ist der so ge-
nannte ltem-Support. Das heif3t nichts anderes als dass wir das Vorkommen von (Merk-
mals)Werten abzahlen missen.

6.1. Absolute und relative Haufigkeiten

Allen Skalenarten ist gemein, dass bei einer Stichprobe die beobachteten Auspragungen

zusammengefasst und ihre Anzahl ausgezahlt werden kann. Insbesondere bei qualitativen

111



6. Merkmale mit Nominalskala

Merkmalen ist eine sinnvolle und wichtige Beschreibung Uber das Auszéhlen der Realisie-
rungen, das Bestimmen von Haufigkeiten, mdglich. Wir betrachten zunachst ein qualita-
tives Merkmal X mit dem endlichen Merkmalsraum M = {ci,...,c,}. Bei qualitativen
Merkmalen steht keine Ordnung und keine sinnvolle Abstandsdefinition zweier Merkmals-
auspragungen zur Verfigung. Wir unterscheiden zwei Begriffe.

Auszahlen von Haufigkeiten

Qualitative Merkmale kdnnen in einer Haufigkeitstabelle erfasst werden. Dabei werden
fir insgesamt n Merkmalstrager s;.,...,s,. einer Stichprobe S und m = |M| Kategorien
c1,- - .,y €ines qualitativen Merkmals X entweder absolute Haufigkeiten in Form der An-
zahl der Félle n; in der Kategorie ¢; oder relative Haufigkeiten in Form der Proportion h; in
der Kategorie ¢; erfasst. Um die Anzahl auszuzéhlen, bendtigen wir eine Indikatorfunktion

1, x¢€ L (hier: L ={¢}),

0, sonst. (6.1)

I M = {01}, zw I%(x):= {
Die Anzahl der Falle und die Proportion einer Stichprobe ergeben sich dann tber

n n T
aH : M™ — NT', X — aH(X) := (Z I @), I;{(C’"}(xi)> ,
i=1 i=1
n { } n { } T
rH : M™ — NJ*, X — rH(X) := (711 S I (), Y I (xz))
=1 1=1
Der Wert der Abbildung n : M — Ny, ¢; — n; := n(q) := aH(z1,...,z,); heiBt absolute
Haufigkeit der Kategorie ¢; und entsprechend heif3t der Wert der Abbildung ~ : M — Ny,
¢ — hy:=h(q) :=rH(zy,...,z,); relative Haufigkeit der Kategorie ¢;.

Beispiel 6.2: Passagierdaten vom Untergang der Titanic

Wir betrachten Daten von den 2201 Passagieren zum Untergang der Titanic. Es wer-
den die Klasse, das Alter und Geschlecht sowie das Uberleben der jeweiligen Person
erfasst. Hier ein Ausschnitt der Datentabelle:

Datentabelle ,, Titanic*

Class | Age Sex Survived
1st Adult Male Yes
1st Adult Male Yes
1st Adult Male Yes
1st Adult Male Yes

Crew | Adult | Female Yes

Crew | Adult | Female No

Crew | Adult | Female No

Crew | Adult | Female No
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Bei allen vier Merkmalen handelt es sich um qualitative Merkmale und wir kbnnen die
Falle auszahlen:
Class Age
Kategorie | hy Kategorie | ny hy
1st 325 | 325/2201 Adult 2092 | 2092/2201
2nd 285 | 285/2201 Child 109 | 109/2201
3rd 706 | 706/2201 gesamt | 2201 1
Crew 885 | 885/2201
gesamt 2201 1
Sex Survived
Kategorie ny h; Kategorie ny h;
Female 470 | 470/2201 Yes 1490 | 1490/2201
Male 1731 | 1731/2201 No 711 | Til/2301
gesamt 2201 1 gesamt 2201 1

Einen einfachen Datensatz kdnnen wir noch direkt abzahlen. Doch schon beim Titanic-
Datensatz mit 2201 Merkmalstragern ist eine Abzahlung offenbar zu aufwéandig. Wir nutzen
stattdessen R'.

setwd (" /Daten/Datensatz")
titanic<-read.table (" Titanic.txt" ,sep="\1" , head=TRUE)
attach(titanic)

head(titanic)

str(titanic)

In der ersten Zeile setzen wir das Arbeitsverzeichnis. Der Titanic-Datensatz wird aus der
entsprechenden Textdatei eingelesen, die Spalten sind durch einen Tabulator getrennt und
es existiert eine Kopfzeile. Die einzelnen Variablen werden durch die dritte Zeile zugéng-
lich, d.h. das Merkmal Age kann nun entweder indirekt Uber ,titanicbAge“ oder direkt an-
gesprochen werden. Die vierte Zeile fuhrt zu folgender Ausgabe.

Class Age Sex Survived
1 First Adult Male Yes
2 First Adult Male Yes
3 First Adult Male Yes
4 First Adult Male Yes

Thttps://wuw.r-project.org, ein interessantes Buch zur Anwendung von R ist [5]
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5 First Adult Male Yes
6 First Adult Male Yes

Der str-Befehl liefert Informationen Uber die Datenstruktur eines Objekits.

variables:

"Crew" ," First" ,..:
222222 ...
"Adult","Child":
111111
"Female" ,"Male":

2222222222

‘data.frame’: 2201 obs. of
Class . Factor w/ 4 levels
2222
Age : Factor w/ 2 levels
1111
Sex . Factor w/ 2 levels
Survived Factor w/ 2 levels

n NOII , "YeS "

2222222222

Um die Haufigkeiten eines Merkmals zu bestimmen, kénnen wir den table-Befehl nut-

zen.

table (Class)
prop.table (table (Class))

Class
Crew First Second Third
885 325 285 706

Class

Crew First Second

Third

0.4020900 0.1476602 0.1294866 0.3207633

Meist treten in den Anwendungen mehrere Merkmale gleichzeitig auf. Jedoch ist es sinn-
voll, Merkmale auch einzeln zu untersuchen. Das erfolgt nicht zuletzt deshalb, weil es fir
eine Vielzahl von Verfahren in der angewandten Statistik Annahmen hinsichtlich der Be-
schaffenheit einzelner Merkmale - wie etwa Verteilungsannahmen - gibt. Weiter kénnen
so Untersuchungen hinsichtlich Ausrei3ern (z.B. Messfehler oder Eingabefehler) durchge-

fahrt werden.

6.2. Modus und Informationsentropie

Bevor wir eine ltem-Analyse beginnen kénnen, bendtigen wir noch etwas Vorwissen fiir die
Untersuchung von Merkmalen mit Nominalskala.
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Lageparameter

Bei einer Realisierung eines qualitativen Merkmals gibt es die Méglichkeit, die Auspragun-
gen auszuzahlen. Interessant dabei ist, welche Ausprdgung am haufigsten auftritt. Diese
KenngréBe legen wir fest in

Definition 6.3: Modus

Sei X ein qualitatives Merkmal mit m = |M| Kategorien cj, ..., ¢, und représentiere
das Tupel (ng,...,n,) die absoluten Haufigkeiten der Kategorien ¢y, ..., ¢, einer
Stichprobe von X. Die Abbildung

md : N™ = P({c1,...,cm})s
(N1, .oy Mm) = Mod :== md(na, ..., ) = {c;; ng >y ¥l e{l,...,m}}

liefert die am haufigsten beobachteten Kategorien und jede Kategorie ¢; € Mod heif3t
Modus des Merkmals X.

Beispiel 6.4

Der Modus des Merkmals Class aus dem Titanic-Beispiel ist die Kategorie ,Crew".
Der Modus des Merkmals Age ist die Kategorie ,,Adult”.

In R kann der Modus Uber folgende Funktion bestimmt werden.

Bestimmung des Modus mit R

modus<-function (X)

{ a<-table (X, exclude=NULL)
c<—-which (a==max(a))
return(c)

}

modus (Class)

Wir erzeugen zunéchst eine Tabelle der absoluten Haufigkeiten des Merkmals, wobei auch
fehlende Werte mit aufgenommen werden. Uber den which-Befehl werden diejenigen In-
dizes und Kategoriebezeichnungen gespeichert, fir welche die Haufigkeit am gréBten
ist.

Crew
1

Die erste Kategorie der Crew ist der Modus des Merkmals Class im Titanic-Beispiel.
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6. Merkmale mit Nominalskala

Barchart und Spineplot

Barcharts und Spineplots werden verwendet, um die absoluten oder relativen Haufigkei-
ten von Kategorien darzustellen. Fir jede Kategorie wird eine Rechtecksflache (Balken)
erzeugt. Dabei ist die Haufigkeit proportional zur dargestellten Flache. Um die Haufigkei-
ten vergleichen zu kénnen, wird beim Barchart die gleiche Breite gewéhlt. Die Héhe der
Balken ist damit mafBBgebend flr die Haufigkeiten.

e 00 Barchart(Class) e 00 Barchart(Class)

dat=read.table (" Titanic.txt" ,sep="\t" ,head=TRUE)
attach (dat)

barplot(table (Class))

mosaicplot(table (Class))

Das linke Bild zeigt einen Barchart der Kategorien des Merkmals Class der Titanic-Daten.
In einem Barchart lasst sich oft ohne zusatzlichen Aufwand der Modus erkennen. In unse-
rem Fall ist es die Kategorie Crew.

Beim Spineplot ist dagegen, wie im rechten Bild (trotz der Beschriftung mit Barchart) zu
sehen, die H6he der Balken gleich und die Breite der Balken ist damit proportional zu den
Haufigkeiten. Oftmals interessiert uns ein gemeinsames Auftreten von Merkmalswerten
unterschiedlicher Merkmale. Wenn wir wissen wollen, wie viele Frauen unter den Uberle-
benden waren, so kénnen wir dies zunachst mit Hilfe einer Kreuztabelle (siehe Abschnitt
6.3) untersuchen.

ftable (Sex, Survived)

Wir nutzen den ftable-Befehl, da er in der Darstellung Vorteile hat, wie wir noch sehen
werden.

Survived No Yes
Sex
Female 126 344
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Male 1364 367

Wir sehen, dass 344 Frauen Uberlebt haben. Doch die Frage nach dem Anteil Frauen unter
den Uberlebenden kénnen wir nicht direkt beantworten. Dazu miissen wir den Anteil der
Frauen unter allen Uberlebenden betrachten, also 214 = 48%. Hier gibt es mit Hilfe
interaktiver Techniken die Mdglichkeit, schneller ans Ziel zu gelangen. Durch gelinktes

Higlighting in Verbindung mit einer Abfrage kénnen wir die Antwort sehen.

Barchart(Survived)

Nu:u‘

Yes ‘ ‘
Yes 5
eano Count: 711.0

Hilited: 344.0 (4B.3B%)

Male |

4

Durch Highlighting wird der Anteil der Haufigkeiten in jeder Kategorie andersfarbig dar-
gestellt, der beispielsweise durch die Kategorie Yes des Merkmals Survived reprasentiert
wird.

Der Spineplot hat Vorteile gegenliber dem Barchart, wenn wir Anteile in den Haufigkeiten
vergleichen wollen. Wir fragen uns, ob anteilig mehr Manner oder Frauen lberlebt haben.

Barchart(Sex)
Male |
i A
ane Barchart{Sex)
[ ]
Female
Male
A4

Wir sehen den entscheidenden Vorteil bei der Anwendung des gelinkten Highlighting, da
wir sofort erkennen kdnnen, dass anteilig mehr Frauen Uberlebt haben als Manner. Der
Barchart gibt die absoluten Zahlen wider, die bei beiden Kategorien annahernd gleich sind.

Pie charts
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6. Merkmale mit Nominalskala

Ein Pie chart ist eine Graphik, bei der die Flache eines Kreises entsprechend der Haufig-
keiten der Kategorien eines qualitativen Merkmales in Segmente aufgeteilt wird.

Nebenstehendes Bild zeigt einen Pie chart
des Merkmals Class. Die Intention des
Pie charts entspricht dem des Barcharts.
Pie charts sind jedoch eine weniger vor-
teilhafte Art und Weise, um Informationen
Uber Haufigkeiten darzustellen. Das Auge ist o
gut darin, lineare MaBe abzuschatzen und

schlecht darin, relative Flachen zu beurteilen.

Ist in dem Pie chart die griine (Second) oder

die blaue (First) Flache gréBer?

Streuparameter und Konzentrationsmessung

Die Haufigkeiten eines qualitativen Merkmals kénnen verwendet werden, um zu untersu-
chen, wie gleichmaBig sich die Daten auf die einzelnen Kategorien verteilen. Entfallen
samtliche Auspréagungen auf einen Wert, so liegt keine Streuung in den Daten, d.h. wir
nehmen sicher an, dass bei einer weiteren Realisierung derselbe Wert auftritt. Ist dies
nicht der Fall, sind die Daten nicht konzentriert und es liegt eine Unsicherheit bzgl. der
Vorhersage der Merkmalsauspragung einer neuen Realisierung vor. Wir kbnnen uns somit
Uberlegen, dass die Menge an Information, die in einer neuen Realisierung liegt, als nicht-
negative Funktion der relativen Haufigkeiten beschrieben werden kann. Was fordern wir
von einer solchen Funktion s : [0, 1] — [0, c0]? Zun&chst soll s(0) = co und s(1) = 0 gelten.
Die Information zweier Ereignisse, die sich gegenseitig nicht beeinflussen, soll sich zudem
aufaddieren, d.h. s(ab) = s(a) + s(b). Eine stetige Funktion, die diese Eigenschaften erfillt,
ist die Logarithmus-Funktion. Zur Bestimmung der Streuung bei qualitativen Merkmalen
kann das Konzept der Informationsentropie verwendet werden. Die Informationsentropie
beschreibt die GleichmaBigkeit der Haufigkeiten aufgrund der mittleren zu erwartenden
Menge an Information (genannt Entropie) und ist ein Erwartungswert.

Definition 6.5: Streuung qualitativer Merkmale

Sei X ein qualitatives Merkmal mit m = |M| Kategorien und seien h;, 1 = 1,...,m, die
relativen Haufigkeiten der Kategorien bei einer gegebenen Stichprobe mit > h; = 1.

=1
Es gelte 0 - In 0 := 0. Die Informationsentropie V' der Verteilung ist dann definiert als
Funktion V' : [0, 1]™ — [0, 1] mit

1 m
(Riyeosha) = V(b .. b)) = —m;hlln(hl).

)

Der Wertebereich fir V' soll zwischen 0 und 1 liegen. Um das zu zeigen, missen wir ein
Minimierungsproblem I6sen.
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6.2. Modus und Informationsentropie

Satz und Definition 6.6: Allgemeine Minimierungsprobleme

Ein allgemeines Minimierungsproblem (MP) ist von der Form

min - {f(x)}
unter ¢;(x) <0 Vi=1,...,m, (6.2)

hi(X) =0 Vji=1,...,1,

mtf:I' 2R, g:I' >R, h;j : ' > RundI' CR"™.

-

Oftmals lassen sich Minimierungsprobleme mit Nebenbedingungen (die (Un-)gleichungen
mit g; und h;) nicht direkt I6sen. Eine Mdglichkeit besteht in der Umformulierung zu einem
so genannten Lagrange-Problem.

Satz und Definition 6.7: Lagrange-Probleme

Gegeben sei ein Minimierungsproblem (MP). Dann heif3t das Problem

max {@(u,v) = ;rellﬁ{f(x) + éuzgl(x) + él vjhj(x)}}

ucR™ veR!
unter u; >0 Yi=1,...,m,
veR

(6.3)

mit der Lagrange-Funktion © : R™ x R — R das Lagrange-Duale Problem (DP) zu
(MP).

In manchen Féllen gibt es Kandidaten fur Optimalpunkte, d.h. Lésungen von (MP) und
(DP). Dazu missen sie folgende Bedingungen erflllen.

Satz und Definition 6.8: KKT-Bedingungen

Ein Minimierungsproblem liege in der Formulierung (DP) gemaB (6.3) vor. Einx € T’
erflllt die KKT-Bedingungen, falls f und g = (¢1,...,9m) differenzierbar sind und
u;, v; existieren mit

(6.4)

IV AL IA
cococoo

Sind f und diejenigen g; mit g;(x) = 0 konvex bei x und sind fir v; # 0 die h; affin
linear, dann ist x ein Optimalpunkt fir (MP) und (u, v) einer fur (DP).

Nun kénnen wir uns den Wertebereich von V' (berlegen.
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6. Merkmale mit Nominalskala

Satz 6.9

Die Funktion ist sinnvoll definiert, d.h. es gilt: 0 < V' (hq, ..., hy) < 1.

Beweis.

Es ist hy1n(h;) < 0 fUr jedes [ und damit ist V' stets positiv. V' ist eine durch die

Nebenbedingung > h; = 1 im Definitionsbereich eingeschrénkte Funktion und nimmt
=1

das Maximum dort an, wo h; = -1 firalle I € {1,...,m} gilt. Denn betrachten wir die

dazugehdrige zu minimierende Lagrange-Funktion

%zm: lnhl+v<zm:hl—1>,
=1

(Inh; + 1) + v, bzw. v,

lnm

und bilden die partiellen Ableitungen nach h;, g—g =

= (Z h; — 1), so erhalten wir durch Nullsetzen der Gradienten
lf

oL .

—— =0 & h;=c """ bzw. durch Einsetzen
ah;

ou B lnm

Damit ergibt sich h; = -L. Weil die Hessematrix H(hy, ..., h,,) positiv definit ist, folgt,
dass es sich um eine Minimalstelle handelt. Wir untersuchen die beiden Extremfalle.
Sei zunéchst h; = 1 fireini e {1,...,m} und h; = 0 fir alle j # i. Dann ist

lm) ;hlln(m) = —@1&1(1) =0.

Sei andererseits h; = - firalle [ € {1,...,m}. Dann haben wir

L N ) ot L (L) - ™Y
ln(m)lz;hl1 () = In(m) m1 (m) In (m) =1
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Beispiel 6.10: Titanic: Class und Age

Wir berechnen die Informationsentropien Vi, V5 fir die beiden qualitativen Merkmale
Class und Age. Es ist

1 /885 885 706 706
= - 1 ot log [ =) ) =0.922
& log (4) (2201 g (2201) o o001 08 <2201>)
1 (2002 (2092\ 109 109
Vi log (2) (2201 o8 (2201) 201 %% (2201))

Fir das Merkmal Klasse wird 92% der méglichen Information geliefert, es liegt viel
Information in diesem Merkmal. Hingegen erhalten wir bei Age nur 28% Information,
d.h. wir haben einen mittleren Informationsverlust von 72%. Es liegt wenig Information
im diesem Merkmal.

informationsentropie<—function (X){
k<-prop.table (table (X))
inf<—sum(k=log(k))=(-1/log(length(k)))
print(inf)

}

informationsentropie (CarHire)

Bemerkung.

Die Informationsentropie darf nicht als linear interpretiert werden. Die folgende Abbildung
verdeutlicht diesen Umstand durch die schematische Entwicklung der Informationsentro-
pie von der Einpunkt- zur Gleichverteilung von relativen Haufigkeiten. Bei einer Einpunkt-
verteilung enthalten die Daten keinerlei Information, wahrend bei einer Gleichverteilung
maximale Information in den Daten vorhanden ist.

mittlerer

Informationsverlust

05F

)
Einpunktverteilung Gleichverteilung

6.3. Assoziationen

Die Haufigkeitstabellen einzelner qualitativer Merkmale kénnen wir in einer Matrix, der so
genannten Kontingenztabelle, zusammenbringen. Sie ist die datenbasierte Form der Kon-
tigenztabelle flir Wahrscheinlichkeiten gemaf Tabelle 2.2. Seien k qualitative Merkmale
X1,..., Xk gegeben. Die Kategorien des ersten Merkmals werden in die erste Spalte der
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6. Merkmale mit Nominalskala

Matrix eingetragen. Die Kategorien des zweiten Merkmals in der ersten Zeile. Mit dem
dritten Merkmal findet eine neuerliche Unterteilung der Spalten statt. In die zweite Spalte
werden namlich fir jede Kategorie des ersten Merkmals sémtliche Kategorien des drit-
ten Merkmals eingetragen. Das vierte Merkmal unterteilt die erste Zeile mit dem zweiten

Merkmal usw. Sei m; die Anzahl der Kategorien des Merkmals X ;. Dann ergibt sich eine
k k

IT mu x ] my-Zellen Matrix mit 1 < j < k, in deren Zellen die jeweils entsprechend

1=25—-1 1=2j

der Kategorien vorhandenen Falle einzutragen sind.

Beispiel 6.11

Wir erstellen eine Kontingenztabelle mit absoluten Haufigkeiten fir die drei Merkmale
Class, Age und Sex (in dieser Reihenfolge).

Kontingenztabelle

| Class | Sex | Age
Adult | Child | Summe

Crew | Female 23 0 23
Male 862 0 862

1st Female | 144 1 145
Male 175 5 180

2nd Female 93 13 106
Male 168 11 179

3rd Female | 165 31 196
Male 462 48 510
Summe 2092 | 109 2201

Die letzte Zeile und die letzte Spalte wurden hinzugefligt, um Zeilen- bzw. Spalten-
summen zu erfassen. Genauso gut hatten wir die Kontingenztabelle mittels der rela-
tiven Haufigkeiten der einzelnen Falle befillen kénnen.

Konteingenztabellen bilden haufig die Grundlage fir verschiedene Tests.

Mosaicplot

Der Prozess der Erstellung des Mosaicplots ist grundsétzlich gleich zum Aufbau einer Kon-
tingenztabelle, wie wir es in Abschnitt 6.3 bei der Erstellung einer Kontingenztabelle gese-
hen haben.
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Wir beginnen mit einem Spineplot fir das ers-
te Merkmal. Das zweite Merkmal wird hin-
zugeflgt, indem die Flachen jeder Katego-
rie vertikal entsprechend der Proportionen
der Kategorien des zweiten Merkmals unter-
teilt werden. Im Beispiel auf der rechten Sei-
te beginnen wir mit einem Spineplot fir das
Merkmal Class und fligen das Merkmal Age
mit seinen zwei Kategorien hinzu. Die Flache
oben rechts reprasentiert hier den Anteil der
Kinder der ersten Klasse, die Flache oben
links den Anteil der Erwachsenen der ers-
ten Klasse. Unten rechts ist durch den roten
Strich zu erkennen, dass keine Kinder Mit-
glied der Crew der Titanic waren.

mosaicplot (Class ,Age)

Das Merkmal Sex gibt das Geschlecht jedes
Merkmalstragers an. Erweitern wir den Mosa-
icplot um das Merkmal, werden die Flachen
wiederum horizontal unterteilt. Die oberen
Flachen reprasentieren weibliche Personen,
die unteren Flachen mannliche. Es zeigt sich,
dass es in der ersten Klasse lediglich ein
Méadchen unter sechs Kindern gab. L&sst sich
nun die Frage beantworten, ob auch auf der
Titanic das Prinzip ,Frauen und Kinder zuerst
galt” oder ob Uberproportional viele Personen
der ersten Klasse Uberlebt haben? An die-
ser Stelle soll auf die interaktiven Mdglichkei-
ten der Exploration der Daten verwiesen wer-
den! Die Vorgehensweise des Hinzufligens
von Merkmalen kann nun beliebig mit weite-
ren qualitativen Merkmalen fortgesetzt wer-

6.3. Assoziationen

Mosaic(Class, Age)

Mosaic(Class, Age, Sex)

I || ==

g%%and des Mosaicplots kénnen wir Aussagen Uber die Abhéngigkeit der einzelnen Merk-
male treffen. Um das zu untersuchen, missen samtliche Reihenfolgen der betrachteten
Merkmale gebildet und davon jeweils ein Mosaicplot erstellt werden. Wir betrachten die
Raume zwischen den Flachen. Lassen sich diese in jedem Mosaicplot ohne ,iberméaBiges
Abknicken® durchlaufen, d.h. es liegt eine gleichmaBige Partitionierung vor, kann von der
Unabhangigkeit der Merkmale ausgegangen werden (mutual independence). Andernfalls
muss eine Abhangigkeit angenommen werden, die weiter untersucht werden kann.

Bei drei Merkmalen kénnen dann die partial independence, die conditional independence,
die no three-way interaction und die three-way interaction erkannt werden. Bei der parti-
al independence ist ein Merkmal von den beiden anderen unabhangig, was sich anhand
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der GleichmaBigkeit der beiden Plots zeigt, in denen das bestimmte Merkmal mittig ange-
ordnet ist. Die conditional independence bedeutet, dass zwei Merkmale unter gegebenem
dritten unabhangig voneinander sind. Das zeigt sich anhand einer gleichmafBigen Parti-
tionierung innerhalb der Kategorien des gegebenen ersten Merkmals. Allerdings ist die
Partitionierung in den beiden entsprechenden Mosaicplots nicht gleichférmig. Die beiden
letzten Formen der Unabhangigkeit sind sowohl aus Sicht der Interpretation als auch an-
hand der Mosaicplots schwer zu erkennen. In unserem Beispiel interpretieren wir anhand
der sechs Mosaicplots, dass bei gegebenem Merkmal Class die beiden anderen Merkma-
le nahezu unabhangig sind, also eine conditional independence vorliegt. Wir stellen die
Hypothese auf, dass sich ein Modell aus den drei Merkmalen, und so genannten Interakti-

onstermen zwischen Class und Age bzw. Class und Sex zusammensetzt.
Es besteht die Méglichkeit, einen Mosaicplot

nicht in der Intention wie bisher, sondern

unter Annahme des Unabhé&ngigkeitsmodells 000 Mosaic(Class, Age, Sex)
die erwarteten Werte darzustellen. Ist eine
beobachtete Haufigkeit einer ,Zelle* gréBer
als die erwartete, wird die Proportion des
Uberschusses blau dargstellt. Ist dagegen die
beobachtete Haufigkeit kleiner als die erwar-
tete, wird die Proportion des Fehlers rot ge-
zeichnet. In unserem Beispiel werden in der
Zelle oben links deutlich mehr erwachsene
Frauen in der ersten Klasse erwartet als tat-
sachlich auf dem Schiff waren. Auch leere
Zellen, wie wir sie bei Kindern in der Crew
haben, werden nun entsprechend der erwar-
teten Werte dargestellt. Dieser Mosaicplot ist
durchgéangig gleichmaBig partitioniert. Wéren
die beobachteten gleich den erwarteten Wer-
ten, ergabe sich genau dieser Mosaicplot.
Die Darstellung in einer Kontingenztabelle bietet die Mdglichkeit herauszufinden, ob es
Assoziationen zwischen verschiedenen Merkmalen gibt. Ein derartiges Assoziationsmaf3
sollte auf das Intervall [—1, 1] beschrankt sein, wobei der Wert 0 die Unabhangigkeit beider
Variablen, —1 einen perfekt negativen und 1 einen perfekt positiven Zusammenhang cha-
rakterisieren sollte. Werte zwischen 0 und +1 deuten dann auf einen mehr oder weniger
starken, jedoch keinen perfekten Zusammenhang hin. Die Richtung des Zusammenhangs
(negativ, positiv) ist nur bei mindestens ordinal skalierten Variablen sinnvoll interpretierbar.
Einige AssoziationsmafBe fir nominal skalierte Variablen verwenden daher nur das Inter-
vall [0, 1] und werden auch als richtungslose Assoziationsmafe bezeichnet. Wir betrachten
zunachst zwei qualitative Merkmale und folgende Kontingenztafel:

— e A 0

L

Merkmal X,
& . [
C1 nii . Nimoy ni.
)
©
1S
x
S
(3]
=
Cmy | M1 s Nmymsy | Tomy -
n.1 e Ty n
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6.3. Assoziationen

Die Grundlage eines Assoziationsmafes flir zwei qualitative Merkmale stellt die x2-GroRe
dar. Seien in einer Kontingenztabelle bestehend aus zwei qualitativen Merkmalen X; und
Xofuri=1,...,myund j =1,...,mq n,; die absoluten Haufigkeiten flr die Anzahl Falle
in Kategorie ¢; des Merkmals X, und in Kategorie ¢; des Merkmals X, bzw. h;; die re-
lativen Haufigkeiten fiir die Proportion in Kategorie ¢; des Merkmals X; und in Kategorie
¢; des Merkmals X,. Die Zeilensumme der i-ten Zeile wird mit n;. = n;1 + ... 4 ngpy, flr
alle i =1,...,my und die Spaltensumme der j-ten Spalte wird mit n.; = nq; + ... 4+ npy
fur alle j = 1,...,ms bezeichnet. Zeilen- und Spaltensummen werden als Randsummen
bezeichnet. Entsprechendes gilt fir die relativen Haufigkeiten und die Zeilen- und Spalten-
summen, sie heiBen Randhaufigkeiten.

Ein wichtiger Begriff ist die bedingte Haufigkeitsverteilung. Wir bilden die bedingte Haufig-
keit fir eine Merkmalsauspragung eines Merkmals unter der Bedingung, dass fiir ein an-
deres Merkmal eine feste Merkmalsausprégung eintritt. Dann heif3t

g _ i

hejo, = —2 = L (6.5)

. hJ

firn.; >0undi=1,...,m; bedingte Haufigkeit von X; = ¢; unter der Bedingung X5 = ¢;.
Weiter heil3t .

heyle, = 5t = 32 (6.6)
farn;,. > 0undj =1, ..., my bedingte Haufigkeit von X, = ¢; unter der Bedingung X; = ¢;.
Somit kann eine bedingte Haufigkeitsverteilung fir ein Merkmal unter der Bedingung einer
festgelegten Merkmalsauspragung eines anderen Merkmals bestimmt werden.

Beispiel 6.12

Die bedingte Haufigkeit von CarHire=No unter der Bedingung Main.Purpose=2 ist 2.
Die bedingte Haufigkeit von Main.Purpose=2 unter der Bedingung CarHire=No ist 22—2
Die bedingte Haufigkeitsverteilung fiir CarHire unter der Bedingung Main.Purpose=2
lautet Ay 2 = 2, by, = 3. Die bedingten relativen Haufigkeiten summieren sich wie-
derzu 1.

Es gilt
ma ma
1 = heys, = > i 13
- ciles — n o n.
i=1 i=1 7 J
m2 m2
o h o TLij o n;.
- 6‘7"(,'7: - = T
- X n;. n;.
J=1 Jj=1

Wir definieren nun die x2-GroRe, die uns die Grundlage fur verschiedene Assoziations-
mafe liefert. Hierzu nutzen wir die Randhaufigkeiten. Nehmen wir an, dass die beiden
Merkmale empirisch unabhangig voneinander sind, so lassen sich die bedingten Haufig-
keiten daflr, dass X; = ¢; und X, = ¢; gilt, multiplizieren und wir erhalten dann eine
erwartete Haufigkeit (absolut)

ni.n.j ni.n.j

n? n
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6. Merkmale mit Nominalskala

fir X; = ¢; und X, = ¢;. Hieraus |&sst sich eine TestgréBe bestimmen, indem die normier-
ten quadrierten Abstande der tatsachlichen Haufigkeiten zu den erwarteten Haufigkeiten
aufsummiert werden.

Definition 6.13: x2-GroBe

Die x2-Gr6Be zweier qualitativer Merkmale X; und X, mit m; bzw. m, Kategorien
und n Realisierungen lautet

mi1 m2

=YY ”” ij)” : (6.8)

=1 j=1

wobei v;; die erwarteten Haufigkeiten gemaf Gleichung (6.7) sind.

Bemerkung.
Wir schlieBen den Fall einer Randhaufigkeit von Null aus, da dann die jeweilige Kategorie
nicht berticksichtigt werden misste und sie weggelassen wird.

Ferner hat die x2-Gr6Be ihren Namen nicht zu Unrecht. Unter Normalverteilungsannahme
ist die GroBe y2-verteilt und es kann ein entsprechender einseitiger Test Hy : x> = 0 ge-
gen H; : x? # 0 auf Unabhangigkeit durchgefiinrt werden (vgl. [2], S. 337f.

Bei empirischer Unabhéngigkeit der beiden Merkmale stimmen die beobachteten mit den
erwarteten Haufigkeiten tiberein. Dann ist der x2-Wert Null. Auf der anderen Seite ist der
x2-Wert nach oben beschrankt. Allgemein gilt zunachst

mi mso mi mo

)I)BELEECEEE 9D i

=1 j=1 =1 j=1

mi1 me 2 mi1 me
= ZZ(VU_2TL”+V”> Zz<n )

QnUVZJ + 1/

i=1 j=1 =1 j=1
mi ma n?j
=1 j=1

Um den x2-Wert nach oben abzuschétzen, missen wir den Fall bestimmen, bei welchem
die Merkmale vollkommen abhangig sind. Zwei Merkmale sind vollkommen abhé&ngig,
wenn in einer Kontingenztabelle

« fir m; > my in jeder Zeile die Haufigkeiten in genau einem Feld konzentriert sind,
b, = =i st 1 fir genau ein j ansonsten 0,

* fir m; = my in jeder Zeile und Spalte die Haufigkeiten in genau einem Feld kon-
zentriert sind, hg, i, = heyje;, = 724 = Z—j ist 1 fr genau ein j bzw. i ansonsten 0,
bzw.

« fir my < mq in jeder Spalte die Haufigkeiten in genau einem Feld konzentriert sind,
he,je, = Z; ist 1 fir genau ein ¢ ansonsten 0.
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6.3. Assoziationen

Die Gleichung (6.9) vereinfacht sich zu
X% =n- (min {my,mo} —1).
Insgesamt haben wir gezeigt, dass
0 <x? < n-(min{my,me} —1).

gilt und damit ist auch zu sehen, dass in Abhangigkeit von der Anzahl der Realisierungen
n der x2-Wert unbeschrénkt ansteigt. Das ist jedoch im Hinblick auf ein Assoziationsman
problematisch, da stets zuerst die obere Schranke bestimmt werden muss. Deswegen wird
der x2 selbst nicht als MaB verwendet, sondern daraus werden MaBe konstruiert. Wir
definieren

Definition 6.14: Kontingenzkoeffizient nach Pearson

Der Kontingenzkoeffizient C' nach Pearson ist definiert als

[ X2

(. J

Setzen wir die untere bzw. obere Schranke flr den x2-Wert ein, so ist der Kontingenzkoef-
fizient C beschrénkt durch

OSCS\/ n - (min {mq, mg} — 1) _\/mln{m17m2}1<1'

n+n- (min{my,ms} —1) min {mq,mo}

Ein noch vorhandenes Problem besteht darin, dass der Koeffizient von der Anzahl der
Kategorien abhangt. Auch das Problem kénnen wir durch eine Normierung beseitigen.

Definition 6.15: Korrigierter Kontingenzkoeffizient nach Pearson

Der korrigierte Kontingenzkoeffizient nach Pearson ist definiert als

min {my,ma}

C. = C\/mm{mhm}_l. (6.11)

Es ist offensichtlich, dass 0 < C. < 1 gilt. Dabei liegt vollige empirische Unabh&ngigkeit fur
C, = 0 und véllige empirische Abhangigkeit fir C, = 1 vor. Der korrigierte Kontingenkoef-
fizient C, ist ungerichtet. Der korrigierte Kontingenzkoeffizient beschreibt also die Stérke
des Zusammenhangs zweier Merkmale auf Basis eines beliebigen Skalenniveaus.
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6. Merkmale mit Nominalskala

Beispiel 6.16
Sex
Female Male
No 126 ( 318.2) 1364 ( 1171.8) 1490
g
2 Yes | 344(151.8) 367 ( 559.2) 711
n
470 1731 2201
Far die beiden qualitativen Merkmale Sex und Survived ergibt sich die aufgefihrte
Kontingenztabelle aus den Beobachtungswerten, in Klammern stehen die erwarteten
Werte. Aus x?> = 456.9 ergeben sich die Kontingenzkoeffizienten C' = 0.415 und
C, = 0.586. Das lasst auf eine vorhandene empirische Abhangigkeit schlieBen.

Auch in R gibt es die Mdglichkeit, den Pearsonschen-Kontingenzkoeffizienten zu bestim-
men. Dazu benétigen wir die Library ved und den Befehl assocstats.

library (ved)
assocstats(ftable (Sex, Survived))

X2 df P(> X"2)
Likelihood Ratio 434.47 1 0
Pearson 456.87 1 0
Phi—Coefficient : 0.456
Contingency Coeff. : 0.415
Cramers V : 0.456

Wir kdnnen y = 456.87 (Pearson) und C' = 0.415 (Contingency Coeff.) ablesen und da-
mit C, = 0.586 (siehe Beispiel 6.16) bestimmen. Dies kénnen wir auch graphisch erken-
nen, indem wir uns den Mosaicplot der beiden Merkmale ansehen. Unabhangigkeit wiirde
bedeuten, dass die Flache des Quadrats so in Rechtecksflachen aufgeteilt wirde, dass
jede Rechtecksflache das Produkt der dazugehérigen Randhaufigkeiten darstellt. Es erga-
ben sich durchgezogene Linien innerhalb des Quadrats, da sich in jeder Seitenlange die
entsprechende Randhéaufigkeit wiederspiegelte. Je weiter ein Mosaicplot davon abweicht,
desto weniger ist diese Unabhangigkeitsannahme gegeben.
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6.3. Assoziationen

anoe Mosaic(Sex, Survived)

Das Beispiel zeigt deutlich die Abweichung von der Unabhéngigkeitsannahme.

Bemerkung.

(I) Es sei noch einmal betont, dass eine Assoziation nichts Uber kausale Zusammenhange
zwischen Merkmalen aussagt.

(I) Bedingte Haufigkeiten und damit auch Kontingenzkoeffizienten lassen sich genauso
fir mehr als zwei Merkmale bestimmen. Fir den korrigierten Kontingenzkoeffizienten wird
entsprechend die minimale Kategorienanzahl aller Merkmale bestimmt.

Beispiel 6.17

Wir betrachten Daten zum Ungliick der Titanic im Jahre 1912. Von 2201 Personen
Uberlebten 711 den Untergang des Schiffs. Wir haben die qualitativen Merkmale
Class, Age, Sex und Survived zur Verfligung. Stellen wir die drei ersten Merkmale (et-
wa in dieser Reihenfolge) in einer Kontingenztabelle dar, so erhalten wir x? = 523.740,
C = 0.438 und C, = 0.620. Das ergibt einen relativ hohen Wert, der auf eine ausge-
pragte empirische Abhangigkeit schlieBen lasst.
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7. Merkmale mit Kardinalskala

Die Grundannahme der Mathematischen Statistik, die laut [13] dadurch gegeben ist, die
.Beobachtungen als Realisierungen von ZufallsgréBen aufzufassen und damit (zu) un-
terstellen, dass sich der Vorgang durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung beschreiben
lasst, liefert eine Schnittstelle zwischen einer daten- und modellgetriebenen Untersuchung
in der Stochastik. Eine Beobachtung, z.B. eine Messung bei der Durchfiihrung eines physi-
kalischen Experiments, ist demnach dem Zufall unterworfen. Zufallseinflisse werden durch
einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, ), der nicht naher spezifiziert wird, modelliert.

7.1. KenngréBen far ein Merkmal

Sei x = (z1,...,2,) eine Stichprobe eines kardinalen Merkmals X. Die drei zumeist be-
nutzten KenngréBen zur Beschreibung kardinaler Merkmale sind der empirische Mittelwert
z, die empirische Varianz s? und die empirische Standardabweichung s,

Z:R"—> R T :=T(X):= — i) .
z — R, X — T := Z(X) . ;:1 x (7.1)
1 n
2 . pn 2 2(y) .— —\2
7 R" - R, X = s = s7(X) := — ;Zl(xifx) , (7.2)
n 1 = =
s:R" > R, X = s := s(X) ::\ln_lig_l(:ri—x)? (7.3)

Die drei Funktionen stellen die empirischen Varianten von Schéatzfunktionen dar. Der durch
Einsetzen der Stichprobenelemente erhaltene Wert ist der Schatzwert. Wir Glbernehmen
somit die Konzepte aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Sei G eine Menge von Schéatzfunk-
tionen und g € G. Dann heiBt g konsistent, wenn V,[g] "=3 0.

Die drei KenngréBen sind demnach erhaltene Schatzwerte der angegebenen Schatzfunk-
tionen. Der empirische Mittelwert ist ein Lageparameter, wahrend die empirische Varianz

und die Standardabweichung Streuparameter sind.
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7. Merkmale mit Kardinalskala

Beispiel 7.1
Sei x = (5,10,4,13,8)T. Dann gilt

(5+10+4+13+8) =8,

(5—8)+ (10 —8)% + (4 —8)* + (13— 8)* + (8 — 8)?) = 54—4 =13.5,

s = V13.5 =3.67.

[
(]
I

| = O] =

Beispiel 7.2: Wisconsin Brustkrebs-Daten

Bei einer Fine-needle aspiration biopsy (FNA)? werden durch eine feine Nadel dem
Kérper Zellen entnommen und unter dem Mikroskop untersucht. Im vorliegenden
Datensatz? wurden jedem der 569 Patienten 10-40 Zellen entnommen und deren
Zellkerne untersucht. Dabei wurden 10 Merkmale erfasst: radius, texture, peri, area,
smooth, comp, scav, ncav, symt und fracd. Uber alle Kerne wurden der empirische
Mittelwert, der groBte Wert und die empirische Standardabweichung gebildet, so dass
fir jeden Patienten diese 30 Merkmale zur Verfigung stehen. Dariber hinaus wird er-
fasst, ob das Gewebe bds- oder gutartig ist. Fiir das Merkmal radius.mv erhalten wir
beispielsweise

z = 14.13,
2 = 1242,
s = 3.52.

4nttp://en.wikipedia.org/wiki/Fine-needle_aspiration
bsighe https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Breast+Cancer+Wisconsin+(Diagnostic)

Aquivarianz

Bei Merkmalen spielt méglicherweise die Messskala eine wichtige Rolle. So kénnen bei
einer Messung von Temperaturen die Messwerte in Grad Celsius, Kelvin oder Fahrenheit
angegeben werden. Ein Lage- oder Streuparameter sollte einen Wert unabhangig von der
gewahlten Messskala liefern. Schatzfunktionen fiir Lageparameter m : R™ — R werden als
aquivariant bezeichnet, wenn flr beliebige a,b € R

m(a-xz1+0b,...;a-2, +b) = a-m(x1,...,2,)+0b

gilt, wahrend Schétzfunktionen fir Streuparameter s : R™ — R als &quivariant bezeichnet
werden, wenn flr beliebige a,b € R

s(a-x1+b,...,a -2, +b) = |a|-s(z1,...,2,)

gilt.
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7.1. Kenngré3en fiir ein Merkmal

Satz 7.3

Die Schatzfunktionen fiir den empirischen Mittelwert und die empirische Standardab-
weichung sind aquivariant.

Beweis.
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Robustheit

Manchmal finden sich bei Messungen Werte, die sich deutlich von den anderen unterschei-
den. Sie werden Ausreif3er genannt. KenngréBen sollten méglichst wenig durch einzelne
AusreiB3er beeinflusst werden. Solche KenngréBen werden als robust bezeichnet. Um den
Einfluss einzelner Beobachtungen bestimmen zu kénnen, gibt es die Mdglichkeit der Be-
trachtung des so genannten Sensitivitdtsdiagramms. Dabei wird flr jede Realisierung z;
eine skalierte Differenz SC zwischen der Kenngrd3e m,, der gesamten Stichprobe und der
Kenngrd3e m,,(;) der um den einen Merkmalswert reduzierten Stichprobe ermittelt,

SC(zj,m) := k- |my — myj|. (7.4)

Die Skalierung mit & héngt von der jeweils untersuchten KenngréBe ab. Betrachten wir den
Graphen

{(z;,SC(z;,m)); j=1,...,n} bzw. {(4,SC(z;,m)); j=1,...,n},

so werden grundsétzlich besonders groBe Werte als Ausrei3er identifiziert und interpre-
tiert. Mit 1 := (1,...,1)” werde der Vektor (mit entsprechender Dimension) bezeichnet,
dessen jede Komponente 1 ist, mit 1 := (1,...,1,0,1,...,1)T der Vektor, dessen j-te
Komponente 0, alle anderen Komponenten 1 sind. Es ist 7 = %1Tx. Sei

R 1 <
.f‘j = E T; = XT1. (75)
=1

n—1%4 n—1
i#j
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7. Merkmale mit Kardinalskala

Mit & = n — 1 erhalten wir zunachst flr den empirischen Mittelwert

SC(x;,7) = (n—1)-|7— 7]
- tonfe- (5 ()
e
= |z; — |

SC ist damit ein Maf fir die absolute Abweichung von z; zum empirischen Mittelwert der
anderen Realisierungen.

Beispiel 7.4

Fiar das Merkaml radius.mv und den empirischen Mittelwert erhalten wir folgendes
Sensitivitdtsdiagramm:

Sensitivitatsdiagramm

radius.mv

12 14
I I

10
I

SC(radius.mv,mean)

10 25

Es ist linear in z; und es ergeben sich Werte nahe 0 im Bereich der empirischen
Mittelwerte (um 14.1).

Wir untersuchen noch die skalierte Differenz fiir die empirische Varianz. Zur einfacheren
Berechnung fihren wir noch zwei Bezeichnungen ein. Mit

X—7-1=x— 11Tx=71- 1117x
n n
N——
H
sei H = - 1117 Entsprechend sei il := [—-1-11" , wobei [ = I—e;e! eine modifizierte
Einheitsmatrix sei, deren j, j-te Komponente 0 ist. Damit Iasst sich die empirische Varianz
schreiben als
s% = ! Z(ml —7)* = ! xTHT fx 2 L

n—1 n—1

xT Hx.
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7.1. Kenngré3en fiir ein Merkmal

Analog zu (7.5) ist s2 = —L;xT Hx. Setzen wir k = n — 1, so bekommen wir

SC(a;.5%) (n—1)-|s - s3]

J

= xTHx —

1
= xT<H—n H)x
n—2

_ xT(<1111T>"1(f ! ﬁT>)x
n n—2 n—1
~~T

1 , — 1 ~ 1
= xTx — “xT11Tx - " “xTix + xT11 x
n n—2 n—2

T
X Hx
2

-1 TT. 2 1 T3 T T3 T T
= X' IXxX+z:—— (X'1+x'e;)(x"1+x"e; +
n—2 S ( + 5)( + ) n—2

I 3T T
xT1eTx+xTe;e] x+xT11" x+xTe;1" x

T
zj=e;x [n—1 2 s
: n ’ n

—1 ~ 2
xTIx+ ——x"1
-2 n

(n—2)

n
n )
= n_l(ffj—ﬂf)Q—S?

Wir untersuchen, fur welchen Wert von z; die skalierte Differenz gleich 0 ist. Da SC qua-
dratisch in z; ist, erhalten wir allgemein die beiden folgenden Lésungen:

SC(zj,8%) = 0
n 2 ra 4 T\2
S, = M-(nxT1i<nz(xT1)
—4(nn_ D (niQXfo+n(n2_ 2)xTﬁTx))2>
XM Tz —n T n 3
= n—1i<(x Ve T X (n—l)(n—2)>

x71 n
= n/—-l + n _}1 -Sj. (7.7)

Bei der Untersuchung des empirischen Mittelwerts hat sich ergeben, dass Werte von z;

nahe des empirischen Mittelwerts z; eine kleine Differenz ergeben. Setzen wir z; = 7’51
an, ergibt sich als Differenz

x™1 xT1)2  2xT1)2 -1 - 2 il
— X' I X+ ———x*11 x
SO(n—fS) n(n —1) n(n—1)+n—2 Jrn(n—2)
_ 1 T L T3\2
= n_2< X Ix+n_1(x 1) >’
= s? (7.8)
Damit verringert sich die Varianz in diesem Fall zu
1 n—2
2 2 2 2
S :Sjin—lsj:n—lsj'
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7. Merkmale mit Kardinalskala

Innerhalb des Intervalls [z; — s;, %, + s;] verringert sich die Varianz, danach vergréBert sie
sich.

Beispiel 7.5

Sensitivitatsdiagramm

150
I

100
I

SC(radius.mv,var)

50
I

T T T T
10 15 20 25

radius.mv

x1=radius.mv

mean(x1)

var (x1)

sd(x1)

u=c ()

for(i in 1:1)

{ u=append(u, |+~abs(mean(vil)-mean(vi[-i])))
}

plot(x1,u,pch=19,type="h",col=2)

Im letzten Beispiel andert sich die empirische Varianz durch Weglassen des gréBten be-
obachteten Merkmalswertes relativ um 2.7 Prozent. Um extreme Werte bei Kenngréf3en
zu berucksichtigen, kdnnen die gréBten oder kleinsten «-Prozent der Werte bei der Be-
rechnung eines Lageparameters weggelassen werden. Dazu missen wir zunéchst die
Merkmalswerte einer Stichprobe sortieren. Wir betrachten die Permutation

T:R* - R" X=(x1,...,7,)7 (:c(l), . ,x(n))T
mit z;) < x(;) far alle i < j.

=T(x1,...,2p)

T heiBt Ordnungsstatistik auf R™. Die Abbildung
T;:R" =R, X=(21,...,2,) = Ti(21,...,20) = T(21,...,20); = 2(;)

heiBt i-te Ordnungsstatistik auf R™. Das a-Quantil ¢(,) wird dann fir 0 < a < 1 durch das
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7.1. Kenngré3en fiir ein Merkmal

Element mit dem kumulierten Gewicht von mindestens n - o bestimmt durch

Cay 1 R S R, (o) = cay(X) = { f(f:‘)a] M) =, 00 sl g
Das getrimmte Mittel ist nun fiir 1 < a < 1 definiert durch
) [(1—a)n]
To :R" 5 R, X Ty i= Ta(X) = e PR i_%ﬂj (s (7.10)
Ein weiterer wichtiger robuster Lageparameter ist der Median z,
med : R" — R, X — & := med(X) := c(o.5)- (7.11)

Der Median ist demnach das 50-Prozent Quantil. Auf Basis der Quantile lassen sich auch
weitere Streuparameter bestimmen wie etwa der Interquartilsabstand IQR oder der Median
der absoluten Abweichung vom Median MAD,

IQR R — R, X — IQR = IQR(X) ‘= €(0.75) — €(0.25)» (712)
MAD :R" - R, x— MAD := MAD(X) := med(|z1 — Z|,...,|zn — Z]). (7.13)

Der untere Whisker errechnet sich Uber W, := c(.25) — 1.5 - IQR, der obere Whisker tber
W, = co.75) + 1.5 - IQR. Mit Hilfe der Ausrei3er-Regel von Tukey lassen sich ebenfalls
mdogliche AusreiBer entdecken. Dabei werden solche z; gesucht, fiir die

x; < W, bzw. z; > W,

gilt. Mit Hilfe des Medians, der Whisker und der fir die Whisker verwendeten Quantile l1asst
sich ein Merkmal Ubersichtlich graphisch darstellen.

fivenum (x1)

Boxplot

Ein Boxplot hilft bei der Entdeckung potentieller AusreiBer. Dabei wird nicht jeder beobach-
tete Merkmalswert einzeln gezeichnet, sondern die Werte werden zu Boxen zusammen-
gefasst und der Median wird gekennzeichnet. In der Abbildung ist das als Querstrich zu
erkennen. Samtliche Werte, die sich zwischen oberem und unterem Quartil (c(.75), c(0.25))
befinden, werden in der inneren Box um den Median zusammengefasst. Die schwarzen
Linien umfassen alle Werte vom oberen Quartil bis zum oberen Whisker bzw. vom unteren
Quartil zum unteren Whisker. Diejenigen Werte, die noch nicht erfasst sind, werden au-
Berhalb einzeln dargestellt. Sie lassen sich als Ausrei3er interpretieren. Die obere Graphik
zeigt einen Boxplot fir das Merkmal aus dem Beispiel 7.2 und deutet mehrere mdgliche
Ausreif3er hin.
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7. Merkmale mit Kardinalskala

10 15 20 25

boxplot(radius.mv, horizontal=TRUE, col="gray" ,pch=19)

Histogramm

Wir unterteilen den Bereich zwischen dem kleinsten und dem gréBten Wert der Stichpro-
be in m nicht notwendigerweise gleichbreite Intervalle [b;,b;11[, ¢ = 1,...,m, mit by <
min{zy,...,2,} und by, 1 > max{zy,...,x,}. Jedes Intervall [b;, b;11] enthélt eine be-
stimmte Anzahl n; an Merkmalswerten. Um die Anzahl auszuz&hlen, bendtigen wir fur

eine beliebige Menge L eine Indikatorfunktion gemaf (6.1). Es ist n; = an Ilbibiril( ).
j=1

In einem Histogramm werden die Intervalle auf einer Achse angetragen. Jedem Intervall
[bi, biy1[ wird entsprechend der relativen Haufigkeit h; = 7+ der enthaltenen Merkmalswer-
te eine Hohe k; so zugeordnet, dass fiir die Flache (b; 11 — b;) - k; = h; gilt. Fassen wir ein
Histogramm als Graph der (reellen) Funktion

h.
_hi  peb. b,
h:R =R, b h(b) :=< birr=b € [bi, biva,
0, sonst,
auf, so gilt

hi mn;
h(z)dz = bit1— b)) ———— = — =1.
[ hada > =0 o =3
h ist stets nicht-negativ und damit wird . zu einer Dichtefunktion. Wir kénnen ein Histo-
gramm als Schéatzer der Dichte interpretieren.

Es gibt die Faustregel nach Freedman und Diaconis, dass die Breite der Intervalle (Bin-

breite) eines Histogramms gleich 2\;;%“ sein soll. Dies ist aber lediglich eine Richtschnur.
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7.1. Kenngré3en fiir ein Merkmal

hist(radius.mv, freq=FALSE, right=FALSE, xlab="",ylab="",
main="radius .mv" ,col="gray" ,xlim=c(5,30),breaks="FD")

hist(radius.mv, freq=FALSE, right=FALSE, xlab="",ylab="",
main="radius .mv" ,col="gray" ,xlim=c(5,30))

hist(radius.mv, freq=FALSE, right=FALSE, xlab="",ylab="",
main="radius .mv" ,col="gray" ,xlim=c(5,30),breaks=seq(4,32,4))

Die folgende Abbildung zeigt ein Histogramm fir das Merkmal radius.mv aus Beispiel 7.2.

radius.mv

0.15
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L

0.05
L

0.00
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Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die Festlegung der linken Intervallgrenze b,. Standard-
manig wird der kleinste Merkmalswert genommen. Dies kann jedoch zu Fehlinterpretatio-
nen flhren. Zur Exploration sollten mehrere Intervallzahlen und verschiedene Startwerte
far b, gewahlt werden.

radius.mv

0.15
|

0.10
L

0.05
L

0.00
L

Es erweist sich als Vorteil, wenn die Intervallbreite identisch gewéhlt wird. Dennoch ist bei
der Interpretation und der Wahl der Intervallbreite Vorsicht geboten. Oft wird ein Ergebnis
suggeriert, das lediglich auf einer ungliicklichen Wahl der Intervallbreite zurlickzuflihren
ist. Dies tritt insbesondere bei der Untersuchung von Licken in Erscheinung.
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radius.mv
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Eine Merkregel ist, dass eine grof3e Zahl an Intervallen eine gleichmaBige Verteilung er-
zeugt, bei einer geringen Intervallzahl Details verschluckt werden.

Eine weitere Interpretationsmdglichkeit besteht in der Beurteilung der Schiefe der Vertei-
lung. Vergleichen wir den empirischen Mittelwert mit dem Median, so kénnen wir Aus-
sagen beziiglich der Schiefe der empirischen Verteilung treffen, wie folgende Ubersicht
zeigt.

Schiefe der Verteilung

Vergleich Interpretation
=i Symmetrische empirische Verteilung
T>T Rechtsschiefe empirische Verteilung
T<Z Linksschiefe empirische Verteilung

Hier liegt eine rechtsschiefe empirische Verteilung vor, was sich durch Rechnung belegen
lasst: z = 14.13 > 13.37 = 7.

Kern-Dichteschétzung

Wir haben fir das Histogramm die Eigenschaft einer Dichte nachgewiesen. Allerdings sind
for die Héhe des Histogramms lediglich Auspragungen im jeweiligen Intervall entschei-
dend. Um das zu vermeiden, kann ein so genanntes gleitendes Histogramm verwendet
werden. Fir ein beliebiges b € R approximieren wir die Dichte mittels / : R — R,

L 2": [B=hbthl(g,)
=1

h(b) := 57

Seien z1, ..., x, die Merkmalswerte. Wir notieren die Funktion h in der Form

- 11 b—ux; b—w 3, Ti—h<b<wzi+h
1 1 0—x L 29 i > 4y )
h(b)—nZhK( - ) K( W )—{ . sonst.

=1
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7.2. KenngréBBen fir mehrere Merkmale

Die bei der Integration durchgefiihrte Substitution z := ”‘Tx liefert eine Funktion

1
1 _ <
K(.’L‘)—{27 1<J;_1,

0, sonst,

die zwischen -1 und 1 nur positive Werte annimmt und den Integralwert 1 hat. Wir nennen
eine solche Funktion eine Kernfunktion und die Dichte h(b) einen Kerndichteschétzer. Die
hier benutzte Rechteckskernfunktion fihrt zu einer nichtstetigen Dichtefunktion.

radius.mv

i

Durch eine andere Wahl der Kernfunktion
kdénnen stetige Dichten erzeugt werden. Hier-
zu missen die Kernfunktionen stetig sein.
Die additive Uberlagerung fiihrt dann zu ei-
ner stetigen Funktion. Als Beispiel sei die
Bisquare-Kernfunktion

0.15

0.10

0.05

15 _ 2)\2 _ <
K(J:)::{ c(1—a%)%, 1<z <1,

, sonst,

O

0.00

vorgestellt. In der Abbildung sind die
Rechtecks- und  Bisquare-Kernfunktion

zu sehen. Betrachten wir wieder die Daten radius.my
aus Beispiel 7.2 und schétzen die Dichte s, o
von radius.mv mit Hilfe der Rechtecks- bzw. K

der Bisquare-Kernfunktion. Problematisch
bei der Kerndichteschatzung ist &hnlich zu
den Histogrammen die Wahl der Bandbreite /
h. Es gibt verschiedene Ansatze zur opti-
malen Bandbreitenwahl, jedoch sind diese
jeweils nicht unproblematisch. Je gréBer die
Bandbreite, desto glatter wird die geschatzte
Dichtefunktion. J : o s ® » »

0.10

0.05

0.00

hist(radius.mv, freq=FALSE, right=FALSE, xlab="",ylab="",

main="radius .mv",col="gray" ,xlim=c(0,30),breaks="FD")
lines (density (radius.mv, kernel=c("rectangular")),col=2)
lines (density (radius.mv, kernel=c("biweight")),col=2)

7.2. KenngrdBen fur mehrere Merkmale

Die Lageparameter lassen sich grundsatzlich auf den zwei- oder mehrdimensionalen Fall
Ubertragen'. Seien k& Merkmale Xi,..., X, und eine Datenmatrix X € R™F gegeben.

Tvgl. auch [8]

141



7. Merkmale mit Kardinalskala

Dann werden der Schwerpunkt x und der Medianpunkt x definiert als

xi

_ _ 1 _ _
RV S RE X s X = X(X) = 51TX = (X1,...,%z), (7.14)

. R™F 5 RE, X = x:=x(X):=(Xq,...,Xg). (7.15)

>

Far weitere Betrachtungen sind die Vektoren als Zeilenvektoren geschrieben. Nun lasst
sich die Datenmatrix X mit Hilfe des Schwerpunkts zentrieren,

T11 —)_(1 wlk_)_(k
To1 — X1 ... Top — Xg _ 1 1
=X -1x=X-1-1"x = (I—11T)X.
n n
< v ——
Tnl — X1 ... Tpk — Xg H

H e R™™ wird Zentrierungsmatrix genannt und ist identisch zur Matrix H nach Beispiel
7.4.

Definition 7.6: Orthogonalprojektion

Eine lineare Abbildung R™ — R™, die durch die Matrix M € R™" reprasentiert wird,
hei3t Orthogonalprojektion auf den Unterraum U C R", falls

MxeU far alle x € R™, (7.16)
(x — Mx)Tu=0 furalleu € U, x € R™. (7.17)

Satz 7.7

Die Zentrierungsmatrix H ist eine Orthogonalprojektion auf den Unterraum

U={xeR"% 1 x=0}.

Beweis.

Zunéchst gilt

HT I-11NT=1- 111" =5,
H'H = H?=(1-11")I-11")=1-211" + Ln11" = 1.

Damit ist H erstens symmetrisch. Zweitens ist H idempotent und so eine Projektion.
Um den Unterraum U bestimmen zu kénnen, untersuchen wir die Eigenwerte und
Eigenrdume von H.

Wir behaupten, dass H die Eigenwerte 0 und 1 besitzt. Das gilt wegen (1 — 11 171 =
Ound (I — 1117)(1,-1,0,...,0)" = (1,-1,0,...,0)". Wir bestimmen fiir A\ = 0 bzw.
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7.2. KenngréBBen fir mehrere Merkmale
A = 1 die Lésungen der Gleichungen Hv = Av. Zun&chst fir A = 0:
1 T 1 T ! = A 5
Hv=(I——-11" Jv=v— - 11'v=0& vy, =vflralle:=1,...,n,v; #0.
n n

Damit ist A = 0 Eigenwert von H zum eindimensionalen Eigenraum Ey = {v €
R"; v; = v; fur alle 4, j}. Weiter ist fur A = 1:

Hv = (I—111T)v:v—111Tv$v<:>11Tv:0undv7é0.
n n

Damit ist A = 1 Eigenwert von H zum n — 1-dimensionalen Eigenraum E; = {v €
R”; 1Tv = 0.

o . T 1 T T
Da zudem fir beliebiges x € R™ und v € E; dann (x — HX) v = <511 x) V=
%xT11Tv = 0 ist, wird H zu einer Orthogonalprojektion.textbf

O

Mit den Uberlegungen lasst sich die empirische Varianz eines Merkmals schreiben als

1 = 1 1
2= ,—2)? = ——||Hx||? = ——xTHx. 7.18
s n—1;(x ) n—lH I — (7.18)

Dabei ist ||.|| die euklidische Norm, d.h. fir x € R™ ist

x| = VXTX = /a2 + ...+ 22.

AssoziationsmabBe fiir zwei Merkmale

Sind zwei Merkmale gegeben, kann die empirische Varianz jeweils als Streuparameter
herangezogen werden. Dartber hinaus interessiert aber auch ein gemeinsames Streuver-
halten und damit verbunden auch ein gemeinsames Verhalten der Merkmale. Wir suchen
eine KenngréBe, die uns etwas lber den Zusammenhang der beiden Merkmale aussagen
kann.

Wir bestimmen ein Assoziationsmaf fur zwei quantitative Merkmale X; und X, mit jeweils
n Realisierungen. Fur ein quantitatives Merkmal lassen sich jeweils die empirischen Vari-
anzen sgﬁ bzw. 53(2 bestimmen. Seien z; und z die beiden empirischen Mittelwerte und
x;; miti € {1,...,n} und j € {1,2} die Realisierungen. Fir das Produkt der Abstande zu
den Mittelwerten gilt

- L (|) (Iﬂ—.’fl)>OA(?L‘¢2—J_?2)>OOdeI'

(i1 — Z1)(Ti2 — T2) >0 & () (21— 21) < O A (242 — F2) < 0 719

(i1 — 1) (@12 — ) < 0 () (x;1 —Z1) > 0A (242 — T2) < 0 oder ’
Ta = T1)\Tiz — T2 (lV) (xil — Cf1) <O0OA (l‘iQ — i’g) >0

Dieser Sachverhalt kann graphisch dargestellt werden durch die zweidimensionale Punki-

menge {(z;1,7:i2)|1 < i < n} C R2. Wir unterteilen das x-y-Koordinatensystem durch
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7. Merkmale mit Kardinalskala

die Geraden y = Z, und z = Z; in vier Bereiche (l) bis (IV). Jede Realisierung (z;1, z;2)
liegt je nach Zusammenhang in (7.19) im entsprechenden Bereich. Werden nun samtli-
che Abstandsprodukte addiert und ergibt sich ein deutlich positiver Wert, so missen die
Realisierungen tberwiegend in den Bereichen () und (lll) liegen. Ist die Summe deutlich
negativ, missen die Realisierungen Uberwiegend in den Bereichen (ll) und (1V) liegen.
Dementsprechend liegt ein positiver bzw. negativer Zusammenhang zwischen X; und X,
vor. Wir halten fest

Definition 7.8: Empirische Kovarianz

Seien X; und X, quantitative Merkmale mit jeweils n Realisierungen und den arith-
metischen Mittelwerten z; bzw. 5. Dann heif3t der Schatzwert der Schatzfunktion
S§(1X2 :R™ x R® — R,

n

Z(In — 1) (22 — T2)

i=1

(Xl,XQ) — S§(1X2 8= S%(leQ(Xl,XQ) = no1

empirische Kovarianz zwischen den Merkmalen X; und Xo.

Bemerkung.
() Fir X, = X, erhalten wir die empirische Varianz s? von X.
(1) Offensichtlich gilt s% , = s%, x,-

Fassen wir fir & Merkmale X; bis X} die paarweisen empirischen Kovarianzen in ei-
ner Matrix zusammen, erhalten wir die symmetrische empirische Varianz-Kovarianzmatrix

Sy = (sgﬁxj) € Rkk, Sie Iasst sich bestimmen Gber

1 1 1
(HX)THX = ——XT"TH"HX = ——XTHX.

Sy =
X n—1 n—1 n—1

Doch offen bleibt die Frage, was ein deutlich positiver Wert der Kovarianz zweier Merkmale
ist. Denn die Summe hangt stark von den Realisierungen ab. Werden namlich samtliche
Realisierungen von X; mit einem Faktor multipliziert, erhdht sich auch die Kovarianz um
diesen Faktor. Entsprechendes gilt fir das zweite Merkmal und fir beide zusammen. Mit
dem Faktor « flr das erste und dem Faktor v flr das zweite Merkmal ergibt sich

n

Z(“'xil*“'fl)(v‘fﬂiz*v'@):

=1

1
n—1

u-v -

Z(»Lu —Z1)(wi2 — T2)
n—1 pn
Diesen Nachteil kdnnen wir durch eine Normierung mit dem Produkt der empirischen Stan-
dardabweichungen beider Merkmale ausgleichen. Damit kann fiir je zwei kardinal skalierte
Merkmale ein vergleichbarer Wert fiir den Zusammenhang bestimmt werden. Wir erhalten
folgende Definition.
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7.2. KenngréBBen fir mehrere Merkmale

Definition 7.9: Empirischer Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson

Fir zwei Merkmale X; und X, mit jeweils n Realisierungen und den empirischen
Mittelwerten z, bzw. Z, hei3t der Schatzwert der Schatzfunktion px, x, : R” x R” —
R,
n
2 Z (T51 — Z1)(Ti2 — T2)
._ — SXaXs _
PX1X5 1= PX1X, (X1, X2) 1= = (7.20)

5X,8X,
mu —z1)? Z (@ig — Zo)?

der empirische Korrelationskoeffizient der Merkmale X; und Xo.

Bemerkung.
Esgilt: -1 <px,x, <1l,damity; =X; — 211 = Hx; undy, = Xo — Z21 = HX,
yiy,
PX X, = T— 0 =cos (¢) € [-1,1 (7.21)
% = Ty Tl =111

fir einen Winkel ¢ ist.

Alle Korrelationen in einer Matrix zusammengefasst erhalten wir die empirische Korrelati-
onsmatrix Rx = (px,x,) € RF*. Auch sie lasst sich in Matrixschreibweise darstellen. Dazu
Uberlegen wir uns, dass mit (7.21) gilt:

yly. 1 xTHx; 1 x; \© X;
PX;X; = z = ' L = . ( > H =L .

Wy 71 sxsx, -1 \sx, .

_1 1 _1
Somitist Ry = Dy *SxDy* mit Dy* =diag ((s%,)"#)-

Beispiel 7.10

Gegeben sei die Datenmatrix

22 5
25 10

X=| 21 4 | eR**mitx=(24,8) unds? = (7.5,13.5).
28 13
24 8

Wir erhalten als empirische Kovarianz s% y, = 4> = 10 und damit px, x, =
0.994. Es liegt ein fast perfekter positiver Zusammenhang vor.

10 —
V7.5v13.5

Beispiel 7.11

Fir die Merkmale radius.mv und peri.mv erhalten wir als empirische Kovarianz s, =
85.45 und damit px, x, = 0.998. Es liegt ein nahezu perfekter positiver Zusammen-
hang vor.

In R erfolgt die Berechnung Uber die Befehle cov und cor.
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7. Merkmale mit Kardinalskala

cov(x1,x2)
cor(x1,x2)

Robustheit

Auch bei mehreren Merkmalen ist darauf zu achten, mégliche Ausrei3er zu identifizieren.
AusreiBer missen hier zusatzlich im Zusammenhang aller Merkmale gesehen werden. Um
eine solche Betrachtung durchzufihren, erweitern wir die Idee des Sensitivitdtsdiagramms
auf mehrere Merkmale. In Erweiterung zu (7.4) legen wir die Differenz SC fest Uber

SC(Xi.,m) :=n-[[m, —m,g]|. (7.22)

Ist m etwa der Schwerpunkt, so kann als Norm z.B. die euklidische benutzt werden. Ist m
die empirische Varianz-Kovarianzmatrix, so muss mit einer Matrixnorm gearbeitet werden.
Als natirliche Erweiterung der euklidischen Norm kann die Frobeniusnorm einer Matrix
A= (aij) S R”’k

1Al =

benutzt werden. Zur Exploration von einflussreichen Datenpunkten untersuchen wir wie-
derum einen Graphen der Form

{($i17$i2,SC(Xi.7m)); 1=1,... ,’I’L}

oder
{(#,SC(%;.,m)); i=1,...,n}.

Beispiel 7.12

Gegeben seien die Merkmale radius.mv und peri.mv. Das Sensitivitdtsdiagramm zum
Schwerpunkt

Sensitivitatsdiagramm

100
L

80

60

SC(radius.mv,peri.my,mean)
40

0

500

zeigt ein paar Kandidaten fur AusreiBer. Betrachten wir das Sensitivitatsdiagramm zur

‘ ‘ |m I\H iy
.\ 1l I ”| ik
o]

Index
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empirischen Varianz-Kovarianzmatrix,

Sensitivitatsdiagramm

SC(radius.my,peri.mv,cor)
004 006 008 010
. . . .

0.02

alld

T T T T T T
[ 100 200 300 400 500

0.00

so ist ein Wert besonders aufféllig, der auch zu den Kandidaten im ersten Diagramm
zahlt.

u=c ()
for(i in 1:1)
u=append(u, | rabs (sqrt (sum(
(c(mean(radius.mv) ,mean(peri.mv))
—c(mean(radius.mv[-i]),mean(peri.mv[-i])))"2)
)))
}

plot(u,pch=19,main="Sensitivitaetsdiagramm" ,type="h",
ylab="SC(radius.mv, peri.mv,mean)" ,xlab="Index" ,col=2)
points (u,pch=19)
u=c ()
for(i in 1:1)
{
u=append(u, | rabs( sqrt(2=«(cor(radius.mv, peri.mv)
—cor(radius.mv[—i],peri.mv[-i]))*2) ))

plot(u,pch=19,main="Sensitivitaetsdiagramm" ,type="h",
ylab="SC(radius . mvmperi.mv,mean)" ,xlab="Index" ,col=2)
points (u,pch=19)

Scatterplot

Im letzten Beispiel haben wir einen Merkmalstrager identifiziert, der Einfluss auf die em-
pirische Varianz-Kovarianzmatrix und den empirischen Mittelwert nimmt. Um ihn besser
beurteilen zu kdnnen, betrachten wir einen so genannten Scatterplot der beiden Merkmale
radius.mv und peri.mv.
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plot(radius.mv, peri.mv,pch=19)

Dabei werden die Merkmalswertepaare {(x;1,z:2); i = 1,...,n} in ein Koordinatensystem
angetragen. Grundsatzlich I&sst sich hier der positiv lineare Zusammenhang erkennen. Es
ist gedanklich méglich, eine Gerade durch die Daten zu legen. Die Modellierung und Inter-
pretation eines solchen Zusammenhangs erfolgt im Kapitel ?? lber die Regressionsana-
lyse. Der mdgliche Ausreil3er ist rot gekennzeichnet. Klein sind Scatterplots Index gegen
das jeweilige Merkmal gezeichnet. In keinem der drei Scatterplots wiirde der rote Merk-
malstrager als AusreiB3er identifiziert werden.

Interaktivitat in statistischer Graphik

Die bisherigen graphischen Darstellungen haben wir separat voneinander betrachtet. Es
ware aber sicher interessant, die beiden erkannten ,Ausrei3er im Sensitivitdtsdiagramm
aus Beispiel 7.12 mit den einzelnen Boxplots oder dem Scatterplot zu vergleichen. Dies ist
mit Hilfe interaktiver Elemente in statistischer Software mdglich, wie es von Tukey in [11]
erstmals gefordert wurde. Besonders wichtig dabei ist die Technik des gelinkten Highligh-
ting. Dabei werden alle Graphiken eines Datensatzes verbunden, so dass sich Anderun-
gen, Auswahlen oder Anpassungen in einer Graphik oder dem zugrunde liegenden Daten-
satz auf alle Graphiken Uibertragen werden (Linking). Eine auf den Merkmalstrager bezoge-
ne Teilauswahl der Daten (Selektion) wird durch eine entsprechende farbliche Darstellung
der ausgewdahlten Objekte (Highlighting) illustriert. Durch die Kombination von Linking, Se-
lektion und Highlighting wird eine Selektion in einer Graphik auf alle anderen Graphiken
exakt Ubertragen. Ein weiterer Aspekt ist die Versorgung mit zusétzlichen Informationen
auf Wunsch (Abfrage). Im Beispiel selektieren wir die beiden ,AusreiBer” und erfahren, wo
sich diese in den Boxplots bzw im Scatterplot wiederfinden.
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Selektieren wir die drei groBten Werte im Sensitivitatsdiagramm fir die empirische Korrela-
tion, kbnnen wir durch Highlicghting in allen anderen Plots die entsprechenden Merkmals-
trager betrachten. Die beiden gréBten Werte werden nicht als univariate (fiir ein Merkmal)
Ausreif3er erkannt. Lediglich der dritte Wert ist der gré3te Werte fur beide Merkmale.

Ein Histogramm, in dem fiir ein Intervall keine Werte vorliegen, wird ein Rechteck der Héhe
0 gezeichnet. Das sollte durch einen roten Querstrich gekennzeichnet werden, es erfolgt
eine Warnung, eine durch das Tool automatisch erzeugte Darstellung eines besonderen
Sachverhalts.

Monotone Zusammenhénge

Der Einfluss eines Merkmalstrédgers auf die Kovarianz bzw. Korrelation kann beachtlich
groB sein. Die Schatzwerte fir den linearen Zusammenhang sind also sehr ausrei3eranfal-
lig. Wir kdnnen stattdessen bestimmen, wie gut eine monotone Funktion den Zusammen-
hang beschreiben kann. Vorausgesetzt wird lediglich eine monotone Folge von Werten,
auf denen eine Metrik definiert werden kann. Da diese Uberlegung auch fiir komparative
Merkmale gilt, betrachten wir kurz Eigenschaften komparativer Merkmale.

Realisierungen eines komparativen Merkmals kénnen der GréBe nach geordnet und in
eine Rangfolge gebracht werden. Damit eréffnet sich eine erste Beschreibungsméglichkeit
fir die Daten, indem die relativen Haufigkeiten aufsummiert werden. Sei B geman (5.1)
die Menge der beobachteten Auspragungen, eine Teilmenge des Merkmalsraums M. Wir
erhalten

e

Definition 7.13: Empirische Verteilungsfunktion

Sei X ein komparatives Merkmal mit Merkmalsraum A und m beobachteten Aus-
prégungen ci,...,c,, € B C M, wobei ¢; < ¢; flr i < j gelte. Seien weiter durch
h(c;) = h;, i = 1,...,m, die relativen Haufigkeiten einer beobachteten Anzahl von
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7. Merkmale mit Kardinalskala

Realisierungen gegeben. Dann heif3t die Abbildung H : M — [0, 1] mit

H(c):= Y h(c)

CHaG)

empirische Verteilungsfunktion des Merkmals X.

Bemerkung.
(I) Die empirische Verteilungsfunktion ist eine rechtsseitig stetige Treppenfunktion.
() Definition 7.13 schreibt keineswegs m = |M| vor und damit auch nicht ¢ = ¢; fir ein

le{l,...,m}.

Jede beobachtete Merkmalsausprédgung eines Merkmals X erhalt einen so genannten
Rangr: B - R

ny(ni+1) _ n;+1
C| —r 7'(Cl) = { Z+7:Z 2n; =n- H(lel) + 2 l 7é ]-7
= I=1

wobei n; = n(¢;) die absoluten Haufigkeiten und H(c¢;) die empirische Verteilungsfunktion
des Merkmals X ist. Der letzte Summand ist notwendig, um so genannte Bindungen zu
berlcksichtigen. Eine Bindung entsteht, wenn mehr als ein Merkmalstrager den gleichen
Merkmalswert eines Merkmals X besitzt. Damit erhalten die sortierten Merkmalstrager
einer Stichprobenmenge S den Rang

rx 18 =R, si). = Rx(sp).) =7 (z()) -

Der ,Rangdurchschnitt” 7x eines Merkmals X mit n Realisierungen und m beobachteten
Merkmalsauspragungen ist 7rx = "“

-1
1 2
- 3 (nl +ny —|—22nmi>

i=1

m m -1
Zn?—l—Zm—i—QZanl)

n

I
—
/\
3

=1 =1
1
- mn (n+n2)
n+1
-2 (7.23)

Die gemittelten quadrierten Abstédnde der Rdnge vom Rangdurchschnitt ergeben die Rang-
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7.2. KenngréBBen fir mehrere Merkmale

varianz und diese errechnet sich tber

Mit diesen Voraussetzungen kdénnen wir ein Assoziationsmaf festlegen.

Definition 7.14: Korrelationskoeffizient nach Spearman

Der Spearmansche Rangkorrelationskoeffizient zwischen zwei komparativen Merk-
malen X; und X, ist gegeben durch

IR i) —TX, i) T
Px1 X, = Z(%(S”) x50, TX"‘). (7.24)

n—1 2 2
1/UTX1 1/UTX2

i=1

Beispiel 7.15

Die empirischen Verteilungsfunktionen bei den Merkmalen radius.mv und peri.mv bei
den Brustkrebsdaten sehen folgendermafen aus:

ecdf(radius.mv)

08

0.4

T T T T T
5 10 15 20 25 30

ecdf(peri.mv)

Fn()

Der Rangdurchschnitt ist Rx, = Rx, = 285. Es gibt bei beiden Merkmalen einzelne
Bindungen. Die Rangvarianzen ergeben sich zu Ulgle = 27027.37, U%%xz = 27027.45
und der Spearmansche Rangkorrelationskoeffizient ist px, x, = 0.998. Es besteht
eine starke monotone Beziehung zwischen radius.mv und peri.mv.

rank (radius .mv)

rank (peri.mv)

var(rank(radius.mv))

var(rank(peri.mv))
cor(rank(radius.mv),rank(peri.mv))
cor(radius.mv, peri.mv,method = c("spearman"))
plot(ecdf(radius.mv))

plot(ecdf(peri.mv))
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Verallgemeinerte Varianz

Eine Verallgemeinerung der Varianz auf die Situation mit mehr als einem Merkmal fiihrt
auf zwei Ansétze: Die Totalvariation s? und die verallgemeinerte empirische Varianz s2.

(R SR X s s2(X) = ZSXX, (7.25)

s2 R 5 R X i s2(X) := det(9). (7.26)

Beide Werte verdichten die vorhandene Information sehr stark. Die Idee der Totalvarianz
hat den Vorteil, dass sie sich bei einer orthogonalen Transformation nicht &ndert. Fir einen

k
Punkt X = (21,...,2%)T € RF gilt X = (z1,...,2,)T = 3 2;€; mit der kanonischen Basis

=1
{e1,...,ex}. Der Punkt soll mit Hilfe einer anderen Orthonormalbasis {q;,...,q;} darge-
stellt werden. Sei ) die Matrix, deren Spalten die Basisvektoren qy, . .., q,, sind. Es folgt

k k
> rei =Y yiq, e I"x=Qyey=Q"x
i=1

i=1
Ist X € R™* eine Datenmatrix, so entsprechen die Zeilen den Objektpositionen (Punkten)
im R¥. Fir das j-te Objekt gilt Z T;i€; = Z y;id; genau dann, wenn I**x7 = QyT, somit
=1
y;. = X;.Q. Stellen wir alle Zellen von X |n der neuen Basis dar, so erhalten wir Y = X Q.

Wie &ndert sich die empirische Varianz-Kovarianzmatrix bei einer orthogonalen Transfor-
mation der Daten? Mit Sx = - XTHX gilt

Sy = L (XQTH(XQ) = Q" - XTHXQ = Q"SxQ.

Satz und Definition 7.16: Spur einer Matrix

Sei A = (a;;) € R**. Die Spur von A ist die Summe der Diagonalelemente von A4,

k
sp(A) := Y a;i. Mit B = (b;;) € RF* gilt sp(AB) = sp(BA).
=1

Beweis.

k k k k
SP(AB) = > >~ aijbji = > > bjiai; = sp(BA).

i=1j=1 j=1i=1

Mit Satz 7.16 folgt

sp(Sy) = sp(Q"SxQ) = sp(QQ"Sx) = sp(Sx). (7.27)
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Dies muss z.B. bei einer Hauptkomponentenanalyse benutzt werden. Dafir beriicksichtigt
die KenngréB3e keinerlei Information Uber Kovarianzen zwischen den Merkmalen. Zwar ge-
schieht dies bei der verallgemeinerten empirischen Varianz, dennoch kann der einzelne
Wert keine unterschiedlichen Strukturen in den Kovarianzen erklaren.

Standardisierung

Durch Standardisierung lassen sich Daten unterschiedlicher Skalierung miteinander ver-
gleichen. Eine durch die Skalierung bedingte ungleiche Einflussnahme auf datenanalyti-
sche Modelle wird dadurch vermieden. Dividieren wir die zentrierten Daten eines Merk-
mals X durch die Standardabweichung (hier mit Index X), w; := Z=%, ergibt sich ein

sX

_1
neues Merkmal W = HX D> mit empirischem Mittelwert von 0 und einer empirischen
Varianz von 1:

Deren Varianz-Kovarianzmatrix ist gemaf (7.21) zugleich ihre Korrelationsmatrix:

1 _1 1 1 _1
Sw o= — (HXDy*)TH(HXDY?) = Dy’ SxDy? = Rx.
Rw = Sw = Rx.
Die aus X durch o
X
z = ——— (7.28)
[|HX||[vn —1
mit z; = 5;\/% gewonnenen Daten hei3en kleine standardisierte Daten. Um eine Daten-
matrix X so zu standardisieren, ist
7-— L _wxpi- L _w
Vn—1 X Vn—1
zu berechnen. Hierbei gilt
Sy = — 1 (xD)H. - (HXD}) = D iSxDf = — R
z n_1 \/m X T X —Ux OoXxUx — 1 X
. 1 .
Ry = diag(v'n— 1)ERX diag(vn — 1) = Rx,
1 —1 1
777 = meéXTHTHXDxé = Ry.
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7. Merkmale mit Kardinalskala

wil=(radius.mv—-mean(radius.mv))/sd(radius.mv)

w2=(peri.mv—-mean(peri.mv))/sd(peri.mv)

mean (w1)

var (w1)

cov(cbind (wl,w2))

cor(cbind(wl,w2))
19

plot (wl,w2,pch=19)

Die Abbildung zeigt den Scatterplot der standardisierten Daten, oben eingeklinkt ist der
Scatterpelot der Originaldaten zu sehen.

el
0

2 3
L L
peri.mv
50 100 150
L L L
-
*

Ay
o« radius.mv R
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