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Thema: Bei der Diskretisierung linearer partieller Differentialgleichungen mit der
Methode der finiten Elemente (FEM) entstehen — je nach gewahlter Diskretisie-
rungsfeinheit — groBe bis sehr groBe lineare Gleichungssysteme (LGS). Die Losung
eines LGS fiir n Unbekannte mit dem Standardverfahren der GauB-Elimination erfor-
dert im ungiinstigsten Fall einen arithmetischen Aufwand von O(n?®) Operationen,
was bei groBem n prohibitiv ist. Mit den sogenannten Mehrgitterverfahren (multigrid
methods) stehen moderne Gleichungslser zur Verfiigung, mit denen es in gewissen
Fallen gelingt, diesen Aufwand auf lediglich O(n) Operationen zu senken. In dieser
Praktikumsaufgabe soll eine einfache partielle Differentialgleichung (PDGL) mit fi-
niten Elementen diskretisiert und anschlieBend mit einem Mehrgitterverfahren (full
multigrid V cycle) gelost werden.

Anwendungsfall: Laplace-Gleichung auf dem Einheitsquadrat. Es sei ) :=
(0,1) x (0,1) das (offene) Einheitsquadrat mit Rand 0f2. Es wird das sogenannte
Dirichlet-Randwertproblem

Lu=—uz —uy, = f auf Q (1)
u = 0 auf 00

betrachtet. Hier ist u eine auf 2 U 0f) stetige und auf 2 zweimal stetig differen-
zierbare Funktion, f eine auf Q) stetige Funktion und L ein sogennanter (linearer)
Differentialoperator.

Die konkret zu bearbeitenden Aufgaben sind im nachfolgenden Text in roter Farbe
markiert.

1. Aufgabe: PDGL in schwacher Formulierung und als Minimierungspro-
blem. Auf dem Raum L,() aller Funktionen u : Q — R, fiir die [, v*(z, y)dzdy <



00, wird durch
(u,0) = / w(z, y)o(z,y) dz dy 2)

ein Skalarprodukt definiert (genau genommen miissen je zwei Funktionen in Ly(€),
die sich nur auf Nullmengen unterscheiden, miteinander identifiziert werden). Es sei
ferner 7 die Menge aller Funktionen u € Ly(92),

e deren erste beide partielle Ableitungen (fast iiberall) existieren und ebenfalls
in Ly(Q2) liegen und

e die auf 0f) gleich null sind.

Ferner sei

F(u) := %(Lu,u) — (f,u) firalle ueH.

Verifizieren Sie unter Benutzung von [1], S. 177 f., die folgenden Aussagen:

e Die Losung des Dirichlet-Problems (1) erfiillt die Gleichung
(Lu,v) = (f,v) firalle veH (3)
und umgekehrt.

e Die Losung des Dirichlet-Problems (1) I6st das Minimierungsproblem
u = argmin, e, F'(v) (4)

und umgekehrt. Die Schreibweise (4) bedeutet, dass u € H eine Funktion mit
F(u) < F(v) fiir alle Vergleichsfunktionen v € H ist.

Man nennt (3) die Galerkin-Formulierung des Problems (1) und (4) die Rayleigh-
Ritz-Formulierung. Leiten Sie ferner aus (3) unter Benutzung des Divergenzsatzes
von GauB ab, dass fiir eine Lésung u € H von (1) die Identitat

(Vu,Vv) = (f,v) firalle veH (5)

gilt, wobei Vu den Gradienten von u bezeichnet. Die Gleichung (5) ist auch dann
noch sinnvoll, wenn man die obige Definition von H revidiert und nur noch fordert,
dass die ersten partiellen Ableitungen (fast iiberall) existieren und in Ly(2) liegen.
Wenn man dies tut, dann ist eine Lésung von (5) eine ,verallgemeinerte Losung",
da sie nicht mehr unbedingt (1) I6sen muss. Man nennt deswegen (5) die schwa-
che Formulierung des Dirichletschen Randwertproblems. Ab sofort wird mit der
schwachen Formulierung gearbeitet und die revidierte Definition von 7 benutzt.
Entsprechend der schwachen Formulierung (5) wird ab sofort auch eine revidierte
Definition der Funktion F' benutzt, namlich

Flu) = %(vu, Vu)— (fu), ucH (6)

2



2. Aufgabe: Diskretisierung mit FEM. Man wiahlt

neN, n>2 und h:=

3|

sowie die Menge der Gitterpunkte

"= {(2,y;) := (ih,jh), i,j=0,...,n}.

Jedes Rechteck [ih, (i + 1)h] x [jh,(j + 1)h], i,j = 0,...n — 1 bezeichnet man
als ein Element, vergleiche Fig. 10.1 in [1]. Mit H" wird der Unterraum aller Funk-
tionen aus H bezeichnet, die auf jedem Element bilinear sind, also von der Form
(az 4+ b)(cy + d). Von Element zu Element kdnnen sich die Koeffizienten a, b, ¢ und
d andern, die Funktionen in H" sollen aber global stetig sein (keine Spriinge haben),
vergleiche Fig. 10.2 in [1]. Funktionen aus H" werden dann ebenfalls durch einen
Hochindex h gekennzeichnet, man schreibt etwa u" € H".

Spezielle Mitglieder aus H" sind die Funktionen e e HM i j=1,...,n—1, welche
im (inneren) Gitterpunkt (x;,y;) den Wert 1 und an allen anderen Gltterpunkten
den Wert 0 annehmen, vergleiche Fig 10.3 in [1]. Die Menge {e}';; i,j =1,...,n—
1} heiBt nodale Basis von H". Jede Funktion u" € H" besitzt eine eindeutige
Darstellung

n—1

uM(z,y) = uliel(xy),  wly=u(z,y5) (7)

ij=1

beziiglich der nodalen Basis.
Eine diskretisierte Losung u" € H" von (5) berechnet sich nun aus dem LGS
(Vu", Vo) = (f,0") fiir alle o™ € H". (8)

Da in (8) sowohl u™ als auch die Funktionen v" in der Form (7) angesetzt werden
kénnen, ist (8) dquivalent zu den (n — 1)? Gleichungen

ZUZ]( Z]7V€k€) (fuez,é)v k’,gzl,n—l (9)
ij=1

fiir die (n — 1)? Unbekannten u; aus (7).

Bestatigen Sie folgende Ergebnisse (vergleiche [1], S. 182): Es ist
(VGZAJH»V“Z/) (V(A/+1 V@Z,e) (V(kﬂ VARE V@Z{e)

Ai’?,e = (V€A mVGZ,z) (Vefl V@Z,f;) (V€k+w Ve@)
(VfA 1,0—1> V“i’%/) (V‘A/ 1 V“Z,é) (V‘AH/ 1 v“Z,z)

L[ -1 -1 =1
= 5| -1 s -1, (10)
-1 -1 -1



und alle Integrale (Ve!';, Ve ) mit i — k| > 1 oder |j — ¢| > 1 sind gleich null.

Approximiert man zur Berechnung von
. Thk+1 Ye+1 i ;
(jv elé,é‘) - / / f(‘ra U)elff(x U) dU dx
Tr—1 Yo—1

die Funktion f durch den konstanten Wert f(zy, y,) so erhalt man

(f, 6275) ~ 0 f(xr, ye) = lle (11)
Mit den Abkiirzungen
u" = (uz;)i=1,.n—1 € Rl fh— i}’lj)i'zl,...,nfl e Rl
j=1l,on—1 j=1,om—1
|asst sich das LGS (9) symbolisch in der Kurzform
Ay = fh (12)

schreiben. A" ist ein Operator, dessen Wirkung auf w" im Gitterpunkt (x,1,) in
Pseudo-MATLAB-Notation mit dem ,, punktweisen Operator” .* in der Form

sum(Ap, ¢ w(k—1:k+1,0—1:0+1),’all’) (13)

beschrieben werden kann, wobei die Randwerte 0 von u" genutzt werden.! Fiir die
folgenden Teilaufgaben ist es nicht nétig, u" und " als Spaltenvektoren und A" als
dazu passende Matrix explizit anzugeben (was eine einfach indizierte Reihung der
Doppelindizes (i, j) erforderlich machen wiirde; wiirde man dies tun, dann erhielte
man eine symmetrische, positiv definite Matrix Ah).

Aquivalent zu (12) ist das Minimierungsproblem

u” = argmin,, F"(v") (14)

mit der Funktion )

Fh(vh) = §<Ah'vh7vh> - (.fhalvh)a (15)
wobei hier mit (-, -) das Euklidische Skalarprodukt gemeint ist (wenn man die Ma-
trizen A"v", v" und f" als Spaltenvektoren angeordnet). Die Funktion F"* aus (14)
ist auf dem Raum der nodalen Werte u" = (ul;) definiert, wahrend F in (4) auf
dem Raum von Funktionen H definiert ist.

3. Aufgabe: Lésung des LGS mit dem GauB-Seidel-Verfahren (GS). Das GS-
Verfahren zur Losung eines allgemeinen LGS Az = b mit A € R™" und b € R"
lautet:

!Man beachte die MATLAB-Konvention der Indizierung ab 1, nicht ab 0.
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fir m:=1,2,...

fir i:=1 bis n: T; = X; + <bl — Zai,jxj> /ai,i
J

Das Verfahren bricht zusammen, wenn die Matrix A ein Nullelement auf der Dia-
gonale hat, was im Fall der positiv definiten Matrix A = A" nicht passieren kann.
Jeden Durchlauf durch die duBere Schleife bezeichnet man als einen sweep. In ei-
nem sweep werden sukzessive die Komponenten von x gedndert, wobei im ¢-ten
Schritt die Komponente x; so gedndert wird, dass gerade die i-te Gleichung erfiillt
ist. Im ndchsten Schritt wird x;,1 gedndert und dann ist die i-te Gleichung bereits
nicht mehr erfiillt. Deswegen wiederholt man die sweeps (m = 1,2,...) und hofft
so, der Losung immer naher zu kommen. Eine allgemeine Konvergenzanalyse des
GS-Verfahrens findet man in vielen Lehrbiichern, zum Beispiel in Matrix Iterative
Analysis von Richard Vargas. In der Praxis muss die Schleife iiber m mit einem ge-
eigneten Kriterium abgebrochen werden.

Die Anwendung des GS-Verfahrens erfordert keine explizite Abspeicherung der Matrix
A. Implementieren Sie eine MATLAB-Funktion

u = function GS(n, f, u, it)

welche einen Startwert u fiir die gesuchte Losung u” von (12) mit rechter Seite
f = f" in it sweeps des GS-Verfahrens zu einer neuen Niherung u (Ausgabewert
der Funktion) verbessert. Die Implementierung sollte auf (13) beruhen, also nicht auf
einer expliziten Abspeicherung der vollstindigen Matrix A”. Testen Sie das Verfahren
an einem Beispiel mit analytisch berechenbarer Losung, etwa mit

f(z,y) = 107*sin(37x) sin(ry) ==  u(x,y) = sin(37x) sin(7y).

Modifizieren Sie die rechte Seite f:= A"u", so dass der Fehler der berechneten
Losung genau dem Fehler des GS-Verfahrens entspricht und nicht zusatzlich den
Diskretisierungsfehler beinhaltet. Sie werden feststellen, dass fiir befriedigend genaue
N&herungslosungen sehr viele Iterationsschritte (sweeps) ausgefiihrt werden miissen.
Machen Sie nun noch folgendes Experiment: Starten Sie das GS-Verfahren fiir die
rechte Seite f(xz,y) = 0 (dann ist die exakte Losung des Dirichlet-Randwertproblems
u(z,y) = 0) mit dem Startwert

u=randn(n+1)

Nach m sweeps erhalt man eine diskrete Naherungslosung u™ fiir die exakte Losung
u" = 0 und —u™ ist der Fehler dieser Niherungsldsung. Plotten Sie den Startfehler
und den Fehler nach jeder der ersten 5 sweeps (MATLAB-Befehl surf) und bestati-
gen Sie (durch Inspektion der Plots): Die GroBe des Fehlers verringert sich kaum, der
Fehler andert jedoch sehr schnell seine Struktur, da die hochfrequenten Fehleranteil
verschwinden. Dies ist die sogenannte Glattungseigenschaft des GS-Verfahrens (in
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der Anwendung auf die diskretisierte PDGL).

Die Grundidee des Mehrgitterverfahrens. Man betrachte allgemein ein LGS (mit
invertierbarer quadratischer Matrix A)

Ar =10

und eine (mit ein paar sweeps des GS-Verfahrens gewonnene) Naherungslosung

Z mit Fehler e=2 — 1.
Formal erhdlt man die exakte Lésung aus
r=T+e mit Ae=r:=b— Ax,

der Vektor r heiBt das Residuum der Ndherung Z. Der Fehler e, der bei Unkennt-
nis der exakten Losung x nicht direkt berechenbar ist, lasst sich also als Losung
eines LGS mit gleicher Matrix A wie das originale LGS und mit einer bekannten
rechten Seite r berechnen. Die Losung des LGS Ae = r erfordert im Allgemeinen
allerdings denselben Aufwand wie die Lésung von Az = b. Wenn nun aber, wie im
oben betrachteten Fall, das LGS aus der Diskretisierung einer PDGL stammt und
wenn bekannt ist, dass e keine hochfrequenten Anteile hat, sondern glatt ist, so
kann man Folgendes versuchen: Man |6se nicht Ae = r, sondern Aé = #, wobei A
einer Diskretisierung der PDGL auf einem groberen Gitter entspricht (und damit von
kleinerer Dimension als A ist) und é einer Restriktion von e auf dieses grobere Gitter
entspricht. AnschlieBend interpoliere man die Grobgitternaherung é auf das feinere
Gitter und erhilt so eine (gute) Naherung fiir (das glatte) e. Die folgenden Aufga-
ben beleuchten, wie Restriktion vom feinen auf das grobe Gitter) und Interpolation
(vom groben auf das feine Gitter) und wie ein Ubergang vom Operator A (auf dem
Feingitter) zum Operator A (auf dem Grobgitter) aussehen. Ab jetzt sei

n = 2N, (16)

Das Gitter Q" (grob) entsteht aus Q" (fein), indem man in jeder Dimension nur die
Punkte mit geradzahligem Index auswahlt:

2h — {(2ih,2jR); i =0,...,n/2, 7=0,...,n/2}.

Genauso entsteht Q%" (noch grober) aus 2%, indem man dessen geradzahlig indi-
zierte Gitterpunkte auswahlt:

W — {(4ih,45h); i =0,...,n/4, 7 =0,...,n/4}

und so weiter.



4. Aufgabe: GS als Optimierer. Die nodalen Werte u" = (u}';) definieren eine
Funktion u” € H" gemiB (7). Fiir einen festen Index (i,7) sei

s = argmin, g F'(u" —tel! ;). (17)

Bestitigen Sie: Der Ubergang u" — u” — sef;j entspricht genau dem Update des
nodalen Werts u]!; von u" beim GS-Verfahren (wenn man den Term (f, e, ) in der

Definition (6) von F durch f, ersetzt).

5. Aufgabe: Gitterwechsel. Es sei v?* € #H?'. Diese Funktion ist stiickweise
bilinear zu den Elementen des groben Gitters Q2" es existiert also eine Darstellung

-1
v, y) =Y vlel(x,y).

1,j=1

|3

Wegen H?* C H" muss auch eine Darstellung

n—1

Uzh(xuy) - Z Uzh;jeﬁj(xvy)

1,7=1

existieren. Verifizieren Sie folgende Berechnungsformel fiir die nodalen Werte der
Feingitterdarstellung:

h o 2h
V2i25 = Vij
h _ 1( 2h | \2h )
Vgit1,25 — 5 Vij T Vit1,
A o 1(/,2}L+,2h )
Yaizj+1 T 5 Wiy T Vg
h _ 1( 2h 4 g2h g2k 42k )
V2i41,2j+1 — 1 Vij T Vit15 T Vijp1 T Vig1541)
wobei 7,7 = 0,...,% — 1 und die verschwindenden Randwerte sowohl| von v" als

auch von v%" zu beriicksichtigen sind. Gem3B diesen Formeln l3sst sich ein Inter-
polationsoperator

Loy : R§_1’5_1 — Rn—l,n—l7 ’U2h — _[2h_)hv2h = ’Uh (18)

fiir die nodalen Werte von v" (an den inneren Gitterpunkten) definieren. Der Opera-
tor I5;_,;, wird manchmal auch als Prolongationsoperator bezeichnet. Wiirde man
v?" und v" als Spaltenvektoren schreiben, dann lieBe sich I5,_,;, als eine Matrix mit
(n — 1)* Zeilen und (n/2 — 1)* Spalten explizit angeben. Das Transponieren dieser
Matrix fiihrt auf einen Operator

T . . —1n—1 2-1,2-1 h h _ ,.2h
(Iohsn) = Do - R"7" 5 R270270 0 v = [ gpv" = v, (19)



welcher nodale Werte zum Feingitter Q" auf solche des Grobgitters Q2" iiberfiihrt.
Dieser Operator wird als Restriktionsoperator bezeichnet. Er ist explizit durch

1
2h h h h h
Vii T ] (7121'71,2]‘71 + Ugi_12j41 T V2i412j-1 T U2i+1,2j+1)
1
h h h h h
+§ (U2z‘,2j—1 + Ug;9541 T Vo195 T v2i+1,2j) + Vg9,

gegeben (bei Interesse nachrechnen). Bemerkung: Die (nodalen Werte der) Funk-
tion v" = 1 des feinen Gitters werden durch I;_,5, auf die (nodalen Werte der)
Funktion v2" = 4 des groben Gitters liberfiihrt. Um dies zu vermeiden, miisste man
I _op = le(_[gh_ﬂJT wahlen. Wegen der nachfolgenden Formel (20) wird hier aber
an Ij,_sop := (Iynn) " festgehalten.

Die Operatoren I5,_,;, und I;_,o, transferieren nodale Werte und damit stiickweise
bilineare Funktionen vom groben auf das feine Gitter und umgekehrt. Es bleibt noch
zu kliren, wie die Grobgitterversion des Operators A" aussehen soll. Orientiert am
Minimierungsproblem (14) soll v*" so bestimmt werden, dass

v = argminon F" (0" + Iy, ,w®).
Ist v" eine N3herungslosung des LGS A"u” = f" so bedeutet dies, dass v?" als
optimale Grobgitterkorrektur gewshlt werden soll, um v" zu verbessern. Dies ent-
spricht gerade der Grundidee der Mehrgitteridee, eine optimale Grobgitterkorrektur
¢ der Naherungslosung & von Az = b zu finden.

Verifizieren Sie das in [1], S. 185, berechnete Resultat, dass fiir alle v" € H" und
alle w?" € H*" und die in (15) definierte Funktion " gilt:

Fh(vh 4 [2h~>hw2h> _ (2())
1 A
Fh<’ljh) + 5 (IZhHh)T Ah[Qh,Hh ,lUZh7 th o (IZhHh)T (fh o Ah,vh) 7 wh
—_——
—: A% =: I o = rh

Hier ist " das Residuum der Niherungslosung v" des LGS A"u" = f". Der Ope-
rator A?" ist die Entsprechung von A" auf dem groben Gitter. Man kann explizit
nachrechnen, dass

N A e
Af=5| -1 8 -1,
-1 -1 -1

das heiBt der Operator A2" wirkt exakt wie A", wird jedoch auf die Punkte Q%" des
groben Gitters angewendet. Mit

F2h(w2h) — (AZh’LUQh, w2h) . (Ih—>2hrh7 w2h)

N —



zeigt (20), dass

2h

v = argmingon F" (V" + Ly, ,w®™) = argmingon F2 (w?").

Die Folgerung hiervon ist, dass v?" in Analogie zu (12) als Lésung des LGS
AP = [y gpr”, = fh— At (21)

zu berechnen ist.

Grundsatzlich kann die Grundidee der Mehrgittermethode nun folgendermaBen um-
gesetzt werden:

1. Man wihle eine Naherungsldsung v" von (12).

2. Mit dem Startwert v" fiihre man einige lterationsschritte des GS-Verfahrens
zum LGS (12) aus. Das so verbesserte Resultat heiBe erneut v".

3. Man berechne das Residuum r" = f" — A"»" und l16se das LGS (21) mit
Ergebnis w?".

h

4. Man korrigiere die Niherungsldsung v" zu u" = v + I, w?".

5. AbschlieBend werden noch einmal einige Iterationsschritte des GS-Verfahrens
zum LGS (12) ausgefiihrt, diesmal mit Startwert u”.

Unklar ist hier noch der erste Schritt: Wie kommt man zu einer ersten Nahe-
rungsldsung ? Naheliegend ist es, das LGS (12) auf 22" zu I6sen und die so erhaltene
Losung auf das Gitter Q" zu interpolieren.

Da das Gitter 22" immer noch sehr fein sein kann, ist es weiterhin naheliegend, so-
wohl die Beschaffung der Anfangslésung als auch die Losung des LGS (21) rekursiv
auf immer noch grobere Gitter zuriickzuspielen. Dazu wird von der Voraussetzung
(16) ausgegangen, es werden also insgesamt N Gitter der Stufen i = 1,2,..., N
mit Diskretisierungsfeinheiten 27 = 271,272 27N betrachtet. Die Schritte
2 — 5 von oben lassen sich als eine rekursive Funktion MGV in einer Pseudo-
Programmiersprache beschreiben — nahere Erklauterungen dazu im Anschluss.



u® = function MGV (i,u®, f® gs1, gs2)
falls + = 1:
16se AM M = f(1) exakt

return u™)

sonst:
a9 = GS(2°, fD u® gsl) (22)
P = O _ 400 (23)
d9 = In(MGV(i—1,0,R(r"), gsl, gs2)) (24)
o = g L q® (25)
u = GS(2, D49 gs2) (26)

return u(?

Bemerkungen. MGV ist eine rekursive Funktion, i bezeichnet das aktuelle Git-
terlevel. Der Operator A" zum Gitter Q" wird mit A bezeichnet, wenn h = 2.
Ebenso werden dann «” mit () und £ mit f*) bezeichnet. G'S ist die Funktion
GS aus der dritten Aufgabe. Mit In wird der Interpolationsoperator s, . fiir die
aktuelle Gitterstufe gemaB (18) bezeichnet und mit R wird der entsprechende Re-
striktionsoperator Ij,_.o; bezeichnet. Die Zahlen gs1 und gs2 bezeichnen die Anzahl
von sweeps des GS-Verfahrens in (22) bzw. (26).

Die folgende Graphik illustriert den Gang der Berechnung von MGV bei insgesamt
4 Gitterstufen. ,,S* entspricht dem GS-Verfahren in (22) bzw. (26), ,E “bedeutet
exaktes Losen des LGS AWz = M), die Uberginge ,, R* bedeuten Restriktionen,
die Ubergénge »In" bedeuten Interpolation.
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Zuriick zur Frage, wie man zu einem guten Startwert «¥ fiir den Aufruf von MGV
kommt. Wie schon angedeutet, ldsst sich eine solche wie folgt beschaffen. Man
interpoliere zunachst eine auf dem grobsten Gitter berechnete Losung auf das zweit-
grobste Gitter. Dann starte man MGV mit ¢ = 2 zur Verbesserung der Losung auf
dem zweitgrobsten Gitter. Diese Losung wird auf das drittgrobste Gitter interpoliert
und ein Dreigitter-Verfahren (also MGV mit i = 3) zur Verbesserung der Ldsung
gestartet und so weiter. Diese Vorgehensweise heiBt Full Multigrid Algorithm.
Der Algorithmus kann wieder als Funktion in einer Pseudo-Programmiersprache be-
schrieben werden.

z = function FMG (i,u®, f), gsl1, gs2)
16se ADy™ = f(1) exakt
firk=2,...,1
u® = MGV (k, In(u*=Y), f*) gs1, gs2)

FMG wird mit dem Parameter i = N aufgerufen. Beim ersten Aufruf von FMG
setzt man u™ = 0 (Nullvektor als Startniherung, da man nichts Besseres weiB) und
fW) = f" die originale rechte Seite des feinsten Gitters. Dann sind f), ... fOV=1)
deren Restriktionen auf die entsprechenden Gitter 2% . Man schreibt dazu eine
Funktion 7 = mgurhs(n, m,r), welche die Restriktion von r (gegeben auf dem Git-
ter der Stufe ¢ mit 2 = n) auf 7 (auf dem Gitter der Stufe j mit 2/ = m) berechnet,
n>m.

Die folgende Skizze zeigt den Gang der Berechnung, wenn FMG mit ¢ = 4 aufgerufen
wird.

k1 k=2 k=3 k=4

Nach dem ersten Aufruf von F'M G ist eine Naherungslosung 2 := z von (12) berech-
net. Diese kann verbessert werden, indem man ihr Residuum r() = f(N) — A(N)z
berechnet, dann FM G mit Startwert u™Y) = % und rechter Seite f(N) = (V) aufruft

und mit dem Riickgabewert z von F'MG die Korrektur Z = Z + z ausfiihrt.

6. Aufgabe. Programmieren Sie die Funktionen MGV, FMG und mgurhs. Testen
Sie Ihre Implementierung mit dem zur Verfligung gestellten Testprogramm testfmg.
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Templates fiir die Funktionen MGV, FMG und mgurhs werden zur Verfiigung ge-
stellt.

7. Aufgabe. Im Programm testfmg wird eine AusgabegroBe costpi berechnet.
Uberlegen Sie, warum diese GroBe tatsachlich, wie behauptet, ein MaB fiir die ,, An-
zahl Rechenoperationen pro Unbekannter und lteration” ist. Beobachten Sie den
Wert von costpi beim Start von testfmgv mit verschiedenen Diskretisierungs-
feinheiten. Was folgt daraus fiir die Behauptung, dass das Mehrgitterverfahren das
lineare Gleichungssystem (12) mit einem arithmetischen Aufwand 6st, der propor-
tional zur Anzahl der Unbekannten ist?

Literatur:
[1] William L. Briggs, Van Emden Hanson, Steve F. McCormick, A Multigrid Tutorial,
SIAM, 2nd ed., 2000.
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